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OZET

Bu calismada, ilk olarak non-lineer denklemlere giris yapilmaktadir. Daha sonra
non-lineer denklemleri ¢ozmede kullanilan bazi yontemler Ornekler verilerek izah
edilmektedir.

Ikinci olarak, non-lineer gerilme-sekil degistirme bagintisina sahip malzemeden
yapilmis sonlu uzunlukta cubuktaki non-lineer elastik ve elastik-plastik dalga hareketi
analiz edilmektedir. Elde edilen bir non-lineer kismi diferansiyel denklem yeni bir metot
kullanilarak iki non-lineer basit diferansiyel esitlige ayrilmaktadir. Sinir sartlarini ve
baslangic sartlarim1 saglayan analitik ¢oziim denklemlerin 6zel ¢oziimlerinden elde
edilmektedir. Cubuktaki gerilmeler, dalga hizlar ve yer degistirmeler keyfi kosullar i¢in
bulunmaktadir. iki farkli metot gelistirilmektedir. Ik metot ¢oziimde smirlama
getirirken, ikinci metotta smirlama pratik agidan daha mantikli sartlar secilerek

kaldirilmaktadir.

Anahtar kelimeler : Ankastre, Cubuk, Non-lineer, Dalga, Yayilim, Gerilme



ANALYTICAL APPROACH TO WAVE AND STRESS ANALYSIS
OF BARS MADE OF NON LINEAR MATERIAL WITH FINITE LENGTH

ABSTRACT

First of all this study contains an introduction to non-linear eqations. Later,
some techniques used for solving non-linear equations are explained by given
examples.

Second of all, the non-linear elastic and elastic-plastic wave motion in a finite
bar made of a material obeying non-linear stress-strain relation is analyzed. Non-linear
governing partial differential equation is separated into two non-linear ordinary
differential equations using a new method for the separation. Analytical solution
satisfying boundary and initial conditions are constructed from the proper solutions of
equations. Stresses, wave velocities and displacements in the rod are found for arbitrary
conditions. Two methods are developed. While the first method brings a limitation on
the solution, the second one removes this problem by selecting more practically logical

conditions.

Keywords : Ancastre, Rod, Non-linear, Wave, Motion , Stres
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1.GIRIS

Giintimiizde non-lineer problemlerle ciddi bir sekilde ilgilenilmektedir. Belkide
bu ilginin en Onemli sebebi giinlikk hayatta karsilasilan problemlerin bir¢ogunun
non-lineer davramis sergilemesidir. Bazi alasimlar, kompozitler ve kaucuklar gibi
non-lineer elastik veya hiper-elastik davranig gosteren bircok endiistriyel malzeme
mevcuttur. Ayrica, tavlanmis celikler gibi Hooke kanuna uyan bazi miihendislik
malzemeleri 6zel 1sitma islemlerinden sonra non-lineer davranis gosterebilirler

Miihendislik alaninda ve ozellikle de uzay sistemleri endiistrisinde kullanilan
bircok yapisal eleman non-lineer davranig sergiler. Bu gelismelerin sonucu olarak
non-lineer malzemeden yapilmis cubuklardaki gerilme ve dalga analizi ilgi ¢ekmektedir.
Buna ragmen, bu alanda yapilmis cok fazla analitik calismaya rastlanmamistir. Bu
sebeple, bu calismada cubuklardaki gerilme ve dalga hareketine dair analitik ifadeler
elde etmemizi saglayan analitik bir yontem gelistirilmeye calisilmaktadir.

Yeterince biiyiik yiikleme kosullart icin, malzemede hem elastik deformasyon
hem de plastik deformasyon gelisebilir. Elastik ve elastik-plastik bolgeyi kapsayan tek
degerli gerilme uzama egrisi goz Oniine alindiginda, sunulan teori malzeme o6zelligi
o =ke" seklinde karakterize edilmis olmak kosuluyla ¢ubuk, tel ve konsollardaki
elastik-plastik gerilmeleri ve dalgalar1 aciklamak icin kullanilabilir. Burada k,n
malzeme bilesenleridir. Gerilme-sekil degistirme egri tipine bagh olmayan dalga hizlari,
deformasyonlar ve gerilmeler i¢in acik ifadeleri veren 6nemli ilaveler verilen baslangic

ve sinir kosullar1 i¢in yapilmamustir.



2. KAYNAK ARASTIRMASI
2.1 Non-Lineerite Nedir ?

Miihendislik yapilarinin ¢cogu non-lineer davranis sergilerler. Non lineeritenin
dikkate alindigr metotlar ve elde edilen denklemler analitik olarak ¢oziilemediginden,
cogu kez gerek malzemede ve gerekse geometride lineerlestirme yapilir. Bu nedenle,
“ elastisite modiiliinii sabit diisiinelim ” , * kii¢iik genlikli titresimleri ele alalim
“ sabit 1s1l iletkenlik i¢in ” ve benzeri gibi ifadelere ¢ok sik rastlamlir. Universite
oncesi yillarda ki konularda olaylarin ¢ogunlukla ideal, siirtiinmesiz gibi kabulleri
icermesi ; malzemelerde de lineer elastik , rijit, sikistirllamaz veya bunun gibi ¢ok

sayida kabuller yapilmas: hep bu yiizdendir. D ile gosterilen operatorii ( Islemci ) ele

alalim. a ve b sabitler olmak iizere, D operatorii f ve g fonksiyonlar: halinde
Dlaf +bg|=aDf +bDg (2.1
seklinde bir esitligi sagliyor ise, o taktirde D operatorii lineer bir operator adini alir.
Ayni lineerlik 6zelligi integraller, diger bazi operatorler ve bunlarin birlesimleri
icin de gecerli olabilmektedir. Kisaca, bu lineerlik 6zelligine, diferansiyel denklemleri,

integral denklemlerini, fark denklemleri v.b denklemleri kullanan temel operatorler

sahiptir. Genel olarak L operatorii lineer ise :

Llaf +bg|=aLf +bLg (2.2)

dir. Burada g ve f fonksiyonlar ; a ve b ise, sabitlerdir. Ac¢ikca goriilecedi lizere,

logaritma, kare alma, iistel operatorler bu 6zellige sahip degildirler.

exp[af + bg] = exp[af]exp[bg] #aexp f+bexpg (2.3)



Ikinci mertebe lineer bir adi diferansiyel denklemi ele alalim :

+ax=0 2.4)

Bu denklemde a sabittir. Eger x;, ve x, her ikisi de (2.4) denkleminin ¢oziim ise,

d’x, g

t2

%2 tax, =0 (2.5)

t2

+ax, =0 ve

dir. Ikinci tiirevin lineerliginden Ax, + Bx, ¢oziimiine ulasilabilir. Burada A ve B

keyfi sabitlerdir. Siiperpozisyon ilkesinin temelini olusturan bu kavram, aslinda
gecmiste fiziki doga olaylarimi tanimlamak i¢in olusturulan teorilerden elde edilen
basarinin bir getirisi olmustur. Bu temel ¢oziim ilkesiyle, kullanilan matematiksel
denklemin daha esnek sonuglarima ulasilmistir, yani fiziksel doga olaylarim

tanimlamada yardimci kosullar elde edilmistir.

Simdi (2.4) denklemi, kuvvet ax+bx> formunda tanimlanarak non-lineerligi

ifade etmek i¢in tekrarlandiginda, denklem agagidaki sekilde olacaktir:

2

X o ax+bx? =0 (2.6)

2

dt

Eger (2.6) denklemin x,(t) ve x,(t) seklinde ¢oziimii mevcut ise ayrica x, +x, de

coziimiidiir ? Denklemde x yerine x, +x, konursa

2 2
d°x, d’x,

% % +ax, +ax, + bxl2 +2bx, x, + bx22 (2.7)

elde edilir ve denklem asagidaki sekilde gruplanabilir:

d’ d’
{ y ad + ax, +bx12}+{d7§2+ax2 +bx22}+ 2bx,x, (2.8)

t2



(2.8) denklemindeki ilk iki koseli parantezdeki terimler uygun varsayimlar ile
yok edilebilir, ancak son terim sifir olamaz. Bu nedenle x, +x, ifadesi ¢oziim degildir.
Boylece, siiperpozisyon ilkesinin burada yetersiz kaldigim1 gorilir. Cok nadir
durumlarda non-lineer problemi lineer probleme ¢eviren bir doniisiim yapilabilir ve bu
sayede siiperpozisyon ilkesini kullanilabilir. Ozellikle birinci mertebe non-lineer
denklemlerde bir doniisiim ile lineer hale getirilebilen denklem sayisi diger mertebedeki
denklemlere oranla daha coktur.

Eger adi diferansiyel denklem y degerine ve onun birinci dereceden tiirevlerine
bagli ve ayrica bu terimlerin yy”, yy’y” seklinde ¢carpimlari yok ise, bu denklem agik¢a

lineerdir denilir. Buna gore:
y+x’y+e*y=Ilogx (2.9)

denklemi lineer degisken katsayil1 ikinci mertebeden denklemdir . x°,e* ve logx veya

x e baglh herhangi bagka bir fonksiyon olmasi, denklemi y i¢in non-lineer

yapmamaktadir. Ancak

(y) +y+y>=0 (2.10)

Y +yy =0, @2.11)

denklemleri sirasiyla ikinci ve iiclincii dereceden non-lineer denklemlerdir. Bu

1
denklemlerde ki non-lineer terimler y’y”,(y”)* ve y? dir. Non-lineer denklem ¢esitleri

oldukca fazladir. Bazilar1 ¢6ziim agisindan digerlerinden daha zordur. Cogunlukla

analitik ¢oziim vermezler.



2.2. Lineer Teoriden Olan Diger Cikarimlar

n. dereceden lineer diferansiyel denklem n den farkli veya lineer bagimsiz

¢cOziime sahiptir.

Y +b(x)y" +c(x)y=0 (2.12)

denklemini ele alahm. y, ve y, nin (2.12) denkleminin iki farkli ¢oziimii

olduklarini kabul edelim. Bu takdirde, genel ¢6ziim

y = Ay, + By, (2.13)

dir. Burada A ve B Kkeyfi sabitlerdir. Eger (2.12) denklemine yy” terimi eklenerek

modifiye edilecek olursa, denklem non-lineer olur ve soyle yazilabilir:

Y+ (b(x)+y)y +c(x)y=0 (2.14)

Eger y, ve y,, (2.14) denkleminin ¢6ziimii ise bunlarin toplami ¢6ziim degildir.
Non-lineer denklemlerde lineer bagimsiz ¢oziim olamaz.

Ikinci asamada, (2.14) denkleminin iki kez iist iiste integrasyonla elde edilebilen
ve keyfi sabitler iceren bir ¢oziime sahip oldugu diisiiniilebilir. ~ Genel ¢6ziim, bu
sabitlerin fonksiyonudur ve (2.13) denklemindeki gibi basit bir formda degildir. $imdi,
bu soylenenleri aciklamak {izere, atmosfer dinamiginde karsilagilan sinir tabaka
problemini iceren bir 6rnek ele alalim. Kanat yiizeyinden akigkanin ayrilmasi islemini

tanimlayan denklem:

Il
(=)

2 2
y Zﬂ{ + v(j—i;} (2.15)

formundadir. Burada;



v=>1-w/u

dir. p=dy/dn konulursa,

_df]

dn

2

dn

bulunur . Bilahare, (2.15) denklemi birinci dereceden denkleme cevrilirse:

dp 2
—_— =y
yp dy P

verir. Bu denklem diizeltilmis halde su sekilde yeniden yazilabilir:

dp dy

—_— = —y =

p y

(2.19) denkleminin ¢oziimii, integre edilerek:
logp=-vlogy+C,

ya da

seklinde elde edilir. Tekrar integre edilirse
Vu _ 1
yr == (Cx + B)
M

veya

dzy d | dy _i ﬂ_
ay " an

(2.16)

2.17)

(2.18)

(2.19)

(2.20)

2.21)

(2.22)



1 M
y= b (Cx+ B)} (2.23)

bulunur. Burada C ve B integrasyon sabitleri olup, genel ¢6ziim bu sabitlerin
fonksiyondur.

Uciincii olarak, bir non-lineer denklemde y nin biitiin terimleri ayn1 dereceli

olmadig1 siirece, herhangi bir A(#1) sabiti ile ¢arpim sonucunda meydana ¢oziim,
onceki ¢oziim ile aynm1 olmayacaktir. Bunu gostermek i¢in Van Der Pol denklemini

ornek olarak ele alalim. Van Der Pol denklemi:
Y +e?y —e'+y=0 (2.24)

dir. (2.24) denkleminde ikinci terimin derecesi ii¢ iken birinci, iigiincii ve dordiincii y
teriminin ve tiirevlerinin dereceleri birdir. Eger y, in yukaridaki (2.24) denklemin
¢coziimii oldugunu kabul edersek, y, c¢Oziimiiniin herhangi bir A sabiti ile ¢arpim
sonucunda (A=1,A=0 durumlarn hari¢) olusan yeni ¢6ziim, (2.24) denklemini

saglamamaktadir. Simdi bu sOylediklerimizi aciklamak amaciyla A sabitini kullanarak

(2.24) denklemini tekrar yazarsak:

Ayl +eA’y*y — Ay; + Ay, =0 (2.25)
formunda olur. (2.25) denkleminde her terim A ya béliindiigiinde:

YAy Y~ 8]+, =0 (2.26)

elde edilir. Denklemden de goriilecegi iizere A =1 olmadig siirece denklem O (sifir) dan
farkli olmaktadir. Bu bize (2.24) denkleminin ¢oziimii olarak kabul ettigimiz y, in
herhangi bir A sabiti ile carpimi sonucunda artik denklemi saglamadigini
gostermektedir.

Diger taraftan denklemin tiim terimlerinin dereceleri (2.12) denklemindeki gibi

ayni oldugu taktirde, ¢6ziim herhangi bir sabiti ile carpilirsa da denklemi yine



saglamaktadir. (2.12) denkleminin ¢6ziimii olan (2.23) denklemi herhangi bir A sabiti

ile carpilarak:

u
)uu{%«k+3ﬂ (2.27)

seklinde yazilabilir. (2.27) denkleminin, (2.12) denkleminin ¢6ziimii oldugu kolayca

dogrulanabilir.

2.3 Non-lineer Kismi Diferansiyel Denklemler icin Ad Hoc Metodu ( Coziim

Formlarmin Onceden Sezilmesi )

Ad hoc metodu non-lineer kismi diferansiyel denklemlerin 6zel ¢oziimiinii elde
etmek i¢cin kurulmustur. Bu, lineer teoride oldugu gibi, bizi ilgilendiren denklemlerin
en biiyiik kaynaklarindan biridir.

2.3.1 Hareketli Dalga Coziimleri

Burgers, Hopf ve Cole, tiirbiilansh akis icin matematiksel model olarak ilk

takdim edilen

u, +uu, =vu (2.28)

denklemini ele almislardir. u =y seklinde doniisiim yaparak, x e gore integre edilip,

zamana bagl terimi ¢ikararak asagidaki denklem elde edilebilir:
1
v, vl = (2.29)

Genellestirilmis hareketli dalga tipi icin

w=flt+g)] (2.30)



formunda bir ¢6ziim sekli ortaya atalim. Bu denklemde f,g daha sonra bulunmalari
gerekli fonksiyonlardir. (2.30) denklemini w=17+ g(x) kabulii ile (2.29) denkleminde

yerine koyarak
’ ”» ’ ” 1 ’
Folt-vg"(0]=1g (X)]{Vf -5 )2} (2.31)
elde ederiz. Denklem yeniden diizenlenirse,

[1-ve"W]/(g’) = {Vf”— (f')z}/f'= yl (2.32)

N | =

seklinde yazilabilir. Bu denklemde A, sabittir. A, (2.32) denkleminin sol tarafi sadece
x e bagl sag tarafi ise hem x e ve hem de ¢ ye baghdir. Bu klasik bir ayirma

yontemidir. Bilahare, f(w) ve g(x) denklemleri

o =S (=3 =0
(2.33)

vg"+Ag’) =1

denklemlerini saglamalidir. Acik¢a goriilebilir ki, yukaridaki denklemler birer

non-lineer denklemdir.
2.3.2 Degiskenlere Ayirma Yontemi

Cesitli arastirmacilar 6zel non-lineer kismi diferansiyel denklemleri dogrudan
ayirmayl denemislerdir. Bunlarin arasinda Oplinger’in tellerin non-lineer titresimi,
Smith’in anizentropik akisi, Tomotika ve Tamata’nin iki boyutlu transonic akisi ve
Keller’in ¢alismalarini bulabiliriz. Biitiin bu yazarlar bu yontemle elde edilen ¢oziimiin
formunu incelemek i¢in modus operandi’yi ( 6zel bir inceleme yontemi ) kullanmiglar

ve sonra uyum saglayacak yardimci kosullar1 arastirmiglar.



Oplinger problemi , (x=0) da bir ucundan sabitlenmis ve (x=1[) de

belirlenmemis bir periyodik titresime maruz bir sicimin salinimlarini idare eden
1
y, —C{1+ajyx2dx}ym =0 (2.34)
0

zayif ~ non-lineer hiperbolik denklemin c¢Oziimiinii arama problemidir. (2.34)

denkleminde

y=F(x)G(t) (2.35)
seklinde direkt ayirma denenirse,
1 1
j y.2dx =G (1) j (dF 1dx)* = IG*(t) (2.36)
0 0
elde olunur. Buradan,
F +vF =0 (2.37)

G+ C 1+ GG =0

bulunur. Bu ayrilmis denklemler v sabitini icermektedir. Yukaridaki denklemlerden
sadece ikinci denklem non-lineer bir denklemdir.

Ikinci ornek olarak, degiskenlere ayirma yontemi yardimiyla benzerlik
doniisiimiiniin gelistirilmesini teklif eden Birkhoff’tan s6z edecegiz. Genel kavram icin

Ames veya Hansen’ e basvurulabilir. Non-lineer difiizyon denklemini ele alalim :

lcc.| =c, (2.38)



Genel kavram

=&ty n=n(r1 (2.39)
seklinde & ve 7 yeni degiskenlerinin aranmasidir. Oyle ki (2.38) denklemi yeni
degiskenlere doniistiiriildiigi zaman ayrilabilir olsun. Basitlik agisindan asagidaki
sekilde

&=t n=r/R() (2.40)

bir degisken doniisiimii diisiinelim. Burada R(¢), denklem ayristirilabilir olacak sekilde

secilmesi gerekli bir fonksiyondur. Yani, bu se¢cim sonunda (2.38) denklemi,
C=U@)Y ) (2.41)

seklinde ayristirllmis hale gelsin. (2.41) denklemi (2.38) denkleminde yerine konulup,
U™ (t) ye boliindiigiinde

dd—n lrv’]=[rey/v][RUY -qUR'Y'] (2.42)

bulunur. (2.42) denklemin sol tarafi sadece 7 nun fonksiyonudur. Bilahare, eger sag
taraftaki koseli parantezdeki terim 77 ve ¢ fonksiyonlarinin carpimi ise C i¢in ¢6ziim

ayrilabilir olmaktadir.
UR' =-AUR (2.43)
(2.43) denklemi A sabitiyle birlikte ¢oziimlendiginde

RO=[UO]™" (2.44)



seklinde olur ve (2.42) denklemi

Sl
d - -1 (2.45)

Y+A77Y, - Un+l+2A

formunu alir. U ve Y icin iki non-lineer denklem ¢oziilmelidir. 4 ve A degerleri sinir

sartlarina baghdir.
2.3.3 Elemanter Acilim
Iki veya ii¢ terimli agilim ¢6ziimii, non-lineer kismi diferansiyel denklemler icin

bazen miimkiin olmaktadir. Boyle bir acilimi gelistirmek icin Tamada ve Tomotika’nin

transonic denklemini kullanalim :
[kwl,,, = ldowy?], (2.46)

Bu yazarlar yukaridaki denklemin

kw=f(g)+e(w) (2.47a)
kw = f,(w)+ f,(w)o* (2.47b)
kw = Flg+y?]+2p° (2.47¢)

seklinde ¢oziimlere malik olduklarimi bulmuslardir. Biitiin durumlardaki non-lineer adi
diferansiyel denklemleri coziimlemislerdir. Birini ornek olarak gosterecek olursak,

(2.47b) denklemini (2.46) denkleminde yerine koyarak

fl-4ff =l2f? - £ (2.48)

bulunur. Denklemin sol tarafi sadece ¥ e bagh iken sag tarafi her iki degiskeni

icermektedir. Acikca goriildiigii tizere



12f> - f’=0 (2.49)

olmadig siirece denklem non-lineer bir denklemdir

2.3.4 Fonksiyonel Metotlar

Cole, modifiye edilmis Burger denklemini lineer difiizyon denklemine
(6, =v@ ) doniistirmek i¢in milkkemmel bir fikir ileri siirmiistiir. (2.29) denklemini ile

ise baslayip,
y=F6,(x.0)] (2.50)

Koyalim. Burada F' ve @, denklemi basitlestirecek sekilde se¢ilebilir. i iizerindeki bu

doniisiim ile (2.29) denklemi asagidaki sekilde olur:
F'l6 -ve. ]= {W”-%(F’)ﬂej (2.51)

(2.51) denkleminden goriilecegi iizere denklem, & ya bagl olarak onemli degisiklik

gostermektedir. Eger 6 , 8, =v68_ olacak sekilde secilirse, o taktirde @, # 0 olur ve

bu durumda F,
2WF” =(F') (2.52)

denkleminin bir ¢6ziimii olmalidir.



2.3.5 Bagh Degiskenler Arasindaki Iliskiler

Baz1 kismi diferansiyel denklemlerin ¢oziim karakteri, bagimlh degiskenler
arasindaki agik¢a belirtilmemis bir baginti oldugu varsayilarak elde edilebilir. Yari
sonsuz yasst levha iizerindeki non-newtonian akiskanin sinir tabaka akisi ele

alindiginda:

w, +vu, =v|(u, )| (2.53)

denklemleri elde edilmektedir. Genel F(u) i¢in
v=F(u) (2.54)

seklinde ¢oziim formlar aragtirllmistir. Siireklilik denkleminden u, = —F (u)u, bulunur.

Dolayisiyla, bu sayede momentum denklemi asagidaki sekilde yazilabilir:

P Fl+ o)y | =0 (2.55)

(2.55) denklemiy icin ,x parametreli adi diferansiyel denklemdir. F =au™",m>1

secildiginde (2.55) denklemi asagidaki sekilde olmaktadir:

v[(u’)"I +a(m—2u""u" =0 (2.56)
(2.56) denklemi bir kez integre edildiginde

V') +(al/m)(m—2)u" = A(x) (2.57)

verir. Burada m # 2 olmalhdir. A(x) yardimci kosullardan tespit edilebilir.



2.4. Benzerlik Doniisiimleri Aracihigiyla Coziilebilir Denklemler

Akiskanlar mekanigi, non-lineer difiizyon, dalga yayilimi ve diger alanlardaki
bircok ilerlemeler benzerlik degiskenleri olusturma kabiliyetimiz sayesinde
basarilmistir. Yaygin kullanilan dort boliim arasindan grup invaryantlart en ¢ok ses
getiren metot olmustur. Bu yontem kolayca genellestirilmektedir. Bu boliimde
non-lineer akiskanlardaki 1s1 tranferinde Lee ve Ames tarafindan elde edilen bazi

non-lineer denklemler 6zetlenmistir.
Lee ve Ames ten, sinir tabaka temel denklemleri formu:
u,+v, =0 (2.58)

’

i, +vu, =UU, + huy ", J +ab (2.59)

ué, +v0, =(N,)"'6 (2.60)

yy
dir. Burada u,v,U,,N, ,0 ve n sirasiyla x ve y yoniindeki boyutsuz hizlari, sinir

tabaka hizimi, Prandtl sayisini, boyutsuz sicakligi ve non-lineerite parametrelerini
gostermektedir. Zorlanmis konveksiyon icin & =0 ve dogal konveksiyon i¢cin a =1

dir.

(a) Diiz Tabaka Uzerinde Momentum Transferi

nn+D)f”+(f)" f=0 (2.61)

Bu problemin incelemesi Acrivos tarafindan yapilmustir.



(b) Jet Akislarda Momentum Transferi

n-1 f”]

o e d [
(f)+ﬂ'—me

(2.62)

Gutfinger ve Shinnar, Kapur, Kapur ve Srivastava bu tiir akislarin miihendislik

teki onemini kapsamli olarak aragtirmiglardir.

(c)Falkner-Skan akis1 U, = x™

e @u=Dm+1 ., 1 d [
(Ff = r+mdn(f)]

1
(d)Sikistinlmis Akis, Zorlanmis Konveksiyon U, = xé ,0, =x'

72 =13 [ ]

” 2 ’ 7
g +Npr(§fg —tfgj=0

(e) Zorlanmis Konveksiyon, Degisken Isil letkenlik

nn+D)f"+(fH)*" f=0

1-n , 1 ’_ 1 i r—1 7
—Dnin’® n+1fg_NPrd77[g ¢

(2.63)

(2.64)

(2.65)

(2.66)

(2.67)



3. MATERYAL VE YONTEM

3.1 Analiz

Sek.1 deki gibi [/ uzunlugunda bir cubuk diisiinelim. Cubugun kesiti A ve
malzemenin yogunlugu ise p dir. Hareket denklemini elde etmek icin Sek.l1 deki

diferansiyel eleman1 goz Oniine alip, x yoniinde Newton un ikinci hareket kanununu

yazalim [ Pala, 2004]:

AR

dx
o
o+—dx
o ox
—> 4—
Sekil 1. Sonlu Cubuk
Jdo ’u
o P G-

Burada u, x dogrultusundaki yer degistirmedir. o =k&" non-lineer elastik

gerilme-sekil degistirme bagintisini kullanarak (3.1) denklemini

o((ou) 0%u
F—| | = = p—= 3.2
ax[(ax]] Par (3-2)

ya da



» 9 ((auj }:@ .
" oox| \ox or’

seklinde yazabiliriz. Burada ¢, =./k/p dur. (3.3) denklemi elemanter teknikler

kullanilarak acik (explicit) ¢oziimii periyodik fonksiyonlar cinsinden bulunamayan
ikinci derece bir non-lineer kismi diferansiyel denklemdir.

(3.3) denklemini saglayan bir ¢6ziim aramak yerine kismi diferansiyel denklemi
iki adi diferansiyel denkleme ayirmay: tercih edecegiz. Bu metodun temelleri Pala
tarafindan kurulmustur [ Pala, 1997 ]. (3.3) denklemini adi diferansiyel denklemlere

bolmek i¢in # nun asagidaki gibi yazilabildigini varsayalim :

S(x,0) = (g—uj =V ()T" (1) (3.4)
X

burada s,m ; degerleri ayristirilmis adi diferansiyel denklemlerin ¢coziimleri en basit
olacak sekilde secilmeleri gerekli sabitlerdir.

(3.3) denkleminin sag tarafi # nun ¢ ye gore kismi tiirevini ihtiva ettigi icin
(3.4) denkleminin formu (3.3) de kullanilmak i¢in uygun degildir. Bunun iistesinden

gelmek i¢in (3.3) denkleminin her iki tarafin1 x e gore tiiretelim :

, 9% ((ou) o’u 02 (auj
e = - - | = 3.5
" oox® ((axj ] or’ox ot* \ ox 3-3)

(3.4) denklemi ile (3.5) denklemine miiracaat ederek

2 9 Z(svvrr)= ;2 {VSij (3.6)

" oox t

¢ sGs—pvrvir T+ sytv =y ;{ T" T} (3.7)
tln



2 2, 2.
¢ [ses—pv v 4 sy ety e = V’{ﬂ(ﬂ—IJT S T} (3.8)
n\n n

elde ederiz. Simdi m=n ve s=1 secelim. m ve s nin bu degeri V(x) ve T(¢)

diferansiyel  denklemlerinin  formunu daha da  basitlestiriyor.  Bilahare,

(3.8) denkleminden

¢ VT =TV (3.9)
ya da buradan
TTn = csz—l (3.10)
Vn

elde edebiliriz.
(3.10) denkleminin sag tarafi sadece x in fonksiyonu iken, sol taraf sadece ¢ nin

fonksiyonudur. Bu ise sadece iki tarafinda bir sabite esit olmasiyla miimkiindiir. Bu

sabite —A” diyebiliriz. Simdi, (3.10) denkleminden asagidaki denklemleri elde ederiz:

T+2T" =0 (3.11a)

V2V =0 u == (3.11b)

Denklem (3.11a) ve (3.11b), keyfi n degeri i¢cin acgik ¢Oziimii analitik
metotlarla kolayca bulunamayan iki adet ikinci dereceden non- lineer adi diferansiyel
denklemlerdir. Bunun da o6tesinde soniimleme terimleri icermedigi i¢in perturbasyonlar
teorisi gibi yar1 analitik metotlar da bu denklemlere uygulanamaz. Aslinda, literatiir de
bu tiir denklemler iizerine kapsamli bir ¢calismada mevcut degildir. O yiizden farkli bir

yol takip ederek ¢oziim formlarin1 pesinen Onerecegiz.



3.2 Non-Lineer Elastik Malzemeler

[k olarak sekil degistirme analizini ele alalim. Dalga hizlar1 metodun bir sonucu
olarak bu ilk kisimdan elde edilecektir. Lineer hale tekabiil eden n =1 hali hari¢ (3.11a)
denkleminin genel ¢6ziimii literatiirde bulunmamaktadir. Ancak, denklemin kendisinin
ikinci mertebeden bir diferansiyel denklem olmasi miinasebetiyle en az iki sabit ihtiva
etmesi gerektigini akilda tutarak (3.11a) denkleminin uygun ¢o6ziim formunu asagidaki
gibi Onerecegiz :

Tt)=T,(t+1,)" (3.12)

(3.11a) denklemi, yukarida 6nerdigimiz formun ikinci tiirevini ihtiva etmektedir.

Bu yiizden onerdigimiz formu iki kez tiiretecegiz:
T(t)=T,s,(t+1,)"" (3.13)
T(t)=T,s,(sy —1)(t+1,)" (3.14)

simdi elde ettigimiz ikinci tiirevi ve Onerdigimiz uygun ¢oziim formunu (3.11a)

denkleminde yerine koyarak:

T,s,(s, Dt +1,) 7 + 21, +1,)° ] =0 (3.15)
elde ederiz. Gerekli diizenlemeler yapilarak

Tys,(so =Dt +1,)" 7 + AT, (t+1,)" =0 (3.16)

elde edilir. Buradan (3.16) denklemin sifira esit olmasi i¢in  (#+¢,) ifadelerinin

birbirine esit olmasi gerektiginden



§o —2=S8,n

yazabiliriz. Buradan da

elde edilir. Yine, denklemin sifira esit olmasi i¢in

T,s,(s, —1) =—AT,"

olmalidir. Buldugumuz s, degerini (3.19) denkleminde yerine koyarsak

T, 2 ( 2 —1)=—/12T0”:0
1-n\l-n

olur. Bilahare,

e[ e ¥
(n—-D"A

(3.17)

(3.18)

(3.19)

(3.20)

(3.21)

elde edilir. Burada 7,¢, ve s, uygun tarzda belirlenecek sabitlerdir. Sag taraftaki ilk

terimden dolayr 7, kompleks gibi goriiniiyor ise de, ilerde bunun bdyle olmadigi

goriilecektir. Ayrica zaman sabiti 7, baslangi¢ sartlarindan bulunacaktir.

Benzer sekilde (3.11b) denkleminin uygun ¢6ziim formunu asagidaki gibi

Onerecegiz:

V(x)=Vy(x+x,)°

(3.22)



(3.11b) denkleminde de, yukarida onerdigimiz formun ikinci tiirevini ihtiva

etmektedir. Bu yiizden onerdigimiz formu iki kez tiiretecegiz:

V(x)=V,r,(x+x,)""

V7(x)=V,r,(r, = D(x+x,)""

(3.23)

(3.24)

simdi buldugumuz bu ikinci tiirevi ve Onerdigimiz uygun c¢oziim formunu denklem

(3.11b) denkleminde yerine koyarsak

1

Voo (r = D(x +x,) " +ﬂ2[Vo(X+ xo)VOF =0

elde ederiz. Gerekli diizenlemeler yapilarak

1 T

Vory (ry = 1)(x+x,)" 2 + 4V "o (x+x,)" =0

(3.25)

(3.26)

elde edilir. Buradan (3.26) denkleminin sifira esit olmasi icin (x+x,) ifadelerinin

birbirine esit olmasi1 gerektiginden

r,—2= h
n
yazabiliriz. Buradan
.= 2n
 n-1

elde edilir. Yine, denklemin sifira esit olmasi i¢in

1

Vr,(r, —1) = =2V "

(3.27)

(3.28)

(3.29)



olmalidir. Buldugumuz r, degerini (3.29) denkleminde yerine koyarsak

1
2 (20 ) v =0 (3.30)
n—1\n-1
olur. Bilahare,
Vo = (1) —Zn(njl)z (3.31)
(n=1)"u

elde edilir. Burada V,ve r, uygun tarzda belirlenecek sabitlerdir. V' nin formunun iki

yerine ii¢ sabit icermesi gerektigi vurgulanmalidir. Daha sonra goriilecegi iizere, A’
bileseni hesaplamalar sirasinda yok olacaktir. Bu halde, sinir ve baslangi¢ sartlarinin her
ikisi de kisith bir anlamda saglanacaktir.

(3.4) denkleminde gerekli diizenlemeler yaparak

[a—”} —yT" (3.32)
ox
{a—”} —VnT (3.33)
ox

yazabiliriz. Elde ettigimiz (3.33) denkleminde, (3.12) ve (3.22) denklemlerinde

onerdigimiz uygun ¢oziim formalarinin ¢éziimlerini kullanirsak

1

n n 1

o) _| (_py| 2nn+1) 1o 2] 20D n-1 2z
( j_ (1) {—,uz(n—l)z} (x+x0)n1 | | (=1) {—/12(”_1)2} (t+12,)n | (3.39)

elde edilir. Gerekli sadelestirmeleri yaparsak



2

ou ) % x+x, |
—|= -n 3.35
(axj (c“ n) LHO (3-39)

bulunur. (3.35) denkleminin x e gore integrasyonu

2

u(x,z)z(cvzn)l—n[ ! }"_1{”_1(x+xo)ﬁ}+go(t) (3.36)
t+t, n+1

verir ve burada g,(¢), t nin bilinmeyen fonksiyonudur.

3.2.1 Sonlu Uzunlukta Ankastre Cubuk

Cubugun bir ucundan ankastre oldugunu varsayalim : x =0 i¢in u(0,#) =0 . Bu

sartin (3.35) denkleminde kullanilmasi

n+l

g, (1) = —(c,,zn)l—ln(” — lj , )”‘12 (3.37)
(

U (g )

verir. Bilahare, u(x,?)nin yeni sekli

2

u(x,n:(c,fn)l—{ 1 }"‘1(”‘1j{(x+x0)33—<x0>34} (3.38)

t+t, n+1

olur. Cubugun diger ucu gerilmesiz ise (x =1 i¢in 6 =0 ), o taktirde (Ju/dx)(l,¢)=0

almaliy1z. Bu sart1 (3.35) denkleminde yerine koyarak

x, =1 (3.39)

elde ederiz.



Simdi, =0 aninda x=1[ deki yer degistirme ve hiz iizerindeki baslangi¢

sartlarin1 asagidaki gibi alalim :

Uua,0=U, (3.40a)

Ul,0)=U, (3.40D)

burada, U, ve U , strasityla baslangic yer degistirmesi ve baslangi¢c hizidir. (3.40a)

denklemini (3.38) denkleminde yerine koyarsak

- n-1
U, =-a, ( )L (3.41)
(to ) n—1
elde ederiz. Burada
L n-1
a, = (¢, n)'" (—j (3.42)
n+l1

dir. (3.38) denkleminin ¢ ye bagl olarak tiirevini alir ve (3.40b) denklemini bu ifadede

yerine koyarsak

n+l

U, ( : ) D (3.43)
n

—+1

(to)n—l

elde ederiz. (3.41) ve (3.43) denklemlerini bir arada ¢ozerek

z(,:ﬂ( 2 j n#l (3.46)

bulunur.



(3.46) ifadesini (3.41) ifadesinde yerine koyalim :

2

R CATEN
U, =—(c,’n) [HJKUOI . ﬂ (1) (3.47)

(3.47) denkleminden goriildiigii gibi, yeni yontem baslangi¢ sartlar1 arasinda zorunlu bir

iliskiyi gerektirmektedir. Diger bir ifadeyle, tam c¢ozim (3.47) denkleminin
saglanmastyla miimkiin olmaktadir. Simdiki teoriye gore U, keyfi olarak secildigi

zaman U, otomatik olarak (3.47) denklemi tarafindan -ya da tam tersi-

belirlenmektedir. Bu durum A° mn hesaplamalar sirasinda  yok olmasindan
kaynaklanmaktadir. Bilahare, problemin sabitlerinden biri yok olmaktadir. Bu problem
verilen sartlarin fiziki olarak daha uygun hale getirilmesiyle halledilecektir.

3.2.2. Non-Lineer Elastik Dalga Hiz1

(3.3) denklemi su sekilde yazilabilir:

n=l ~o 2
k_n(auj o'u _Jdu (3.48)

plax) a® o

bu denklemi standart ikinci mertebe dalga denklemiyle karsilagtirarak non-lineer elastik

dalga hizinin su sekilde verildigi sonucuna varabiliriz:

@8"_1 =c,Vne"! (3.49)
P

(3.35) ve (3.39) denklemlerinin (3.49) denkleminde kullanimiyla

c,=c,.|n (cvzn)l—"( x ! jn_l (3.50)



c, zcux/;(cvzn)_;[x_lj (3.51)

¢ =[x_lJ (3.52)
t+t,

sonucu elde olunur. ¢, ve n denklem (3.52) de acikca goriilmemesine ragmen ¢,

ifadesinde yer almaktadir.  (3.52) denklemine gore her bir gerilme, o noktadaki
gerilme-sekil degistirme egrisinin tegetinin egimine bagh kendi karakteristik hiziyla
ilerlemektedir.

(3.52) denklemi asagidaki sekilde boyutsuz hale getirilebilir :

X
t o
g =2c =1 t (3.53)
! I+—
tO

3.2.3 Baslangi¢c Kosullarinin Modifikasyonu

Goriildiigti tizere, ilk metot problemin genel c¢oziimiinde baslangic sartlar
yoniinden siirlama getirmektedir. Bu sinirlamay1 kaldirmak icin, basglangic ve sinir
sartlarinda birka¢ gerekli modifikasyon yapmaya ihtiyactmiz vardir. Bu sinirlamanin
sebebi belki de segilen sartlarin yanlis vazedilmesidir. Bunun bdyle oldugunu gérmek

icin gerilmesiz serbest u¢ yerine r=0 amnda x=/deki U, baslangic yer
degistirmesinin bir o, gerilmesinin uygulamasindan meydana geldigini diisiinelim. Bu

yeni halde ugtaki gerilme ile yer degistirme arasinda

1 1
“ ou (o, \ o, \n
U =[P =% ge=[ %0 |"; 3.54
o P I(kj g (kj G:>9

veya



o, = k[—j (3.55)

1
seklinde bir baginti olmalidir Su halde, a_u = (60 / k) sarti ile

ox

w =0 sartim1 —
=0 X

x=l
t=0
degistirebiliriz. Aslinda bu yeni form pratik durumlar ile daha uygundur. Bu sartin

(3.35) denkleminde yerine konulmasi

O-O
n

k(nc, )E

xo=—-1+(t,) (3.56)

sonucunu verir.
Diger iki sart ©#(0,0)=0 ve u(0,7)=0 sartlan ile degistirilmektedir. u«(0,7)=0
sartin1 denklem (3.36) de kullanarak

n+l

g,(t) = —(cfn)l—ln(” — lj , )”‘12 (3.57)
(

P+ (g )

buluruz. Simdi, u(x,?) asagidaki sekilde elde edilir :

2

u(x,n:(cfn)l—n[ ! }"_'["‘1j{(x+x0)33—<xoﬂ (3.58)

t+t, n+1

Bu ise (3.38) denkleminin aynisidir. u(0,0)=0 sart1, (3.58) denklemi

tarafindan otomatik olarak saglanmaktadir.

2

a:@jn)l—{ ! }"‘1(”‘1}%)3—1 (3.59)

n+1



ikamesi yapilarak (3.58) denklemi
n+l

“ (1+1J"‘1 -1 (3.60)
u

boyutsuz formuna getirilir. Sek. 2., n=1.1, n=12, n=13,n=14,n=15,n=1.7,

n=1.9i¢in u/u nun x/x, bagh olarak degisimini gdstermektedir.

100

90+

Sl =

80 -

70k

60 -

80+

40 -

30+

D T T 1 1 1 1
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45

)

x/xoﬂ.

Sekil 2. Secilen ¢esitli n degerleri i¢in u/u nun x/x, ile degisimi

t, 1elde etmek icin u nun ¢ ye gore diferansiyelini aldiktan sonra, bulunan denklemde

w(1,0)=U o sarti kullamlir. Sonug asagidaki sekildedir :

n—1\n+l1

U, =t0"_i(cjn)1—n( 2 j(n_lj{(l+xo)’::—(xo)z‘l} (3.61)



Buradan ;

U,(n+1)(1-n)

(3.62)

2“me“”4{U+%ﬁj—uali

elde edilir. Goriildiigii iizere, sartlar tizerindeki modifikasyonlar (3.47) denklemindeki
sinirlamay1 kaldirmakta ve ¢o6ziimii tamamlamaktadir.
Simdi, dalga hizlarim1 elde etmeye gecebiliriz. (3.58) denklemi ve (3.38)

denklemindeki u ifadesi aym1 oldugundan dalga denklemlerinin formu ayni olur. Yani,

cn:(x_lj (3.63)
t+t,

*
c =l |4 t (3.64)
! I+—
tO

Sek. 3, x/I=0.1, x/[=0.2, x/I=03x/I=04, x/I=05,x/=0.6 x/I=0.7 ve
konumlari i¢in boyutsuz dalga hizinin boyutsuz zamanla degisimini gostermektedir.

Dalga hizinin zamanla azaldig1 agik bir sekilde goriilmektedir.



ERS — w=0,1 4

Sekil 3. Segilen ¢esitli x/I degerleri i¢in ¢, nin ¢/t ile degisimi

Ek olarak o =ke&" bagmtisi kullanilirsa asagidaki denklem elde edilir ve bu

bagint1 kullanilarak herhangi bir kistmdaki gerilme bulunabilir :

2n

" - n-1
o(x,1)= k[a—”j = kT @) =klne,” ) (x * XOJ (65)
ox t+t,
yine boyutu gerilme olan

27;1
n n—1

& = klne, ) (’;—Oj (66)

0

koyarak boyutsuz gerilmeyi elde ederiz :



g- (67)
(o2

olur. Sek.4, Sek.5, Sek.6, Sek.7 de boyutsuz gerilmenin boyutsuz zaman #f, ile
sirastyla n = 1.3, n= 1.9, n=2.5 ve n=3.1 icin degisimleri ¢izilmistir. Goriildiigl iizere

herhangi bir kesitte gerilme zamanla azalmaktadir.

150 T T T T
o —— x/x,=0.1
o —— x/x,=0.3
— x/x,=0.5
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Sekil 7. n=3.1 i¢in ¢esitli x/x, degerlerii¢cino/& ‘nin f/t, ile degisimi



4. ARASTIRMA SONUCLARI VE TARTISMA

Bu calismada malzemesi non-lineer gerilme-sekil degistirme bagintisina uyan
sinir ve baslangi¢ sartlarina maruz sonlu ¢ubuklarda non-lineer elastik dalga hareketini

ve gerilme dagilimini analiz etmek icin bir analitik ¢6ziim yontemi gelistirildi. Gerilme-

sekil degistirme egrisi o =k&" formunda oldugu siirece sunulan metot sonlu uzunluga
sahip ¢ubuklarda elastik-plastik dalga hareketine de uygulanabilir. Bu yoniiyle bu
calisma Karman, Donnel ve Rakhmatulin in icbiikey gerilme-sekil degistirme
bagintisina uyan caligmalarim1 genisletmektedir. Yeni metot, sonlu ¢ubuklarda dalga
hizinin n degerine baghh oldugunu gostermektedir. Diger taraftan, Karman-Donnel
metodu baslangi¢ yer degistirmesinin dalga hiz1 tizerindeki etkisi hakkinda herhangi bir
bilgi icermemektedir. Yeni metot bu bosluklari doldurmaktadir. Takdir edilecegi gibi,
non-lineer kismi denklemlerin agik ¢oziimlerinin bulunmasi zordur ve bazi durumlarda
elde edilmesi genellikle miimkiin degildir. Coziimii bulabilsek bile, ¢coziim genellikle
tekillik icermektedir. Bilahare, diferansiyel denklemin yaklasik periyodik ¢oziimlerini
bulmaya tesebbiis edebiliriz. Bununla birlikte, biz burada yapilardaki dalga hizi ve
gerilme analizi ile ilgilendigimiz i¢in bu yontem takip edilemez. Ancak, eger titresim
analizi yapilacaksa, o zaman 7(¢f) nin periyodik ¢oziimii kullanilabilir. Bunun ig¢in
hesaplamalarda n nin 6zel degerleri alinarak Mickens metodu (Mickens, 1996, 2001 )
kullanilabilir.

Bu calismada ikinci 6nemli nokta, ¢oziimiin non-lineer elastik dalganin cubugun
sabitlendigi kisma erisinceye kadar gecerli oldugudur. Bundan sonra, gerilme dalgalari
iki uctan yansiyacaklarindan, analitik ¢6ziim gecersiz olacaktir.

Son olarak, ne Karman-Donnel metodunun ne de yeni metodun yanal atalet
etkileri ve sekil degistirme orani hassasiyetini icermedigini belirtmek gerekir. Bilahare,
bu etkileri iceren yeni bir metot daha hassas sonuglar verecektir. Yukarida bahsedilen
zorluklar dolayisiyla teorinin bu yeni genisletilmis hale cevap verip vermeyecegi hala

cevaplanmasi gerekli bir sorudur.
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