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OZET
Yiksek Lisans Tezi
TOPLAM OPERATORU VE NARUMI-KATAYAMA INDEKSI
Merve ASCTIOGLU

Uludag Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisi

Matematik Anabilim Dali

Damisman: Prof. Dr. I. Naci CANGUL

Bu ¢aligmanin amaci graf teorik metodlarla kimyasal uygulamalarda kullanilan bir sabit
saylyl, matematiksel formullerle ifade ederek oOzel graflar iizerinde hesaplamalar
yapmak, bu sayilar ile olasi graflar arasinda iligkiler olusturmak ve toplam operatorii

tizerinden graflar arasinda Narumi-Katayama indeksi ile iliskiler kurmaktir.

Bu tez dort bolimden olugmaktadir. Birinci bolim girig boluimiidir. Grafin tanimi,
tarihgesi, bazi ozel graflar ve oOzellikleri ve daha once literatiirde olmayan yeni
isimlendirilmis bazi graf turleri verilmistir. Bu bilgiler, tez boyunca kullanilacaktir.
Ikinci boliimde literatiirde sik kullanilan 6zel graflar igin Narumi-Katayama indeksi
hesaplanmistir ve genellestirilerek teorem haline getirilmistir. Ugiincii bolimde iki graf
toplaminin Narumi-Katayama indeksleri hesaplanarak Azari, [Sharp lower bounds on
the Narumi-Katayama index of graph operations, 2014]’de verilen teoreme dayali
olarak bazi sonuglar elde edilmistir. Dordiincii bolimde ise Narumi-Katayama indeksi,

verilen bir sayiya esit olan olasi graflarin sayilari hesaplanmistir.

Anahtar Kelimeler: Graf, Topolojik Indeks, Narumi-Katayama Indeksi, Toplam
Operatori

2016, ix + 52 sayfa.



ABSTRACT

MSc Thesis
JOIN OPERATION AND NARUMI-KATAYAMA INDEX
Merve ASCIOGLU

Uludag University
Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. I. Naci CANGUL (Uludag University)

The aim of this work 1s to make some calculations with some special graph classes by
stating a mathematical invariant used in chemical applications by several formulae and
using graph theoretical methods, to obtain relations between this invariant and possible

graphs and to find relations for Narumi-Katayama index of the join operation on graphs.

This thesis consists of four chapters. The first chapter is introduction. Here the
definition of a graph, its history, some spacial graphs and their properties together with
some new graph types which do not exist in literature. These information will be used
throughout the thesis. In the second chapter, the Narumi-Katayama index is calculated
for some well-known special graph classes and a generalisation is given. In the third
chapter, the Narumi-Katayama index of the join of two graphs is calculated and some
results are obtained regarding a theorem given by Azari, [Sharp lower bounds on the
Narumi-Katayama index of graph operations, 2014]. In the fourth chapter, the number

of graphs of which the Narumi-Katayama index is equal to a given fixed number.

Key Words: Graph, Topologic Index, Narumi-Katayama Index, Join (sum) Operator
2016, ix + 52 pages.
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1. GIRIS

Graf Teorisi 1736 yilinda Euler’in (1707-1783) yazdig1 makale ile dogmustur. Bu
makale Konigsberg Bridge Problemini ¢ozebilen bir teoriyi igeriyordu. Konigsberg
kasabasinin ig¢inden akan Pregel nehrinin ortasinda nehrin kiyilarina ve birbirine

kopriler ile bagl bir ada ve yarimada bulunmaktadir.

" 5 B k/ S

Sekil 1.1. Pregel Nehri

Buradaki problem

‘Kiyilarin veya adalarin birinden baslayip tiim kopriilerden

sadece bir kez gecerek basladigimiz yere donebilir miyiz?

seklindedir.

Euler bu problemin ¢oziminin olmadigini problemi asagidaki grafa dontstirerek

gostermigtir. Bu graf ile verilen problem



‘Grafmn tiim ayritlarmi igeren kapali bir yol var midir?’

haline doniigsmustiir.

B
Sekil 1.2. Konigsberg grafi

Asagidaki kisimda bu tezde kullanilacak olan bazi temel kavramlari taniyacagiz. Bu
kavramlarla ilgili daha genis bilgi i¢in Balakrishnan, Ranganathan, [A Textbook of
Graph Theory, 2012], Berge, [The Theory of Graphs, 2001], Biggs, LLoyd, Wilson,
[Graph Theory 1736-1936, 1986], Bondy, Murty, [Graph Theory, 2008], Bollobas,
[Modern Graph Theory, 1998], West, [Introduction to Graph Theory, 1996], Chen,
[Applied Graph Theory, 1976], Harary, [Graph Theory, 1994], Foulds, [Graph Theory
Applications, 1992], Golumbic, Hartman, [Graph Theory, Combinatorics and
Algorithms, 2005], Harris, Hirst, Mossinghoff, [Combinatorics and Graph Theory,
2008], kaynaklarina bagvurulabilir.

1.1. Tanm. Bir G grafi (graph) elemanlarina kdseler (vertex) denilen sonlu bir V'
kiimesi ile koselerin siralanmamus ikililerini eleman kabul eden (kenar (edge)) sonlu bir

E kiimesinden olusur.

G=(V, E)



ile gosterilir.

a
€1
b ©
e
e e
4 & 6
C s d

Sekil 1.3. 5 koseli ve 7 kenarli graf 6rnegi

Sekil 1.3.’de verilen graf 6rneginin kose kiimesi V(G) = { a, b, ¢, d, e } ve kenar kiimesi

E(G) = {61, ey, €3, ey, €5, g, 67} *dir.

1.2. Tamm. Bir u kosesini u¢ kabul eden kenarlarin sayisina u kosesinin derecesi

(degree) denir ve d(u) ile gosterilir. Ornegin Sekil 1.3.’de d(a) = 2 ve d(b) = 4’tiir.

1.3. Tanmm. Derecesi 1 olan bir koseye asilt kise (pendant vertex); buna bitisik olan

kenara da astlt kenar (pendant edge) denir.

1.4. Tamm. Bir G grafindaki butin koselerin derecesi ayni ise bu grafa diizenli
(regular) graf denir. Bir G grafinin bitin koselerinin derecesi n ise grafa n-diizenli (n-

regular) graf denir.



Sekil 1.4. Diizenli graf

1.5. Tammm. Bir G grafinin vy, vy, ... , vk koselerinin 1 = 1, 2, ..., k i¢in vjvis; € E

2

dizisine G grafinin yolu denir. Eger bir yolun tim koseleri farkliysa bu yola patika

(path) denir. n koseli bir patika P, ile gosterilir.

—o—0 00

Sekil 1.5. Ps yol grafi

Tez boyunca patika i¢in n kdse sayist olmak tizere n > 2 alinacaktir.

1.6. Tanim. n kogeye sahip bir G grafi kapali bir patika ise bu grafa devir (cycle) graf

denir ve C,ile gosterilir.

Sekil 1.6. C, devir grafi

Tez boyunca devir graf i¢in n kose sayist olmak iizere n > 3 alinacaktir. Ciinkii n =1 ve

n=2i¢in C, = P, ’dir.



1.7. Tammm. Merkezdeki bir kogenin diger tim koselere baglandigi bir grafa yildiz (star)

graf denir ve S, ile gosterilir.

S, grafinda merkezdeki kosenin derecesi n-1, diger koselerin dereceleri 1 olur.

Sekil 1.7. S¢ yildiz grafi

Tez boyunca yildiz graf i¢in n kose sayis1 olmak tizere n > 4 alinacaktir. Cinkin=1, 2,

3 i¢in S, = P, dir.

1.8. Tanmm. Bir G grafindaki n kosenin her biri diger koselerin hepsi ile bir kenar

olusturuyorsa bu grafa tam (complete) graf denir ve K, ile gosterilir.

Sekil 1.8. Ks tam grafi

Tez boyunca tam graf i¢in n koge sayist olmak tizere n > 4 alinacaktir. Cinkii n =1, 2

icin K, =P, ve n=3 i¢in K, = C,’dir.

1.9. Tanim. Bir G grafinin kdse kiimesi A ve B gibi iki alt kose kimesine ayrilabiliyor
ve A (B) kiimesindeki bir koge sadece B (A) kiimesindeki bir kose veya koseler ile
birlesiyorsa bu grafa iki parcali (bi-partite) graf denir. Eger A kiimesindeki her kose B



kiimesindeki her bir koseyle birlesiyorsa bu grata da tam iki parcali (complete bi-
partite) graf denir ve A kiimesinin eleman sayisi r, B kiimesinin eleman sayist s olmak

uzere K, ile gosterilir.

A2

Sekil 1.9. K, ; tam iki pargal1 grafi

Iki pargali graflarda A ve B kiimelerindeki koselerin iki farkli renkle gosterilmesi

aligilmig bir uygulamadir.

Tez boyunca r ve s koge sayilart olmak tzere

s—{>2’ r=2
> r>2

alinacaktir.

1.10. Tanim. Bir G grafinin koge kiimesi A ve B gibi iki alt kose kiimesine ayrilabilirse
ve A kiimesindeki kogeler bir devir olustururken, B kiimesindeki koseler bir patika
olusturuyorsa ve bu devir ile patikanin birer kosesi ortak ise bu grafa larva (tadpole)
graf denir. Devir kismindaki kose sayisi r, patika kismindaki koge sayisi s olmak tizere

bir larva graf T, ile gosterilir.



Sekil 1.10. T, 3 larva grafi

Tez boyuncar > 3 ve s > 1 alinacaktir. Ciinki diger durumlarda T, = Py olur.

1.11. Tanmm. Dongii igermeyen baglantili graflara agag (tree) denir ve n koseli bir agag

T, ile gosterilir.

Sekil 1.11. T;s agacg grafi

Simdi ilerideki siniflandirmalarimizda kullanacagimiz ve literatirde olmayan

bazi yeni gosterimler tanimlayacagiz:

n > 3 i¢in C, ile n koseli ve n kenarli bir kapali ¢okgenden olusan grafi
gosterdigimizi hatirlayalim. C,’in tim koge dereceleri 2°dir. Bu grafin daha genel hali

devir tizerindeki koselerin dereceleri sirasiyla 1y, rp, ... , r, > 2 olan ve diger koseleri

2

asil1 koseler olan bir graftir.



1.12. Tammm. Devir tizerindeki koselerin dereceleri sirasiyla ry, 1, ... , 1, > 2 olan ve

2

diger koseleri asili kogeler olan bir grafi Cryry ... ,r, ile gosterecegiz ve diizenli

olmayan devir grafi (irregular cycle graph) adim verecegiz. Ornegin;

Sekil 1.12. Cy34ve Cy 56 graflar

diizenli olmayan devir graflardir. Dikkat edilirse n tane 2 dereceli koseden olusan

diizenli olmayan devir grafi C,, . »; aslinda C, devirli grafidir. Ayrica Cry,r,, ... 1,

2

grafinda Y,)_; r; — 2n tane asili kose vardir.

Diizenli olmayan devir grafina benzer olarak S, ile n koseli ve n-1 kenarli yildiz
grafin1 gosterdigimizi hatirlayalim. S, nin merkez kosesinin derecesi n-1 olup diger
koseler asilidir. Bu grafi genellestirerek asili koseleri hari¢ diger koselerinin dereceleri

sirastylary, 15, ... , Iy > 2 olan ve devir icermeyen baglantil1 bir grafi tanimlayabiliriz.

> 2

)

1.13. Tanmm. Asili koseleri hari¢ diger koselerinin dereceleri sirasiyla ry, 1y, ...
olan ve devir icermeyen baglantili bir grafi Sr,r, ... ,r, ile gosterecegiz ve

genellestirilmiy yildiz grafi (generalized star graph) adini verecegiz. Ornegin;



b

Sekil 1.13. S3 4 ve S4, 3 graflart

seklindedir. k = 1 durumunda graf bilinen yildiz graftir. Ayrica Sry,r,, ... ,r, grafinda

LT — n tane astl kose vardir.

Kugiik graflardan daha biyik graflar elde etmenin yollarindan biri graf
operatorlerini  kullanmaktir. Literatirde ¢ok sayida graf operatori tanimlanmistir.

Bunlardan bazilart kartezyen ¢arpim, birlegim, toplam, Corona garpim, vs’dir.

1.14. Tanmm. G, ve G,, kose kiimeleri ayrik V; ve V, kiimeleri olan iki graf olsun. G;
ve G, graflaninin toplamu (join), G, U G; kimesine V| ve V; kiimelerindeki koseleri

birlestiren tiim kenarlarin katilmasiyla elde edilen graftir. G+ G; ile gosterilir.

Graf Teorinin 6nemli uygulama alanlarindan biri kimyasal uygulamalardir.
Atomlarin ve molekiillerin birgok 6zellikleri graflar yardimiyla bu atom ve molekiillerin
modellenmesi sonucunda graf teorik metotlarla elde edilebilir. Molekil agirligy,
kaynama ve erime noktalari, atom yaricapt gibi atom ve molekillerin
siniflandirilmasinda  ve kimyasal uygulamalarinda kullanilan birgok sabit sayi,
matematiksel formiullerle ifade edilebilmektedir. Bu sayilar, karsilik gelen graf
modelleri yardimiyla, literatiirde bilinen diger metotlara nazaran ¢ok daha kolay ve
ekonomik sekilde hesaplanabilirler. Bu hesaplamalarda, adina graf indeksleri ya da
topolojik graf indeksleri denilen bazi degismeyen sayilardan faydalanilmaktadir. Bu
indeksler yardimiyla farkli molekil siniflart i¢in elde edilen sayisal degerler ile

molekillerin yukarida siralanan kimyasal ozelliklerini belirten sabitler arasinda bir



bagintt bulunmast durumunda bu bagintt yardimiyla, hesaplanan matematiksel

verilerden faydalanarak kimyasal 6zelliklerin belirlenmesi miimkiindur.

Topolojik graf indekslerinden bazilar1 Narumi-Katayama indeksi, birinci ve
ikinci Zagreb indeksleri, birinci ve ikinci carpimsal Zagreb indeksleri, Wiener indeksi,

birinci, ikinci, iiginct, dordiinci geometrik-aritmetik indeksler ve ABC indeksidir.

Bu ¢alismada Narumi-Katayama indeksi ele alinmigtir. Bu indeks, grafin kose
derecelerine bagli olarak tanimlanan ve ilk defa 1984 yilinda Narumi ve Katayama

tarafindan kullanilan bir indekstir:

1.15. Tanmm. G bir basit graf, yani dongu ve katli kenarlar icermeyen bir graf olsun. G
grafinin tim kosgelerinin derecelerinin garpilmasiyla olusan sayiya G grafinin Narumi-

Katayama indeksi denir ve NK(G) ile gosterilir. Yani

NK(G) = HueV(G) d(u)

seklindedir.

Narumi-Katayama indeksi, sadece hidrojen ve karbon atomlarindan olusan
hidrokarbonlarin dallanmasinin belirlenmesinde ve kaynama noktalarinin bulunmasinda
kullanilmaktadir. Bu uygulamalarla ilgili Azari, [Sharp lower bounds on the Narumi-

Katayama index of graph operations, 2014]’e bakilabilir.

Bu tezde patika, devir, yildiz, tam, iki parcali tam ve larva graf tirleri i¢in
Narumi-Katayama indeksleri hesaplanmistir. Bu graflardan iki tanesinin toplamiyla elde
edilen yeni grafin Narumi-Katayama indeksi belirlenmigtir. Ayrica verilen bir say1 igin

Narumi-Katayama indeksi bu sayiya esit olan graflarin sayilart bulunmustur.

10



Tezin ikinci bolimindeki 06zel graflarin Narumi-Katayama indekslerinin
genellestirilip ispatlanmasi bize aittir. Ugiincii boliimde hesaplanan iki grafin toplaminin
Narumi-Katayama indeksi ve ispati, Azari, [Sharp lower bounds on the Narumi-
Katayama index of graph operations, 2014]" de verilen teoreme dayali sonuglar,

dordinci boliimdeki teoremler bizim buldugumuz orijinal sonuglardir.

Narumi-Katayama indeksine benzer olarak Fath-Tabar, Vaez-Zadeh, Ashrafi,
Graovac, [Some inequalities for the atom-bond connectivity index of graph operations,
20117 de baz1 graf operasyonlarinin ABC indeksleri hesaplanmigtir. Azari-Iranmanesh,
[Computing the eccentric-distance sum for graph operations, 2013]’de graf

operasyonlarinin ekzantirik uzaklik toplami indeksleri hesaplanmagtir.

11



2. GRAFLARIN NARUMI-KATAYAMA INDEKSLERI

2.1. P, Yol Grafi icin Narumi-Katayama Indeksi

Teorem 2.1.1. NK(P,) = 2" olur.

ispat. Timevarimla ispat yapacagiz. Ilk olarak n = 2 i¢in NK(P,) = 2*% = 2°= 1 midir?

*——0
1 1

Sekil 2.1. P, grafi

Narumi-Katayama indeksi tanim1 geregi

NK(Py) =1.1=1=2"=2%2

olup n = 2 i¢in iddia dogrudur.

n igin NK(P,) = 2" olsun.

Vi V2 V3 Vi-1 Vi

Sekil 2.2. P, grafi

n+1 igin NK(Pprp) =22 = 2" midir?
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o —eo— o6—0—°

Vi V2 V3 V-1 Vi A/

Sekil 2.3. P, grafi

2 <1 <niken d(v;) =2 ve d(v;) = d(vp+1) = 1°dir. Narumi-Katayama indeksinin tanimi

geregi

NK(Pyi1) =1.2.2...2.2.1 =2

olur. Dolayisiyla énerme her n i¢in dogrudur ve

NK(P,) =2"*

elde edilir.

2.2. C, Devir Grafi icin Narumi-Katayama Indeksi

Teorem 2.1.2. NK(C,) = 2" olur.

ispat. Ispat1 yine timevarim ile yapacagiz. n =3 icin NK(C3) = 2° miidiir?

Sekil 2.4. C; grafi
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Narumi-Katayama indeksi tanim1 geregi

NK(C3)=222=2’

olup n = 3 i¢in iddia dogrudur.

n i¢in NK(C,) = 2" olsun.

V3 \%)

V4 Vi

Sekil 2.5. C, grafi

n+1 igin NK(Cpr1) = 2" midir?

V4

Sekil 2.6. C,. grafi

1 <i<n+1 i¢in d(vi) = 2 dir. Narumi-Katayama indeksinin tanimi geregi

NK(Cpi) =2.2.2...2 =2""
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olur. Dolayisiyla 6nerme her n i¢in dogrudur ve

NK(C,) =2"

olur.

2.3. K, Tam Grafi i¢cin Narumi-Katayama Indeksi

Teorem 2.3.1. NK(K,)) = (n-1)" olur.

ispat. n = 4 i¢in NK(K4) = (4-1)*= 3* muduir?

Sekil 2.7. K, grafi

Narumi-Katayama indeksi tanim1 geregi

NK(K,) =3.3.3.3=3"

olup n = 4 i¢in iddia dogrudur.

n i¢in NK(K,) = (n-1)" olsun.

15



Sekil 2.8. K, grafi

n+1 igin NK(Ky+1) = n"™" midir?

Vs

Sekil 2.9. K, grafi

1 <i<n+1 i¢in d(vi) = n’dir. Narumi-Katayama indeksi tanimi geregi

NK(Ky+1)=n.n..n= n™'!

olur. Dolayisiyla 6nerme her n i¢in dogrudur ve

NK(Ky) = (n-1)"

olur.
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2.4. S, Yildiz Grafi icin Narumi-Katayama Indeksi

Teorem 2.4.1. NK(S,) =n-1 olur.

Ispat. n = 4 i¢in NK(S,) = 4-1 = 3 miidiir?

1

Sekil 2.10. S, grafi

Narumi-Katayama indeksi tanim1 geregi

NK(Ss) =1.1.1.3=3

olup n = 4 i¢in iddia dogrudur.

n i¢in NK(S;) =n-1 olsun.

Sekil 2.11. S, grafi

nt+1 i¢in NK(Sp+1) = n-1+1=n midir?
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Sekil 2.12. S, grafi

2<i<n+1 i¢in d(vi) = 1 ve d(v,) = n’dir. Narumi-Katayama indeksi tanimi1 geregi

NK(Sy1))=1.1...1n=n

olur. Dolayisiyla 6nerme her n i¢in dogrudur ve

NK(S,) = n-1

olur.

2.5. K, Tam Iki Parcali Graf i¢in Narumi-Katayama Indeksi

Teorem 2.5.1. NK(K, ) =r’.s" olur.

Ispat. r=2ves=3 igin NK(K,3) = 2°.3? midir?
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Sekil 2.13. K, 5 grafi

Narumi-Katayama indeksi tanim1 geregi

NK(K,3) =2.2233=23"

olup r =2 ve s = 3 i¢in iddia dogrudur.

nigin NK(K, ) =r’.s" olsun.

Sekil 2.14. K, ; grafi

n+1 igin NK(Kyq) =(r+1)"".(s+1)"" midir?
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Vi V2 Vr Vr+1

'
' ' Vis+l
Vi Vo Vs )

Sekil 2.15. K4 +1 grafi

1<1<r+1i¢in d(v;) = s+1 ve 1< < s+1 i¢in d(v'}) = r+1’°dir. Narumi-Katayama indeksi

tanimi1 geregi

NK(Ket1.6:1) = (s+1).(s+1). .. (s+1).(r+1).(r+1)... (r+1)= (s+1) . (r+1)"

olur. Dolayisiyla 6nerme her 1, s i¢in dogrudur ve

NK(K;s) =1’

olur.

2.6. T, Larva Grafi icin Narumi-Katayama Indeksi

Teorem 2.6.1. NK(T.) = 3.2"".2°" olur.

ispat. r=3 ve s = 1 i¢in NK(T,) = 3.2>" 2" = 3.2% midir?
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Sekil 2.16. T;, grafi

Narumi-Katayama indeksi tanim1 geregi

NK(T,s) =3.2.2.1=3.2°

olup r =3 ve s = 1 i¢in iddia dogrudur.

n igin NK(T,) = 3.2"" 2% olsun.

Va2

V4

Sekil 2.17. T, grafi

n+1 igin NK(Typp 1) = 3.2 25 = 3.27.2° midir?

21
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V2 Vi

........... Vi+1 Vi A\ Vg Vri

V4

Sekil 2.18. T4 ¢ grafi

I<i<rigin d(vi) =2, d(vr+1) =3, 1<) <sicin d(v)) =2 ve d(v's+) = 1’dir.

Narumi-Katayama indeksi tanim1 geregi

NK(Tp1501) =2.2...2.322..21=2"32°= 32'2°

olur. Dolayisiyla 6nerme her r,s i¢in dogrudur ve

NK(T,,) = 3.2".2°

olur.
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3. IKIi GRAFIN TOPLAMININ NARUMI-KATAYAMA INDEKSI

3.1. Giris

G; ve G; patika, devir, tam, yildiz, iki parcali tam graf, larva graflardan herhangi ikisi
olmak uizere G; ile G, nin toplam1 (join) olan G;+G; grafinin Narumi-Katayama indeksi

asagidaki sonugta verilmektedir:

Teorem 3.1.1. G, ve G; patika, devir, tam, yildiz, iki pargali tam graf, larva graflardan
herhangi ikisi olmak tizere G+G; toplam grafinin Narumi-Katayama indeksi asagidaki

sekildedir:

Gy G, NK(G+G,)

Pn P, (nt+1)*- (n+2)™7 -+ (m+1)” - (m+2)"™*
Py, Cu (n+1)” - (n+2)™” - (m+2)"

Pp Sh (1)’ - (0+2)™ - (m+1)™" - (m+n-1)
P, K, (n+1)” - (n+2)™7 - (m+n-1)"

Py Thy (nHt+1)” - (nF+H2)™ - (m+1) - (m+2)" - (m+3)
Py Koy (n+t+1)” - (n+t+2)™ - (m+n)' - (m+t)"
Cn P, (n+2)" - (m+1)” - (m+2)"”

Cm Cn (n+2)m : (m+2)“

Cn Su (n+2)" - (m+n-1) - (m+1)™

Cn Ku (n+2)m : (m+n-1)“

Cn Ths (n+t+2)" - (m+1) - (m+2)"" - (m+3)
Cn Ko (n+t+2)" - (m+n)' - (m+t)"

S P, (+D)™" - (m+n-1) - (m+1)” - (m+2)™*
S Cy (n+1)™ - (m+n-1) - (m+2)"

Sm Su (+D)™" - (m+n-1)" - (m+1)""

S K, (n+1)™" - (n+m-1) - (m+n-1)"

Sm Tos (n+t+ D)™ - (m+n+t-1) - (m+1) - (m+2)"" - (m+3)
Sim Koy (n+t+1)™" - (m+n+t-1) - (m+n)' - (m+t)"
Ko P, (mtn-1)™ - (m+1)* - (m+2)">

Km Gy (mtn-1)™ - (m+2)"

Ko Su (mtn-1)™ - (m+1)"" - (m+n-1)
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Ko K, (m+n-1)""

Ko Tos (m+n+t-1)" - (m+1) - (m+2)"" - (m+3)

Ko Ko (m+n+t-1)" - (m+n)" - (m+t)"

Trs P, (t+2)"77 - (t+1) - (t43) - (r+s+1)” - (r+s+2)"™

Trs Cy (t+2)757 - (t+1) - (t+3) - (r+s+2)

Tes S (t+2)757 - (t+1) - (t+3) - (r+s+1)" - (r+stt-1)

Tes K, (t+2)75 - (t+1) - (t+3) - (r+stt-1)

Tes Tim (tH+m+2)" - (t+m+1) - (tHm+3) - (r+s+2) ™ - (r+s+l) -
(r+s+3)

T.s Kim (t+m+2)" 7 - (t+m+1) - (tH+m+3) - (r+s+t)™ - (r+s+m)’

Kis P (r+t)° (s+t)" - (r+s+1)” - (r+s+2)™

K, C (r+t)° - (s+1)" - (r+s+2)'

K, s S (r+t)° - (s+t) - (r+s+1)" -+ (r+s+t-1)

K, K, (r+t)° - (s+1)" - (r+s+t-1)"

K s Tim (r+t+m)° - (s+Ht+m) - (r+s+2)" ™7 - (r+s+1) - (r+s+3)

K, s Kim (r+t+m)° - (s+t+m)" - (r+s+m)" - (r+s+t)"

Cizelge 3.1. Iki grafin toplamimin Narumi-Katayama indeksi

Ispat. Tum durumlarda ispat yontemi benzer oldugundan iki durumda ispat1 verecegiz:

Durumu agiklamak i¢in ilk olarak P4+P5 toplaminin grafini ele alalim.

Sekil 3.1. P4+P; grafi

Genel durumda G, = P, ve G, = P, alinirsa P,+P,,, aslinda K, ,,’dir ve iki tane

m+1 dereceli, n-2 tane m+2 dereceli, iki tane n+1 dereceli ve m-2 tane n+2 dereceli

kose mevcuttur. Dolayisiyla Py +Py,’nin Narumi-Katayama indeksi

NK(Py+Py) = (m+1)* - (m+2)™2 - (n+1) - (n+2)™?

olarak bulunur.
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Ikinci duruma 6rnek olarak P,+C; toplaminin grafi

?——

Sekil 3.2. P,+C; grafi

seklindedir. Eger genel durumda G, = P, ve G, = Cy, alinirsa P,+C,, toplam grafinda iki
tane m+1 dereceli, n-2 tane m+2 dereceli ve m tane n+2 dereceli kose mevcuttur.

Dolayistyla P,+C,,’in Narumi-Katayama indeksi

NK(P,+Cp) = (m+1)*+ (m+2)™ « (n+2)™

olarak bulunur.

3.2. Narumi-Katayama Indeksi ile Ilgili Bazi Sonuclar

Azari, [Sharp lower bounds on the Narumi-Katayama index of graph operations, 2014]

makalesinde agagidaki teorem ifade edilmistir:

Teorem 3.2.1. G;+G,+...+Gi toplaminin Narumi-Katayama indeksi i¢in agagidaki

esitsizlik gegerli olur:

n =n;+m+...+tng ve 7, = n-n;, 1 <i <k olmak tizere

NK(G+Got... +Gy) >2" \/ [T, (@)™MNK (G)
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dir. Burada k = 2 alindiginda n = n;+n; olmak tzere

NK(Gi+G;) > 2".\/n;"2n,"1\/NK(G,)NK(G,)

elde edilir. Burada 2". \/ [T2 ()" NK(G;) ifadesini kisaca A sembolii ile gosterecegiz.

Ozel graflar i¢in su sonuglar1 elde edebiliriz:

3 NK(G;+Gy) _ NK(G;+G)
20./n,"2n,"1,/NK(G,)NK(G,) A

olarak tanimlarsak n—oo iken R—1 olur ve esitsizlik esitlik haline dontsur.

Eger G, ve Gyyi Py, C,, Sy, Ky ve K graflarindan herhangi ikisi olarak alip R

oranint hesaplarsak asagidaki tabloyu elde ederiz:

G G, R

P, P3 1,5

P3 P3 1,85
Ps P 2,302
P P 3,089
Py Ps 4,111
Ps Ps 5,955
C3 C3 1,130
Cs Cq 1,294
G Cs 1,501
C3 Cs 1,740
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Cs Cy 1,601
Cs Cs 2,014
Cs Ce 2,5

Sa Sa 3,894
Sa Ss 6,089
Ss Ss 10,628
Ss Se 18,493
Ky Sa 2,056
Ky Ss 2,777
Ky Se 3,886
Ks Ss 3,363
Ks Se 4,813
Ky Ky 1,085
Ky Ks 1,137
Kq Ke 1,313
Ks Ks 1,064
Ks Ke 1,107
K5 K5 1,042
Kg Kg 1,036

Cizelge 3.2. G, ve G; graflari i¢in R orani

Bu tabloda, 6rnek graf ciftleri olarak Py-Py, Cip-C, Sp-Sm, Ka-Sm, Kn-Kn alinmustir.
Olast diger durumlar i¢in de benzer tablolar olusturulabilir. Dikkat edilirse her bir graf
ikilisi i¢in m, n indekslerinin her ikisi de arttiginda tam graflar digindaki tim

durumlarda R degeri de artmaktadir.

Sonuc¢ 3.2.2. n, m> 2 olsun. G; = P, ve G, = P,, ise

NK(Gy + G) > 2 A
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olur.

Ispat. Narumi-Katayama indeksinin tammindan dolayr NK(P,) = 2"72,NK(P,) =
2m=2 ve NK(P,+P,)= (m+ 1D (m+2)"2(n+ 1% (Mm+2)"2 oldugunu

hatirlayalim. A= 2™*t™/ mnnm\/ NK(P,)NK(P,,) seklini alir. Buradan

NK(G; +G;)  (m+ D2 (m+2)"% (n+1)% (n+2)"2

A 2m+n_\/mnnm_ \/2m+n—4
olur. O halde
NK(G; + Gy) _ (m + 1)2 (n+ 1)? (n+2)™(m + 2)"
m 111—>oo A = mln—>oo4 . m . n . m n
’ ’ 2m272(m+ 2)? 2"22(n + 2)2 nzm2
— (YT ymy”
= lim 4-(52) - (53)

— 1 Loy (Lm
“dm (3 ) (53 — e

elde edilir. n=m = 2 alinirsa

NK(G; +G,) 81
A T 64

elde edilir. Boylece

. NK(G; +G)
llm ——m——— —

m,n—co A
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oldugundan

NK(Gy + G) >3- A

elde edilir.

Sonug¢ 3.2.3. G;=C,, G;=Cy,,n, m> 3 i¢in

15625

NK(Gy + Gy) 2 =

elde edilir.

Ispat. A= 2"""+/n™, m"/2%, 2™ oldugu agiktir. Buradan

olur.

NK(G1+G,) 2+ m)™(2+mnm)™
A nemypmomny2n om

. NK(G;+G>) . (2+m)1.(2+4n)™M
My o ———— = limp i
202M 2222 VnMymn
Y (2+m)1.(2+4n)™M 1
=limy 00 W

T m . mTI
mz.nz (2y2)

— lim (2+m) (2+n)m o
mn—oo>v2m/ "\2v2n
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olur. n=m =3 alinirsa

NK(G; + G;) _ 15625
A 13824

elde edilir. O halde,

15625
13824

NK(G; + G,) >

olur.

Sonu¢ 3.2.4. n, m > 4 olsun. Gy = K,, ve G; =S, igin

7553

NK(G; + G,) = pYCrCay

A

elde edilir.

Ispat. NK(K,) = (n — 1), NK(S,) = m- 1 oldugunu biliyoruz. Dolayisiyla

NK(Syt+Ky)=(mn—-1+m)".(1+n)™ L (m—-1+n)

olur. Buradan A= 2"*™.v/n™"m".,/(n — 1)". (m — 1) elde edilir. O halde

NK(G, +G,)  (n+m— 1™ (n+ 1)m-!
A - 20+my/nmmn, /(n — 1)2. (m — 1)

olur. Boylece
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NK(Gi + Go)

n,m-—co A

elde edilir. n=m =4 iken

NK(G1+G,) _ 755°
A - 216 32 /3

olur. O halde,

7553

NK(G; + G,) = PYCrCay

A

elde edilir.

Sonuc¢ 3.2.5.n, m > 4 olsun. G; = S, ve G; = S, olsun. Bu taktirde

NK(G+ Gy) >

5672
2163 ‘A
elde edilir.

Ispat. NK(S,) = n- 1 ve NK(Sp,) = m- 1 olup

NK(Su+Sm) =1 +m)*t(n—14+m).(1+n)™ L (m—1+n)

=1+m*»L @ +n)" 1 (m+n-1)>?

olur. Buradan A= 2"*™.+/n™. m".,/(n — 1). (m — 1) elde edilir. Boylece
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NK(G; + G)  (1+m)".(1+n)™ " (m+n—1)>
A - 20+m \/nm mP L /(n — 1).(m — 1)

bulunur.

. NK(G; + G,)
lIlm —————

m,n— oo A
olur. n= m= 4 iken

NK(G,+ Gz) _ 5°.72

A T 2163
olur. O halde
5672
NK(G1+ Gz) > Si63 ‘A

elde edilir.

Sonuc¢ 3.2.6. n, m > 4 olsun. G; = K, ve G; = K,;, ise

NK( G+ Gy) > A

olur.

Ispat. NK(K,) =(n — 1)" ve NK(Ky,) = (m — 1)™ oldugundan
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NK(Kpyt+ Kp)=(n—1+m)*.(m -1+ n)™,

A=2"m /nmm? /(n— 1 (m— 1™

olur.

NK(Gl + Gz) _ (1’1 + m — 1)n+m

A nm m o
20m m2 nz2. (m—1)2.(n—1)2

olur. n = m igin

NK(G1+ Gz) i (21’1 - 1)211
A ~ 2200 (n—1)n

elde edilir. Boylece

NK( G, + G)
lim ~— A 1

n=m-— co

olur. O halde

NK( G+ Gy) > A

elde edilir.
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4. NARUMI-KATAYAMA INDEKSI, VERILEN BiR SAYIYA ESIT OLAN
GRAFLARIN SAYISI

4.1. Giris

Asagidaki teoremler daha oOnce literatirde olmayan kendi buldugumuz orijinal
sonuglardir:

Teorem 4.1.1. Bir G grafinin kose dereceleri d;, da, ..., dy olsun. Bunlardan en az ii¢
tanesi 1’den buyuk ise bu kose derecelerine sahip graflardan en az biri bir devir

bulundurur.

Ispat. G grafinin derece dizisinde 1°den buyiik olan ii¢ say1 1, s, t olsun. Asagidaki graf

istenilen dzelliktedir:

e,
.
"'--.\

Sekil 4.1. C,;; grafi

du) =r, d(v) =, d(w) = t

Narumi-Katayama indeksi n olan tiim graflarin sayisin1 N, ile gosterelim.
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Teorem 4.1.2. N,, > 1 olur.

Ispat. Bu ozellikte en azindan S, grafi mevcuttur.

4.2. Narumi-Katayama Indeksi Asal Say1 Olan Graflar

Teorem 4.2.1. p asal olsun.

NK(G)=p & N, = 1

olur.

ispat. (=) NK(G) = p olsun. NK(G) = p = p1, k > 0 yazilabilir. Yani bir kosenin
derecesi p olup diger koselerin derecesi 1’dir. Bu da G grafinin S;:; olmasiyla

mumkiindur.

Sekil 4.2. S, grafi

(&) Olmayana ergi metodunu kullanalim. m = NK(G) asal olmasin. m’nin en az iki
tane asal ¢arpani vardir. Bunlara r ve s dersek m = r.s’dir. Bu durumda en azindan iki

adet graf cizilebilir. Bunlar d(u) =r.s olmak iizere
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Sekil 4.3. S;,+1 = Sy grafi

ve d(u) =r, d(v) = s olmak tizere

Sekil 4.4. S, ; grafi

graflaridir. Bu da N, > 1 oldugunu gosterir. Olmayana ergi metoduna gore N, = 1 iken

NK(G) = p asal olmak zorundadir.

4.3. Narumi-Katayama indeksi Iki Asal Saymin Carpimi Olan Graflar

Teorem 4.3.1. p ve q farkli olmak zorunda olmayan iki asal olsun. n = p-qi¢in

NK(G) = p-q & Ny =2

olur.

Ispat. (=) NK(G) = p-q olsun.

Ilk olarak p = q ise NK(G) = p” olur. Yani
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NK(G) = p*1-1-...-1 veya NK(G) = p'p-1-1-.. -1

elde edilir. Bu durumda olasi graflardan ilki S,’.1; ikincisi S, , olmak zorundadir.

Boylece

NK(G) =p’ ise N,/ =2

olur.

Ikinci olarak p # q ise NK(G) = p-q olur. Yani

NK(G) =pq:1-1-...-1 veya NK(G)=pqll-.. -1

olur. Bu durumda iki olast graf Spq+1 ve S, 4 olur. Béylece her durumda

Ny =2

olur.

(<) Olmayana ergi metodunu kullanacagiz. NK(G) # p-q olsun. Yani NK(G) = 1,

NK(G) = p veya NK(G)’nin en az ti¢ asal ¢arpani olsun.

NK(G) = 1 olmasi sadece E(bir koseli bos graf) i¢in mimkiindur ki bu da P;’e esittir.

Yani N, = 1’°dir.

NK(G) = p asal ise Teorem 4.2.1. geregi N, = 1’dir.

Son olarak NK(G)’nin en az ti¢ asal ¢arpani olsun ve bunlara r, s, t diyelim. O halde en

azindan S; i1, Srst, Sris» ... graflar ¢izilebilir ve daha fazla ¢arpan olmasi durumunda

bunlara bagka graflarin eklenecegi agiktir. Yani N, > 2’dir. Olmayana ergi metoduna

gore N, = 2 iken NK(G) = p-q olmalidir.
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Sonug 4.3.2. p asal olsun.
NK(G)=p> iken N,=2
olur.
Ispat. Teorem 4.3.1.’de p = q alinirsa NK(G) = p” iken N,, = 2°dir.

4.4. Narumi-Katayama Indeksi Bir Asal Saymn Karesi ile Bir Diger Asal Saymn
Carpim Olan Graflar

Teorem 4.4.1. n = p™q, p # q asal olmak iizere

olur.

ispat.

pq/pq\ P q
AN

Sekil 4.5. p’q’nun farkli ¢arpanlart
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e n’nin p’q yazilimi igin S,’q+1 olabilecek tek graftir.
e n’nin p*- q yazilimi igin S,’ ¢ olabilecek tek graftir.
e 1n’nin p - pq yazilimi igin S, 4 olabilecek tek graftir.

e n’ninp-p-qyazilimi i¢in
p-p-q
p-q-p
q-p-p

carpimlart elde edilir. Bu ti¢ ¢arpimdan p - p - q’dan elde edilecek grafile q -+ p - p’dan

elde edilecek graf birbirinin simetrigidir.

IV ANIE N IV ONERN

Sekil 4.6. S, ve S, graflart

Boylece iki farkli S,pq ve S,q, graflari elde edilir. Teorem 4.1.1.’den elde

edilecek duzenli olmayan devir grafi i¢in C,,4 ile C,qp simetrik oldugundan C, 4

diginda graf yoktur.

n’ninp - p - qyazilimmda S, , 4, Spqp ve Cppq disinda graf yoktur.

Sonug olarak n = p*q, p # q asallari i¢in toplam alt1 tane olast graf mevcuttur.

4.5. Narumi-Katayama Indeksi Bir Asal Saymn Kiibii ile Bir Diger Asal Saymn
Carpim Olan Graflar

Teorem 4.5.1.n=p>q,p % q (p, q>3 ) asal olmak iizere
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olur.

Ispat.

p-q
N

P Pq PP pq

p:p-pP-q

Sekil 4.7. p’q’nun farkli ¢arpanlari

e n’nin p’q yazilimi igin S’ olabilecek tek graftir.
e n’ninp’ - q yazilimu igin S’ ; olabilecek tek graftir.
e n’nin p® - pq yazilimi i¢in S,%,, olabilecek tek graftir.
e n’nin p - p°q yazilimi igin S, ,°, olabilecek tek graftir.

e n’ninp-p’-qyazilimi icin

el

NS}

p

T T QL

'p2
.q-
2°p
2.q
'p2
‘p-

Q0 v o v o

NS}

p

carpimlart elde edilir. Bu 6 ¢arpimin 3’tinden elde edilecek graflar diger 3’tiinden elde
edilecek graflarin simetrigi oldugundan 3 farkli S,,°q, Spqp Ve Spopq graflart elde

edilir. Teorem 4.1.1. geregi p - p* - q yazilimindan bir tek Cpp q grafi elde edilir.

nninp - p° - qyazilimiicin S,,% 4, Spap’s Sopq ve Co g disinda graf yoktur.
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e 1n’ninp - p - pq yazilimi i¢in

p°p-pq
p-pq-p
pPq-p-p

carpimlart elde edilir. Bu 3 ¢arpimdan p - p * pq ile pq * p * p’den elde edilecek
graflar simetrik oldugundan 2 farkli S,;,q, Sppqp graflan elde edilir. Teorem 4.1.1.

geregi p * p * pq yazilimindan bir tek C,,;, ,q grafi elde edilir.

n'ninp -« p - pq yazidimi i¢in S, pq, Sppap » Cpppq disinda graf yoktur.

e n’ninp-p-p-qyazilimiigin

p-p-p-q
P-pPq-p
pP-q-p-p
q-p-p-p
carpimlart elde edilir. Bu 4 carpimdan ilk 2’sinden elde edilecek graflar diger 2’sinden

elde edilecek graflarin simetrigi oldugundan 2 farkli S, .4, Sppqp graflart elde edilir.

Ayrica;

p merkezde q merkezde

Sekil 4.8. p merkezli ve q merkezli graflar
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p’nin ve q’nun merkezde oldugu p merkezli ve q merkezli graflar vardir. Teorem 4.1.1.
geregi 2’den bilyiik 4 say1 oldugundan iiglii ya da dortlii devirler olusturabiliriz. Uglii
devirler p, p, p veya p, p, q seklindedir. Birincisinin herhangi bir kosesine q dereceli bir
kose birlestirilebilir. Ikincinin ise p dereceli koselerinden birine ya da q dereceli koseye
p dereceli dordiincii kose birlestirilebilir. Yani toplam 3 grafta tiggen bulunur. Dorthi

devir i¢in ise bir tek ihtimal vardir.

ninp-p-p-qyazilimiigin S, ,p 4, Sppqp, P merkezli ve g merkezli graflar,

ii¢ tane iiggen devir graf ve bir tane dortgen devir graf vardir.

Sonug olarak n = p>q, p# q ( p, q > 3 ) asallar1 igin toplam 19 tane olast graf

mevcuttur.
4.5.2. Ozel Durumlar

1) p=2veq=3ig¢in NK(G)=2""-3 iken N,= 16 olur.

12-2
~ 622
24 —— 8-3 — 320202

\6.4/4.3.2

Sekil 4.9. 24’1in farkli carpanlari

yazilimlari i¢in Sas, S122, Ss3, Se.4, S6.22, S262, C22, S432, Sa23, S2.43,

Cuo3 graflari p’q, p*+ q, p*  pq, p * p°q carpimlarindan gelen graflardir.

p p*p-qyazilimindaise S3222, S2322 ve 3 merkezli Sekil 4.10. grafi mevcuttur.
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3 merkezli

Sekil 4.10. 3 merkezli graf

Teoremde verilen ifadeden farkli olarak 2’nin merkezde oldugu graf bulunmamaktadir.

Teorem 4.1.1.°den ise sadece Sekil 4.11.’deki graflar geldigi i¢in ayn1 sekilde verilen

ifadeden farklidir.

Sekil 4.11. Duizenli olmayan devir graflar

Sonug olarak NK = 2° - 3 iken N,, = 16 olur.

2) p=3veq=2igin NK(G)=3"-2iken N, = 17 olur.

27+ 2
T T 9.3
54 _18'3 — 3'3'3'2

3.3.6
T~ 9.6

Sekil 4.12. 54’in farkl ¢arpanlari

yazilimlar i¢in Sss, S272, Si83, So6, S93,2, S923,9203, C293, C336, S336,

43



S3. 6,3 graflar P’q, P>+ q p>* pag, p * p-qcarpimlarindan gelen graflardir.

p*p*p-qyaziliminda ise S3332, S3323 ve Sekil 4.13. grafi mevcuttur.

Sekil 4.13. 3 merkezli graf

Teoremde verilen ifadeden farkli olarak 2’nin merkezde oldugu graf bulunmamaktadir.
Teorem 4.1.1.°den ise sadece Sekil 4.14.’deki graflar geldigi i¢in ayni sekilde verilen
ifadeden farklidir.

Sekil 4.14. Diizenli olmayan devir graflar

Sonug olarak NK = 3° - 2 iken N, = 17 olur.
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4.6. Narumi-Katayama Indeksi Iki Asal Saymn Karelerinin Carpim Olan Graflar

Teorem 4.6.1. p ve q farkli tek asallar olmak iizere NK(G) = p*q’ ise

olur.

Ispat.

2 2

p’*q
/ 2\ ppq
A __—~p'pq
= q-qp’

p-q-pq
\pq°pq —

— q.q.pz | p.p.q.q

Sekil 4.15. p’q>’nin farkl ¢arpanlari

e n’nin p’q’ yazilimi igin S,°*+; olabilecek tek graftir.

e n’ninp® - ¢’ yazilimu igin S, ;> olabilecek tek graftir.
e n’ninp - pq’ yazilimi igin S, 4> olabilecek tek graftir.
e n’nin q - qp’ yazilimi igin S, o,  olabilecek tek graftir.
e 1n’nin pq * pq yazilimi i¢in Sy ,q Olabilecek tek graftir.

e n’ninp-p-q’ yazilimi igin
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carpimlari elde edilir. Bu 3 ¢arpimin 2’sinden birbirinin simetrigi olmayan 2 farkli
Sppd’ Ve Sp.op graflart elde edilir. Teorem 4.1.1. geregip « p - q” yazilimindan bir tek

Cppq grafi elde edilir.

n'ninp - p - q yazilimiicin Sy, ., Sy.5p ve Cp 4’ disinda graf yoktur.

e n’nin q - q-p° yazilmi icin ayni sekilde Sqqp’ Sqpq V€ Cqqp disinda graf
yoktur.

e n’ninp-q-pqyazilimi i¢in

pP-q-°pq
pP°pPq-q
q-pq9-p
qa-p-Pq
pPq-q-p

Pqa-p-q

carpimlart elde edilir. Bu 6 ¢carpimdan birbirinin simetrigi olmayan 3 farkli S, ¢ pq ,
Sp.pa.qr Spqp.q graflart elde edilir. Teorem 4.1.1. geregi p - q * pq yazilimindan bir tek

Cp,q.pq grafi elde edilir.

n'ninp -« q - pq yazdimi i¢in Sy 4 pq, Sppa.q Spap.q Ve Cpqpq disinda graf yoktur.
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e n’ninp-p-q-qyazilimiigin

o o a T T T
o s B o o T
s o T a T o
S B o T o o

carpimlart elde edilir. Bu 6 ¢arpimdan birbirinin simetrigi olmayan 4 farkli

Sp,p,q,qa SP,q,P»Q’ SP,CI,CI,P’ Sq,p,p,q

graflar1 elde edilir. Ayrica;

Sekil 4.16. p merkezli ve q merkezli graflar

p’nin ve q’nun merkezde oldugu p merkezli ve q merkezli graflar vardir. Teorem 4.1.1.
geregi 2’den bilyiik 4 say1 oldugundan iiglii ya da dortlii devirler olusturabiliriz. Uglii
devirler p, p, q veya q, q, p seklindedir. Birincisinin q kdsesine q dereceli bir kose ya da
p kosesine q dereceli bir kose birlestirilebilir. Ikincinin ise q dereceli kosesine p dereceli
bir kose ya da p kosesine p dereceli bir koge birlestirilebilir. Yani toplam 4 grafta tiggen
bulunur. Dértlii devirler ise ardisik koseler olarak p, p, q, q ve p, q, p, q seklindedir.

n'ninp - p - q - qyazilimi icin 12 graf mevcuttur.

Sonug olarak NK(G) = p*q’, p ve q farkli tek asallart icin N,, = 27 olur.
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4.6.2. Ozel Durum

. .. 2 2. .

p = 2 olsun. q bir tek asal say1 olmak tizere NK(G) = 2*q” igin Sp’¢"+1, Sp'sq’s Sppqs
2 2 2 2 2 2 2

Saap’> Spapas Sppa s Spasps Copa s Saap > Sap sas Caap > Spaapas Sppaas Spapar Cpapq Sraflart

p°d’, p>q’ p-pqs 4-9p°, P9-pYs P-p- > 9-9-p°, p-q-pq carpimlarindan gelen graflardir.

p*p-q-qyaziliminda ise Sppaq Spapp Spaap Sappq Ve q merkezli graf mevcuttur.
Teoremde verilen ifadeden farkli olarak 2 merkezli graf bulunmamaktadir. Teorem

4.1.1. geregi ise Sekil 4.17°deki 4 tane graf geldigi i¢in verilen ifadeden farklidir.

Sekil 4.17. Diizenli olmayan devir graflar

Sonug olarak NK(G) = 2%q* iken N, = 24 olur.
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4.7. Narumi-Katayama Indeksi U¢ Asal Saymn Carpimi Olan Graflar

Teorem 4.7.1. p, q, r farkls asallar olmak tizere NK(G) = p-q'r ise

olur.

Ispat.

- pq. r ~
pr. q p-
/

pqr QT

~—

qr. p
Sekil 4.18. pqr’nin farkli carpanlari

e n’nin pqr yazilimi igin S,q+ olabilecek tek graftir.

e n’nin pq - r yazilimi i¢in S, ; olabilecek tek graftir.

e n’nin pr- q yazilimi i¢in S 4 olabilecek tek graftir.

e n’nin qr - p yazilimi i¢in S, , olabilecek tek graftir.

e n’ninp-q-ryazilimi i¢in

prre=q

q-r-p
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r<p-q

r-q-p
carpimlari elde edilir. Bu 6 ¢arpimdan birbirinin simetrigi olmayan 3 farkli S o,
S prq Ve S pr graflari elde edilir. Teorem 4.1.1. geregi p - q * r yazilimindan bir tek

C pqr grafi elde edilir.

Sonug olarak NK(G) = p-q-r ( p, q, r farkli asallar olmak tizere) N, = 8

olur.
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