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ÖZET 

 
Yüksek Lisans Tezi 

 
GENELLEŞTİRİLMİŞ BALANS SAYILARI  

 
Aziz YAZLA 

 
Uludağ Üniversitesi 

Fen Bilimleri Enstitüsü 
Matematik Anabilim Dalı 

 
Danışman: Prof. Dr. Ahmet TEKCAN 

 
 
Bu çalışmada tamsayı dizilerinde yeni bir kavram olan −t balans sayıları ele alınmış ve 
bu sayıların bazı cebirsel özellikleri verilmiştir. Ayrıca bu sayıların Pell, Pell-Lucas, 
diğer balans sayıları ve kare üçgensel sayılar ile olan ilişkisinden bahsedilmiştir.  
 
Tezin birinci bölümünde, daha sonraki bölümlerde kullanılacak olan bazı temel kavram-
lara, notasyonlara ve teoremlere yer verilmiştir.  
 
İkinci bölümde, balans sayıları, bu sayıların bazı cebirsel özellikleri, Pell ve Pell-Lucas 
tamsayı dizileri ile olan ilişkisi, balans sayılarının katsayılar matrisi ve bu matris ile 
ilgili bazı cebirsel bağıntılar ve balans fonksiyonlarından bahsedilmiştir.  
 
Tezin üçüncü bölümü orijinal çalışma olup bu bölümde ilk olarak 122 222 −=− tyx  
Pell denkleminin tüm pozitif tamsayı çözümleri elde edilmiş ve daha sonra −t balans 
sayılarının genel terimleri ve bu sayıların Binet fromülleri verilmiştir. Daha sonra −t  
balans sayılarının balans, Pell, Pell-Lucas ve kare üçgensel sayılar ile olan ilişkisi 
üzerinde durulmuştur.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Anahtar Kelimeler: Balans, Pell, Pell-Lucas, −t balans sayıları, Pell denklemleri. 
 
2017, vii + 51 sayfa. 
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ABSTRACT 

 
MSc Thesis 

 
GENERALIZED BALANCING NUMBERS  

 
Aziz YAZLA  

 
Uludağ University 

Graduate School of Natural and Applied Sciences 
Department of Mathematics 

 
Supervisor: Prof. Dr. Ahmet TEKCAN 

 
In this work, some algebraic properties of generalized balancing numbers, namely 
−t balancing numbers and their relationships with Pell, Pell-Lucas and square triangular 

numbers are considered.  
 
In the first section, some preliminary notations, definitions and theorems which are to 
be used in later sections are given. 
 
In the second section, balancing numbers, their some algebraic properties, their relation-
ships with Pell and Pell-Lucas numbers, companion matrices and some specific balanc-
ing functions are considered.  
 
In the third section which is the original part of the thesis, we first determine the set of 
all positive integer solutions of the Pell equation 122 222 −=− tyx . Later we obtain the 
general terms of all −t balancing numbers, their Binet formulas. We also deduce some 
theorems concerning the relationships between −t balancing numbers and Pell, Pell-
Lucas and square triangular numbers.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Key words: Balancing, Pell, Pell-Lucas, −t balancing numbers, Pell equations. 
 
2017, vii + 51 pages. 
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1. GİRİŞ  

 

Bu bölümde tezin ileriki bölümlerinde kullanılacak olan bazı temel kavramlara ve teo-

remlere yer verilmiştir.  

 

p ve q, 042 >− qp  özelliğinde iki tamsayı olmak üzere başlangıç değerleri  

pVVUU ==== 1010 ,2,1,0  

ve genel terimleri 2≥n  için  

21),( −− −== nnnn qUpUqpUU  

ve  

21),( −− −== nnnn qVpVqpVV  

olan nU  ve nV  tamsayı dizileri tanımlansın. Bu tamsayı dizilerinde p ve q nun özel hal-

leri için bilinen bazı özel tamsayı dizileri elde edilir. Örneğin, 1,1 −== qp  için  

nnn FUU =−= )1,1(  

Fibonacci tamsayı dizisi iken  

nnn LVV =−= )1,1(  

Lucas tamsayı dizisidir. Bu iki tamsayı dizisi arasında birçok cebirsel bağıntı olup bu 

bağıntılardan en önemlisi 

11 +− += nnn FFL  

dir. Ayrıca bu iki tamsayı dizisi arasında aşağıdaki gibi cebirsel bağıntılar da vardır:  
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Benzer şekilde 1,2 −== qp  için  

nnn PUU =−= )1,2(  

Pell tamsayı dizisi iken  

nnn QVV =−= )1,2(  

Pell-Lucas tamsayı dizisidir. Bu iki tamsayı dizisi arasında da birçok cebirsel bağıntı o-

lup bu bağıntılardan bazıları ( mn ≥ ) 
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dir.  

 

nU  ve nV  tamsayı dizilerinin karakteristik denklemi  

02 =+− qpxx  

olup bu denklemin kökleri 

2
42 qpp −+

=α   ve 
2

42 qpp −−
=β  

dir. Bu dizilerin Binet formülleri ise sırasıyla 0≥n  için 

 
βα
βα

−
−

=
nn

nU   ve  nn
nV βα +=   

dir. Bu dizilerin katsayılar (kompanion) matrisi  
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⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
=

01
qp

M  

dir. 1≥n  için  
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n
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dir (Koshy 2001 ve Ribenboim 2000).  

 

Yukarıda tanımlanan tamsayı dizlerinden başka son zamanlarda ortaya çıkan ve özellik-

le de Pell ve Pell-Lucas tamsayı dizileri ile yakın ilişkisi olan başka bir tamsayı dizisi 

daha vardır. Bu tamsayı dizisi ilk olarak Behera ve Panda (1999) tarafından birinci de-

receden 

)()2()1()1(21 rnnnn ++⋅⋅⋅++++=−+⋅⋅⋅++                                          (1.1) 

Diophantine denkleminin tamsayı çözümleri elde edilirken ortaya çıkmıştır. (1.1) eşitli-

ğini gerçekleyen pozitif n tamsayısına balans sayısı, r tamsayısına ise cobalans sayısı 

denir.  

 

Balans sayıları nB  ve cobalans sayıları nb  ile gösterilirse bu dizilerin başlangıç terimle-

ri 6,1 21 == BB ve 2,0 21 == bb  olup genel terimleri 2≥n  için sırasıyla  

11 6 −+ −= nnn BBB   ve  26 11 +−= −+ nnn bbb  

dir. Balans sayılarının karakteristik denklemi  

0162 =+− xx   

olup bu denklemin kökleri 

83+=γ   ve 83−=δ  

dir. 

 

(1.1) eşitliğinde gerekli düzenlemeler yapılırsa  

2
)1(

2
)1( +

+=
− rrnrnn   

ve böylece 

2
18812 2 ++++

=
rrrn   ve 

2
18)12( 2 +++−

=
nnr                                                (1.2) 
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elde edilir. (1.2) de elde edilen eşitliklere göre,   

“ n  bir balans sayısı 18 2 +⇔ n  bir tam kare”  

ve 

“ r  bir cobalans sayısı 188 2 ++⇔ rr  bir tam kare”  

olduğu görülür. Şu halde 18 2 +nB  ve 188 2 ++ nn bb  birer tamsayı olup bu sayılara sı-

rasıyla n. Lucas-balans ve n. Lucas-cobalans sayıları denir ve sırasıyla nC  ve nc ile gös-

terilir. O halde 

18 2 += nn BC  ve 188 2 ++= nnn bbc  

dir. Bu dizilerin başlangıç terimleri 17,3 21 == CC  ve 7,1 21 == cc olup genel terimleri 

ise 2≥n  için sırasıyla 

11 6 −+ −= nnn CCC   ve 11 6 −+ −= nnn ccc  

dir. Aşağıdaki çizelgede tüm balans sayılarının ilk on terimi verilmiştir.  

    

   Çizelge 1.1. Balans sayılarının ilk 10 terimi  

n nB  nb  nC  nc  

1 1 0 3 1 

2 6 2 17 7 

3 35 14 99 41 

4 204 84 577 239 

5 1189 492 3363 1393 

6 6930 2870 19601 8119 

7 40391 16730 114243 47321 

8 235416 97512 665857 275807 

9 1372105 568344 3880899 1607521 

10 7997214 3312554 22619537 9369319 

 

Balans sayılarını önemli kılan husus bu sayıların, Pell ve Pell-Lucas sayıları ile olan i-

lişkisidir. Bu ilişki ilk olarak Ray (2009) tarafından ortaya çıkartılmıştır. Ray (2009), 

yukarıda da bahsedildiği üzere “ n  bir balans sayısı 18 2 +⇔ n  bir tam kare” ifadesini 

dikkate alarak sıfırdan farklı herhangi bir y tamsayısı için 
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1818 2222 =−⇔=+ xyyx  

Pell denklemini elde etmiştir (Barbeau 2003). Bu denklemi gerçekleyen en küçük pozi-

tif çözüm )1,3(),( 11 =xy olup denklemin diğer tüm tamsayı çözümleri  

n
nn xy )83(8 +=+               (1.3) 

olmak üzere ),( nn xy  şeklindedir. Benzer şekilde 

n
nn xy )83(8 −=−              (1.4) 

olduğu görülür. Şu halde (1.3) ve (1.4) eşitliklerinden  

82
)83()83( nn

nx −−+
=              (1.5) 

elde edilir ki bu balans sayıları için Binet formülüdür. Diğer yandan  

21+=α  ve 21−=β  

olduğu dikkate alınırsa 

832 +=α  ve 832 −=β  

olduğu görülür. Dolayısıyla (1.5) eşitliğinden balans sayıları için Binet formülünün 

24

22 nn

nB βα −
=              (1.6) 

şeklinde olduğu görülür. Böylece balans ve Pell sayıları arasında bir ilişki kurulmuş o-

lur. Üstelik Pell sayılarının Binet formülünün  

22

nn

nP βα −
=              (1.7) 

olduğu dikkate alınırsa (1.6) ve (1.7) eşitliklerinden  

2
2n

n
PB =  

olduğu açıktır. Benzer şekilde cobalans, Lucas-balans ve Lucas-cobalans sayılarının Bi-

net formülleri de sırasıyla 

2
,

2
1

24

221212 nn

n

nn

n Cb βαβα +
=−

−
=

−−

 ve 
2

1212 −− +
=

nn

nc βα  

şeklindedir. Üstelik bu sayıların genel terimleri Pell sayılarına bağlı olarak  

122
12 ,
2

1
−

− +=
−

= nnn
n

n PPCPb   ve 2212 −− += nnn PPc  

şeklindedir.  
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Balans sayıları ile ilgili son zamanlarda birçok çalışma yapılmış olup halen de bu sayılar 

ile ilgili çalışmalar devam etmektedir. Liptai (2004), sadece 1 in hem balans hem de Fi-

bonacci sayısının olduğunu, Liptai (2006) ise hiçbir Lucas-balans sayısının Fibonacci 

sayısı olmadığını göstermiştir. Daha sonra Szalay (2007), benzer problemi ele almış ve 

farklı bir yöntem bularak aynı sonuçları elde etmiştir. Kovacs ve ark. (2010) ise balans 

sayılarını genelleştirmişler ve −),( ba balans sayılarını tanımlayarak bu sayılar ile ilgili 

cebirsel bağıntılar elde etmişlerdir. 0>a  ve 0≥b  aralarında asal sayılar olmak üzere 

belli n ve r pozitif tamsayıları için  

))(())1(())1(()2()( brnabnabnababa +++⋅⋅⋅+++=+−+⋅⋅⋅++++  

eşitliğini gerçekleyen pozitif n tamsayısı için ban +  sayısına −),( ba balans sayısı, 

bar +  sayısına ise −),( ba cobalans sayısı denir ve bu sayılar sırasıyla ),( ba
nB  ve ),( ba

nb  

ile gösterilir.  

 

Pozitif k ve x tamsayıları için  

∏ −+⋅⋅⋅+= )1()1()( kxxxxk  

olsun. Kovacs ve ark. (2010), }4,3,2{∈k  tamsayıları için  

∏ = ),()( ba
nk Bx                          (1.8) 

denkleminin sonsuz çoklukta tamsayı çözümünün olduğunu göstermişlerdir. Daha sonra 

Tengely (2013) 5=k olması durumunu ele almış ve (1.8) deki denklemin tamsayı çö-

zümünün olmadığını göstermiştir.  

 

Son zamanlarda balans sayıları, Dash ve ark. (2012) tarafından −t balans sayılarına ge-

nişletilmiştir. 0≥t  tamsayı olmak üzere  

)()2()1(21 trntntnn +++⋅⋅⋅++++++=+⋅⋅⋅++                     (1.9) 

denklemini sağlayan pozitif n tamsayısına −t balans sayısı, eşitlikteki r tamsayısına ise 

−t cobalans sayısı denir ve bu sayılar sırasıyla t
nB  ve t

nb  ile gösterilir.  

 

(1.9) eşitliği r ve n ye göre çözülürse  

2
)12()1(88)122( 22 +++++++−

=
ttnntnr          (1.10) 
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ve  

2
188)12( 2 +++−

=
rtrrn            (1.11) 

elde edilir. (1.10) eşitliğinden  

“ t
nB  bir −t balans sayısı 22 )12()1(8)(8 ++++⇔ ttBB t

n
t
n  bir tam kare” 

ve (1.11) eşitliğinden  

“ t
nb  bir −t cobalans sayısı 18)(8 2 ++⇔ t

n
t
n tbb  bir tam kare” 

olduğu görülür. Şu halde 22 )12()1(8)(8 ++++ ttBB t
n

t
n  ve 18)(8 2 ++ t

n
t
n tbb  de birer 

tamsayı olup bu sayılara sırasıyla n. Lucas −t balans ve n. Lucas −t cobalans sayıları 

denir ve sırasıyla t
nC  ve t

nc  ile gösterilir. O halde 

22 )12()1(8)(8 ++++= ttBBC t
n

t
n

t
n  ve 18)(8 2 ++= t

n
t
n

t
n tbbc       (1.12) 

dir. Aşağıdaki çizelgede 5-balans sayılarının ilk 10 terimi verilmiştir.  

            Çizelge 1.2.  5-balans sayılarının ilk 10 terimi  

n 5
nB  5

nb  5
nC  5

nc  

1 4 1 21 7 

2 12 4 43 17 

3 17 6 57 23 

4 39 15 119 49 

5 85 34 249 103 

6 114 46 331 137 

7 242 99 693 287 

8 510 210 1451 601 

9 679 280 1929 799 

10 1425 589 4039 1673 

 

Her ne kadar −t balans sayıları 0≥t  için tanımlanmış olsa da genel olarak 2≥t için ele 

alınır. Çünkü −0 ve −1 balans sayıları, daha önce ele alınan balans sayılarına bağlı ola-

rak elde edilebilir. Gerçekten de  

nnnnnnnn CccCBbbB ==== ++
0

1
00

1
0 ,,, ve 1

1
1

1
1

1
1

1 ,,,1 ++++ ===−= nnnnnnnn ccCCbbBB  

dir.   
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2. BALANS SAYILARI 

 

 

Bu bölümde balans sayıları, bu sayıların bazı temel özellikleri, matrisler ve balans sayı-

larının terimleri arasındaki ilişki, bu sayıların Pell ve Pell-Lucas sayıları ile olan ilişki-

sinden ve son olarak da balans fonksiyonlarından bahsedilecektir.  

 

 

2.1. Balans Sayıları. 

 

Bu kısımda balans sayıları ile ilgili bazı önemli teoremlere ve sonuçlara yer verilecektir. 

Hatırlanacağı üzere bir önceki bölümde balans sayılarının ilk defa Behera ve Panda 

(1999) tarafından birinci dereceden 

)()2()1()1(21 rnnnn ++⋅⋅⋅++++=−+⋅⋅⋅++  

Diophantine denkleminin tamsayı çözümleri incelenirken ortaya çıktığı belirtilmişti. 

Sonrasında Ray (2009), balans sayıları ile Pell sayıları arasında bir ilişki kurarak tüm 

balans sayılarının Binet formüllerinin  

2
,

2
1

24
,

24

22121222 nn

n

nn

n

nn

n CbB βαβαβα +
=−

−
=

−
=

−−

  ve 
2

1212 −− +
=

nn

nc βα  

şeklinde olduğunu ve bu sayıların genel terimlerinin de Pell sayılarına bağlı olarak  

122
122 ,
2

1,
2 −

− +=
−

== nnn
n

n
n

n PPCPbPB   ve 2212 −− += nnn PPc  

şeklinde olduğunu göstermişti. Balans sayıları ile ilgili olarak Behera ve Panda (1999) 

aşağıdaki teoremi elde etmişlerdir.  

 

2.1.1. Teorem. 2≥n  için  

11
2 1 +−+= nnn BBB  

dir (Behera ve Panda 1999). 

 

Ray (2009), Behera ve Panda (1999) nın elde ettiği bu bağıntıyı kullanarak, balans sayı-

ları arasında aşağıdaki gibi bağıntıların olduğunu göstermiştir.  
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2.1.2. Teorem. nB  balans sayısı olmak üzere 

  (i) Herhangi m ve n pozitif tamsayıları için nmnmnm BBBBB 11 −++ −=  dir.  

  (ii) Herhangi pozitif n tamsayısı için 2
1

2
12 −− −= nnn BBB  dir.  

  (iii) Herhangi nm >  pozitif tamsayıları için ))(( nmnmnmnm BBBBBB −+=−+  dir (Ray 

2009). 

 

Balans ve Lucas-balans sayıları arasındaki ilişkinin  

281 nn BC +=  

şeklinde olduğu dikkate alınırsa balans ve Lucas-balans sayıları arasında aşağıdaki gibi 

bir ilişkinin olduğu görülür. 

 

2.1.3. Teorem. Herhangi m ve n pozitif tamsayıları için  

nmnmnm BCCBB +=+  

dir (Panda 2007). 

  

2.1.4. Teorem. nB  balans ve nC  Lucas-balans sayılar olmak üzere 

  (i) Herhangi m ve n pozitif tamsayıları için nmnmnm BBCCC 8+=+  dir. 

  (ii) Herhangi pozitif n tamsayısı için nnn CBB 22 =  ve 22
2 8 nnn BCC +=  dir. 

  (iii) Herhangi +∈> Znm için nmnmnm BCCBB −=−  ve nmnmnm BBCCC 8−=− dir (Ray 

2009). 

 

Nasıl ki Fibonacci tamsayı dizisi için  

2
51lim 1 +

=+

∞→
n

n
n F

F  

şeklinde bir bağıntı varsa balans sayıları için de benzer bir bağıntı aşağıdaki gibidir. 

 

2.1.5. Teorem. nB  balans sayısı için 

83lim 1 +=+

∞→
n

n
n B

B  

dir (Behera ve Panda 1999). 
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Fibonacci ve Lucas dizilerinin terimleri arasındaki cebirsel bağıntılara benzer şekilde 

balans sayılarının terimleri arasında da aşağıdaki gibi cebirsel bağıntılar vardır. 

 

2.1.6. Teorem. Her bir 1>n  tamsayısı için  

)(

)1)(1(

1112

2
1

2
2

11

11

−++

−

−−−−

−+

−=
−=

−=
−+=

nnnn

nnn

knkknkn

nnnn

BBBB
BBB

BBBBB
BBBB

 

dir (Behera ve Panda 1999). 

 

2.1.6. Teoremine benzer şekilde,  Panda (2009) aşağıdaki teoremi elde etmiştir.  

 

2.1.7. Teorem. nB  balans sayısı olmak üzere  

  (i) mk <<0  özelliğindeki tamsayılar için kmkmkmkm BBBBBB −+=−+ ))((  dır. 

  (ii)  Her pozitif m tamsayısı için  

)( 1221

1242

2
1221

+

+

−

=+⋅⋅⋅++
=+⋅⋅⋅++
=+⋅⋅⋅++

mmmm

mmm

mm

BBBBBB
BBBBB

BBBB
 

dir (Panda 2009). 

 

Yukarıdaki teoremlerden farklı olarak Ray (2012) aşağıdaki teoremi elde etmiştir.   

 

2.1.8. Teorem. (i) )0(,,, >msnmk özelliğinde tamsayılar olmak üzere  

∑

∑

=
+

−
−

−
+

=
+

−
−

−
+

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

m

j
njs

jm
sk

j
k

jm
nkm

m
s

m

j
njs

jm
sk

j
k

jm
nkm

m
s

CBB
j
m

CB

BBB
j
m

BB

0

0

)1(

)1(
 

dir.  

  (ii) 1≥> lk  özelliğindeki k ve l tamsayıları için  

nnnnknknk CBBBBBB 2, 2
22 =−=+−  ve  22

2 8 nnn BCC +=  

dir. 

  (iii) 0, ≠kn  tamsayıları için  
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⎩
⎨
⎧

=
+=+

≡
ise2)8(mod2

ise12)8(mod12
2

2

mnBmC
mnBm

B
B

kk

k

k

kn  

dir.  

  (iv) 1, ≥nm  tamsayıları için  

∑
=

−
−

− ≡−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

n

i
mi

in
m

i
m

in
mn BBBB

i
n

B
0

1 )(mod0)1(  

dir (Ray 2012).  

 

p asal ve a, 1),( =pa  özelliğinde tamsayı olmak üzere, Legendre sembolü ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
p
a  ile gös-

terilir ve )(mod2 pax ≡  nın çözümünün olması durumunda 1=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
p
a , çözümünün ol-

maması durumunda 1−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
p
a  ve ap |  olması durumunda da 0=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
p
a  olarak tanımla-

nır. Legendre sembolüne bağlı olarak, Ray (2012) aşağıdaki teoremi elde etmiştir.  

 

2.1.9. Teorem. (i) Her p tek asal sayısı için  

)(mod1
8

3)(mod1
8

3

)(mod3)(mod
8

11 ppBppB

pCppB

pp

pp

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛≡⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛≡

≡⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛≡

+−

 

dir.  

    (ii)  nm BB ,  balans sayılarının obebi ),( nm BB ile gösterilirse  

),(),( nmnm BBB =  ve  nmBB nm || ⇔  

dir (Ray 2012).  

 

2.1.10. Teorem. 1≥n  tamsayısı için  

121134122234

122142

22123422224

2121412124

4121
212
2126
2126

+++++++

++

+++++

+++−

=+=+
=−=
=−=+
=+=−

nnnnnnn

nnnnnn

nnnnnn

nnnnnn

CCBBCBB
CBBCBB

CBBCBB
CBBCBB
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121134

221234221234

1221412214

323
16323
23163

++++

++++++

++++

=−
=−=+
=+=−

nnnn

nnnnnn

nnnnnn

BCBC
BBCCCC

CCCBBC
 

dir (Ray 2013). 

 

Ayrıca Ray (2013a), balans ve Lucas-balans sayılarının negatiflerini 

nnnn BBBB −=−= +−+−− 216   ve nnnn CCCC =−= +−+−− 216  

olarak tanımlayarak aşağıdaki teoremi elde etmiştir.  

 

2.1.11. Teorem. nB−  ve nC−  negatif balans sayıları için  

∏
=

−
+− ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−−−=

n

k

n
n n

kB
1

1
)1( 1

cos26)1( π  

ve  

∏
=

−

− ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

−−
−

=
n

k

n

n n
kC

1

2

2
)12(cos26

2
)1( π  

dir (Ray 2013a) 

 

Yukarıda verilen teoremlerden farklı olarak, Gözeri ve ark. (2017) da aşağıdaki teoremi 

elde etmişlerdir.  

 

2.1.12. Teorem. (i) Balans sayılarının genel terimleri Pell sayılarına bağlı olarak 

1
2

−+= nnnn PPPB   ve  
⎩
⎨
⎧

≥−+
≥+

=
−−

−−

çift21
tek1

1
2

1

1
2

1

nPPP
nPPPb

nnn

nnn
n  

dir.  

     (ii) Ardışık iki balans ve cobalans sayılarının toplamı  

2,1
1,

32221

22121

≥−+=+
≥+=+

−−−

−−−

nPPbb
nPPBB

nnnn

nnnn  

ve farkı     

1,
1,

221

2
1

2
1

≥=−
≥+=−

−−

−−

nPbb
nPPBB

nnn

nnnn  

dir.  
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     (iii) 1≥n  tek tamsayısı için n. balans ve cobalans sayılarının toplamı tam karedir ve  
2

1)( −+=+ nnnn PPbB  

dir. Farkları ise iki kare farkıdır ve  
2

1
2

−−=− nnnn PPbB  

dir. 2≥n  çift tamsayısı için n. balans ve cobalans sayılarının toplamı tam karenin 1 ek-

siğidir ve  

1)( 2
1 −+=+ −nnnn PPbB  

dir. Farkları ise iki kare farkının 1 fazlasıdır ve  

12
1

2 +−=− −nnnn PPbB  

dir. Esasında tüm 1≥n  için n. balans ve cobalans sayılarının toplamı ve farkı  

2
1122 −+

=+ −nn
nn

PPbB   ve  
2

1122 +−
=− −nn

nn
PPbB  

dır. 

     (iv) n. balans sayısının cobalans sayısına oranı 

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

≥
+
+

≥

=

−−

−

−

çift 2

tek3

21

1

1

n
PP
PP

n
P
P

b
B

nn

nn

n

n

n

n  

dir. Tüm 1≥n  için bu oran  

112

2

−
=

−n

n

n

n

P
P

b
B  

dir. 

     (v) 1≥n  tamsayısı için n. balans ve cobalans sayılarının kareleri toplamı  

)14)(1(5 11
222 ++++=+ −− nnnnnn bBBbbB  

ve kareleri farkı  

nnnnnn bbBBbB ++=− 222   

dır. 

     (vi) 1≥n  için n. Lucas-balans ve Lucas-cobalans sayılarının genel terimleri 

122 ++= nnn bBC  ve 122 −−= nnn bBc  

dır.    
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    (vii) 1≥n  tamsayısı için n. Lucas-balans ve Lucas-cobalans sayılarının toplamı ve 

farkı 

nnn BcC 4=+   ve  24 +=− nnn bcC  

dir. 

      (viii) 1≥n  tamsayısı için n. Lucas-balans ve Lucas-cobalans sayılarının kareleri top-

lamı ve farkı 

2)(222 −−=+ nnnnn cCCcC  ve  2222 +=− nnnn cCcC   

dir (Gözeri ve ark, 2017). 

 

Pell sayılarının toplamı ile balans sayıları arasındaki belki de en önemli bağıntı, Panda 

ve Ray (2011) tarafından aşağıdaki gibi elde edilmiştir.  

 

2.1.13. Teorem. (i) İlk 12 −n  Pell sayısının toplamı, n .balans ve n .cobalans sayıları-

nın toplamı, yani 

nn

n

i
i bBP +=∑

−

=

12

1
 

dir. 

   (ii) İlk n2  Pell sayısının toplamı, n. balans ve ).1( +n  cobalans sayılarının toplamı, 

yani 

1

2

1
+

=
+=∑ nn

n

i
i bBP  

dir. 

    (iii) 1 den n ye kadar çift indisli Pell sayılarının toplamı, ).1( +n  cobalans sayısı, yani 

1
1

2 +
=

=∑ n

n

i
i bP  

dir. 

   (iv) 1 den n ye kadar tek indisli Pell sayılarının toplamı, n. balans sayısı, yani 

n

n

i
i BP =∑

=
−

1
12  

dir (Panda ve Ray 2011). 

 

Yukarıdaki teoreme benzer şekilde aşağıdaki teorem verilebilir.  
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2.1.14. Teorem. (i) İlk 12 −n  Pell-Lucas sayısının toplamı, n .Lucas-balans ve n .Lucas 

-cobalans sayılarının toplamı, yani 

nn

n

i
i cCQ +=∑

−

=

12

1
 

dir. 

     (ii) nP Pell sayısı olmak üzere 

11

2

0
2212

2

1
12

1

2

1
121

2

1
2121

2

0
12

)(

22

++
=

++
=

−

+
=

++
=

++
=

+

=+=

===

∑∑

∑∑∑

nn

n

i
iinn

n

i
i

nn

n

i
inn

n

i
inn

n

i
i

cCPPCBP

CBPcBPPcP

 

dir.  

    (iii) nB  balans sayısı olmak üzere  

∑∑

∑∑

∑∑

=
+++++++

+

=
+

+
=

+++
=

+

=
+++

=

=+=+

=+=

==

n

i
nnniinn

n

i
ii

nn

n

i
iinnnn

n

i
i

n

i
nninn

n

i
i

PccBBccBB

BBBBPPcCB

cBBcBB

2

0
12221221221

12

1
1

1

2

1
11221

2

1
2

12

1
111

2

1

)()(

8)(  

dir.  

   (iv) nQ  Pell-Lucas sayısı olmak üzere 

1

2

1

1

12

1
1

2

1
2

11
12

1

1
1

1
2

4

)12(2)12(8

+
=

+

+

=
+

=

==
−

−

=
+

=

=

−=+=

++=++=

∑

∑∑

∑∑∑∑

n

n

i
i

n

n

i
inn

n

i
i

n

i
inn

n

i
i

n

i
inn

n

i
i

bQ

BQbBQ

cbBQCbBQ

 

dir (Gözeri ve ark. 2017). 

 

Santana ve Diaz-Barrero (2006), ilk 14 +n  Pell sayılarının toplamının bir tam kare, yani  
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2

0

14

1
2

2
12

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
= ∑∑

=

+

=

i
n

i

n

i
i i

n
P  

olduğunu göstermişlerdir. Benzer şekilde Gözeri ve ark. (2017) da Pell, Pell-Lucas ve 

balans sayılarının bazı özel toplamları ile ilgili olarak aşağıdaki teoremi vermişlerdir.  

 

2.1.15. Teorem. nP Pell, nQ  Pell-Lucas ve nB balans sayıları olmak üzere 

2
12212

2

0
12

2
1

2

0
12

2
2

2

1
12

2
2

2

1
12

2
2

1
12

2
14

1

2
34

1

)]([

2
)(

)4(1

++
=

+

+
=

+

=
−

=
−

=
−

−

=

−

=

+=

===

==+=

∑

∑
∑∑

∑∑∑

nnn

n

i
i

n

n

i
i

n

n

i
inn

n

i
i

n

n

i
in

n

i
in

n

i
i

PPPB

c
Q

BBPCB

BQCPcP

 

dir (Gözeri ve ark, 2017). 

 

Tekcan ve Tayat (2014), ilk 12 +n  Pell sayılarının toplamı ele almışlar ve n nin çift ol-

ması durumunda bu toplamın bir tam kare iken n nin tek olması durumunda bu toplamın 

bir tam karenin yarısı olduğunu göstererek aşağıdaki teoremi elde etmişlerdir.  

 

2.1.16. Teorem. İlk 12 +n  Pell sayılarının toplamı  

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +

= ++

++

+

=
∑

isetek
2
2

iseçift
2

211

211

12

1

n

n

P nn

nn

n

i
i βα

βα

 

dir (Tekcan ve Tayat 2014).  

 

Santana ve Diaz-Barrero (2006), ilk 14 +n  Pell sayılarının toplamı ile ilgili olarak yu-

karıda elde ettikleri bağıntıda, eşitliğin sağ tarafının hangi (belli bir) tamsayı dizisinin 

karesi olduğunu belirleyememişlerdir. Tekcan ve Tayat (2014) ise bu problemi ele al-

mışlar ve 2.1.16. Teoremini dikkate alarak 0≥n için tanımladıkları  
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2

11 ++ +
=

nn

nX βα   ve  
2

11 ++ −
=

nn

nY βα  

tamsayı dizileri yardımıyla aşağıdaki teoremi elde etmişlerdir.  

 

2.1.17. Teorem. İlk 14 +n  Pell sayılarının toplamı    

21
1

2
14

1
])1(22[ +

−

+

=
−+−=∑ n

nnn

n

i
i YXXP  

dir (Tekcan ve Tayat 2014).  

 

Ayrıca tanımladıkları bu iki dizi ile ilgili olarak aşağıdaki sonuçları elde etmişlerdir.  

 

2.1.18. Teorem. nX ve nY  dizilerinin terimleri arasında 2≥n  için 

32121242222

32121242222

66
66

−−+−−

−−+−−

−=−=
−=−=

nnnnnn

nnnnnn

YYYYYY
XXXXXX

 

şeklinde indirgeme bağıntısı vardır. Üstelik  

2
)1()1(

42
2

2
216

16)1(
2

2

,
2

2

11
111

1
1211

34

2
32

2
122

22

2
22

2
12

2
12

422
2

22

3212
2

12
1

12
2

1

11
1112

112
11

2

−−−+
−−−

+
−+−+−

−
−−

−
−

−
−

−−

−+−
+

−−

−+
−−−

−−
−−

−+
=−+=

=
−

=
−

=
+

=+

=−−+=

+
==

+=
+

=

mn
m

mn
nmm

n
mnmnn

n
nn

n
n

n
n

nnn

nnn
n

nn

nn
nnnn

nnnnn
nnnn

n

YYYXXXYY

YYYXY

XYYYY

YYYXY

XXYXYY

YXYXYYYXXX

 

dir (Tekcan ve Tayat 2014).  

 

 

2.1.19. Teorem. nQ  Pell-Lucas ve nB  balans sayıları olmak üzere  

2
2

2

0
12

2
12

2

1
12 2

, n

n

i
i

n

n

i
i X

Q
YQ ==

∑
∑ =

+

−
=

−    ve    
22

0

22
12 2∑

=
+ ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

n

i

nn
i

YXB  

dir (Tekcan ve Tayat 2014). 
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Tekcan ve Tayat (2014) ayrıca tam kareler ile ilgili olarak aşağıdaki teoremi vermişler-

dir.  

 

2.1.20. Teorem. nX  ve nY  dizileri için  

     (i) 
2

114 −+nX   tam karedir ve n
n XX

2
14

2
1
=

−+  dir. 

     (ii) 
4

11
2

+−+ nnn YYY  tam karedir ve n
nnn XYYY

=
+ +−

4
11

2
 dir. 

     (iii) 1
2

2
12 +−nY  tam karedir ve 12

2
12 1

2 −
− =+ n

n XY  dir. 

     (iv)  1
2

2
22 −−nY  tam karedir ve 22

2
22 1

2 −
− =− n

n XY  dir. 

     (v) n
n

n YY )1(2
4 22

2
1 −++ −
−  tam karedir ve 2

1
22

2
1

2
)1(2

4 −
−

−
− +=−++ n

nn
n

n YYYY  dir  

(Tekcan ve Tayat 2014).  

 
222 cba =+  eşitliğini gerçekleyen pozitif cba ,,  tamsayıları için ),,( cba  üçlüsüne Pi-

sagor (Pythagorean) üçlüsü denir. 

Şekil 2.1. Pisagor üçlüsü 

 
Örneğin, (3,4,5), (5,12,13), (7, 24, 25), (8, 15, 17), (9, 40, 41) ve (11, 60, 61) birer Pisa-

gor üçlüleridir.  

 

Bazı tamsayı dizileri ile Pisagor üçlüleri arasında bir ilişki vardır. Örneğin, Pell sayıları 

için 

),,2( 22
1

22
11 nnnnnn PPPPPP +− +++  
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bir Pisagor üçlüsüdür. Gözeri ve ark. (2017), balans sayıları ile Pisagor üçlüleri arasında 

aşağıdaki gibi bağıntıların olduğunu göstermişlerdir. 

  

2.1.21. Teorem. (i) 1≥n  tamsayısı için 

nn

n

i
i

nn
n

i
i

nn BBzByBx −=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−+−=−−= +

==
∑∑ 1

11
,)1(41)1(,)1()1(4  

olmak üzere ),,( zyx  bir Pisagor üçlüsüdür. 

     (ii) 1≥n  tek tamsayısı için  

2

2
1

2
1

2
1

2

2
11

2

2
1

2
1

2
1

2

2
11

2
1

2
1

2
3

2
1

2
31

25

23

)2)((

−−++

−−++

−++++

+−=

−+=

+−−=

nnnn

nnnn

nnnnn

BBBBc

BBBBb

bbbbba

 

olmak üzere ),,( 111 cba  bir Pisagor üçlüsü ve 2≥n  çift tamsayısı için  

2

222
2

2

2
22

2

222
2

2

2
22

22
2

2
4

22
22

52

32

)2)((

nnnn

nnnn

nnnnn

BBBBc

BBBBb

bbbbba

+−=

−−=

+−−=

++

++

+++

 

olmak üzere ),,( 222 cba bir Pisagor üçlüsüdür (Gözeri ve ark. 2017). 

 

Bazı Pell denklemlerinin tamsayı çözümleri balans sayılarına bağlı olarak verilebilir. 

Örneğin, 18 22 =− yx  pozitif Pell denkleminin tüm pozitif tamsayı çözümleri 1≥n  için 

),(),( nnnn BCyx =  

dir.  

Aşağıdaki teoremde bazı özel Pell denklemlerinin pozitif tamsayı çözümleri balans sayı-

larına bağlı olarak verilmiştir. 

 

2.1.22. Teorem. (i) 12 22 =− yx  denkleminin tüm pozitif tamsayı çözümleri 

)2,4(),( nnnnn BcByx −=  

dir. 



 20

   (ii) 12 22 −=− yx  denkleminin tüm pozitif tamsayı çözümleri 

),(),( 1−−= nnnnn BBcyx  

dir. 

   (iii) 22 22 =− yx  denkleminin tüm pozitif tamsayı çözümleri 

),24(),( 1−++= nnnnn BBbyx  

dir. 

   (iv) 22 22 −=− yx  denkleminin tüm pozitif tamsayı çözümleri 

)3,(),( 11 −− −++= nnnnnnn BBCBByx  

dir. 

   (v) 42 22 =− yx  denkleminin tüm pozitif tamsayı çözümleri 

)4,222(),( 1 nnnnn Bbbyx ++= +  

dir. 

   (vi) 42 22 −=− yx  denkleminin tüm pozitif tamsayı çözümleri 

)24,28(),( 11 −− +−= nnnnnn CBCByx  

dir. 

   (vii) 48 22 =− yx  denkleminin tüm pozitif tamsayı çözümleri 

)222,(),( 11 nnnnnnn Bbbccyx −−−= ++  

dir. 

   (viii) 48 22 −=− yx  denkleminin tüm pozitif tamsayı çözümleri 

),2(),( 1−−= nnnnn BBcyx  

dir. 

  (ix) 432 22 =− yx  denkleminin tüm pozitif tamsayı çözümleri 

),3263(),( 111 ++− −−−−= nnnnnnn BcBbCyx  

dir (Gözeri ve ark. 2017). 

 

Benzer şekilde Ray (2009), 222 )1( yxx =++  denkleminin tamsayı çözümlerini aşağı-

daki gibi elde etmiştir.  
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2.1.23. Teorem. 222 )1( yxx =++  denkleminin tüm tamsayı çözümleri 

)
2

1
,

2

1
2

1

(),( n

n

nn
C

C

yx
+−

−

=  

dir (Ray 2009). 

 

 

2.2. Balans Sayıları ve Katsayılar Matrisi. 

 

Bu alt bölümde balans sayılarının katsayılar matrisi ile balans sayıları arasındaki ilişki 

ele alınacaktır. Balans sayılarının katsayılar matrisi   

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
=

01
16

BM  

olup bu matris ile ilgili olarak Ray (2012) aşağıdaki teoremi vermiştir.  

 

2.2.1. Teorem. BM  matrisinin n. kuvveti 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−

=
−

+

1

1

nn

nnn
B BB

BB
M  

dir (Ray 2012). 

 

Üstelik Ray (2012) yukarıdaki teoremi kullanarak aşağıdaki sonucu elde etmiştir.  

 

2.2.2. Sonuç. 1, ≥lk  tamsayıları için  

111
2 =− +− kkk BBB  ve lklklk BBBBB 11 −++ −=  

dir (Ray 2012). 

 

Ayrıca Ray (2012),  dcba +=+ özelliğindeki pozitif dcba ,,,  tamsayıları için 

d
B

c
B

b
B

a
B MMMM =  

eşitliğini kullanarak balans sayılarının terimleri arasında  

1111 −−−− −=− dcbadcba BBBBBBBB  
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şeklinde bir bağıntının olduğunu göstermiştir. Daha sonra verilen herhangi bir 0≥r  

tamsayısı için bu bağıntının daha genel hali olan  

rdrcrbradcba BBBBBBBB −−−− −=−  

bağıntısını elde etmiştir. Ayrıca 0≥n için BM  matrisinin n. kuvvetinin  

21IBMBM nBn
n
B −−=  

olduğunu göstermiştir ve aşağıdaki teoremi elde etmiştir.   

 

2.2.3. Teorem. nB  balans sayıları olmak üzere her 1≥k  tamsayısı için  

rrn
k

r
k

n

r

nrrn
k

r
k

n

r

n
kn BBB

r
n

BBB
r
n

B −
+

=

+−
−

=

−
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−= ∑∑ )()()1()()()1( 1

0

1
1

0

1  

dir (Ray 2012). 

 

Yukarıdaki teoremde 2=k  ve 3=k  olarak alınırsa aşağıdaki sonuç elde edilir. 

 

2.2.4. Sonuç. nB  balans sayıları için  

r
r

n

r

rn
n B

r
n

B 6)1(
0

2 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−= ∑

=

−   ve   r
r

n

r

rn
n B

r
n

B 35)1(
0

3 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−= ∑

=

−  

dir (Ray 2012). 

 

Balans sayılarının karakteristik denkleminin 83 +=γ  ve 83−=δ  kökleri için aşa-

ğıdaki teorem verilebilir.  

 

2.2.5. Teorem. BM  katsayılar matrisinin n. kuvvetinin özdeğerleri γ  ve δ  köklerinin 

n. kuvvetidir (Ray 2012). 

 

Yukarıdaki BM  katsayılar matrisinden farklı olarak  

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−

=
31
13

BN  

matrisi tanımlansın. Bu takdirde nnn CBB =−+ 31  olduğundan  
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⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−

=

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−−
−−−

=

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−

=

−

+

−+

−+

−

+

1

1

11

11

1

1

)3(3
)3(3

31
13

nn

nn

nnnn

nnnn

nn

nnn
BB

CC
CC

BBBB
BBBB

BB
BB

MN

 

dir. Üstelik BM  ve BN  matrisleri için  

B
nn

nnn
B N

CC
CC

M ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−

=
−

+

1

1

8
1  

dir. Balans sayıları arasındaki  

rdrcrbradcba BBBBBBBB −−−− −=−  

bağıntısına benzer bağıntı, balans ve Lucas-balans sayıları arasında da vardır ve  

rdrcrbradcba CBCBCBCB −−−− −=−  

şeklindedir.  Bu eşitlikte özel olarak ndcnbna ==−=+= ,1,1  ve 1−= nr   

olarak alınırsa 

311 =−−+ nnnn CBCB  

olduğu görülür.  BN  matrisi için BB NN
8
11 =−  olup  

BBBB MNNM =  

dir. Dolayısıyla dcba +=+  özelliğindeki pozitif dcba ,,,  tamsayıları için 

d
B

c
B

b
B

a
B MMMM =  ve B

d
BB

c
B

b
B

a
B NMNMMM =8  

dir. Buna göre 0≥r  tamsayısı için  

rdrcrbradcba CCBBCCBB −−−− −=− 88  

dir. Lucas-balans sayılarının  

18 2 += nn BC   

olarak tanımlandığına dikkat edilirse, yukarıdaki en son eşitlikte  

nrdcba =====   

olarak alınırsa  

18 22 =− nn BC  

olduğu görülür. 
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2.2.6. Teorem. nB  balans ve nC  Lucas-balans sayıları olmak üzere 0≥m  tamsayısı i-

çin  

nmnmmnmn BBBCBC +++++ −=− 111 3   ve  nmnmmnmn BBBCBC +++−+ −=− 3111  

dir (Ray 2012).  

 

 

2.3. Balans Fonksiyonları. 

 

Bu alt bölümde ilk olarak balans sayılarına bağlı olarak tanımlanan balans fonksiyonları 

ele alınacaktır. Daha sonra bu fonksiyonlara benzer şekilde tanımlanan Lucas-balans, 

Lucas-cobalans, Pell, Pell-Lucas ve kare üçgensel fonksiyonlar verilecektir.  

 

Behera ve Panda (1999), verilen herhangi bir x balans sayısı için  

18617)(,183)(,182)( 222 ++=++=+= xxxHxxxGxxxF  

ve  

116186)( 22 +++= xxxxK  

fonksiyonlarını tanımlamışlar ve bu fonksiyonların değerlerinin de birer balans sayısı 

olduğunu göstererek aşağıdaki teoremi elde etmişlerdir.  

 

2.3.1. Teorem. x herhangi bir balans sayısı olmak üzere )(),(),( xHxGxF ve )(xK de-

ğerleri de birer balans sayısıdır (Behera ve Panda 1999). 

 

Fonksiyonların tanımlarına dikkat edilirse her x balans sayısı için )(xF  daima çifttir. 

Ancak x tek balans sayısı iken )(xG  çift ve x çift balans sayısı ise )(xG  tektir.  

 

Behera ve Panda (1999), yukarıdaki fonksiyonlardan farklı olarak iki ve üç değişkenli  

1818),( 22 +++= xyyxyxf  

ve 

xyzyxzzxyzyxzyxf 8181818181818),,( 222222 +++++++++=  
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fonksiyonlarını (burada x, y ve z balans sayılarıdır) tanımlayarak aşağıdaki teoremi elde 

etmişlerdir.  

 

2.3.2. Teorem. x, y ve z herhangi üç balans sayısı olmak üzere ),( yxf  ve ),,( zyxf  de-

ğerleri de birer balans sayısıdır (Behera ve Panda 1999). 

 

Behera ve Panda (1999) nın balans sayıları için ele aldıkları balans fonksiyonlarına ben-

zer şekilde Ray (2009) da benzer problemi cobalans sayıları için ele almıştır. x ve y her-

hangi iki cobalans sayısı olmak üzere Ray (2009) aşağıdaki fonksiyonları tanımlayarak 

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

−+++++++++

++++++
=

++++++=

++++=

+++−=

++++=

1188188188)12(

188)12()12)(12(2
2
1),(

188)12(188)(

8188617)(

11883)(~
11883)(

222

2

22

2

2

2

yyxxxxy

yyxyx
yxt

xxxxxxh

xxxxg

xxxxf

xxxxf

 

bu fonksiyonların değerlerinin de birer cobalans sayısı olduğunu göstermiş ve aşağıdaki 

teoremi vermiştir.  

 

2.3.3. Teorem. x ve y herhangi iki cobalans sayı olmak üzere )(),(),( xhxgxf ve ),( yxt  

değerleri de birer cobalans sayısıdır. Üstelik x den sonra gelen cobalans sayısı )(xf  iken 

x den önceki cobalans sayısı )(~ xf  değeridir (Ray 2009). 

 

Yukarıda bahsedilen  

),,(),,(),(),(),(),( zyxfyxfxKxHxGxF  ve ),(),(),(),( yxtxhxgxf  

fonksiyonlarının mertebeleri belli değildir. Yani x, n. balans sayısı iken )(xF  değerinin 

kaçıncı balans sayısı olduğu belli değildir. Benzer şekilde x, n. cobalans sayısı iken 

)(xf değerinin kaçıncı cobalans sayısı olduğu belli değildir. Tekcan ve ark. (2015), ilk 

olarak bu problemi ele almışlar ve bu fonksiyonların kaçıncı balans ve kaçıncı cobalans 

sayısı olduğunu aşağıdaki gibi belirlemişlerdir.  
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2.3.4. Teorem. ),,(),,(),(),(),(),( zyxfyxfxKxHxGxF balans fonksiyonları için  

lknlknknknnn

nnnnnn

BBBBfBBBfBBK
BBHBBGBBF

++++

++

===
===

),,(,),(,)(
,)(,)(,)(

12

212  

ve ),(),(),(),( yxtxhxgxf  cobalans fonksiyonları için  

knknnnnnnn bbbfbbhbbgbbf +++ ==== ),(,)(,)(,)( 221  

dır (Tekcan ve ark. 2015). 

 

Daha sonra bu fonksiyonlardan farklı balans ve cobalans fonksiyonlarının olup olmadığı 

problemi üzerinde durmuşlar ve esasında sonsuz çoklukta balans ve cobalans fonksiyo-

nunun olduğunu göstermişlerdir. Şöyle ki 1≥k  tamsayısı için  

18)( 2 ++= xBxCxB kkk  

fonksiyonunu tanımlamışlar ve bu fonksiyondan yola çıkarak yukarıda bahsedilen ba-

lans fonksiyonlarının elde edilebileceğini göstermişlerdir. Gerçekten de 1=k  için  

)(183)( 2
1 xGxxxB =++=  

ve 2=k  için  

)(18617)( 2
2 xHxxxB =++=  

dir. Üstelik k nın diğer değerleri için elde ettikleri  

...
1811893363)(için5

18204577)(için4

183599)(için3

2
5

2
4

2
3

++==

++==

++==

xxxBk

xxxBk

xxxBk

 

fonksiyonlarının da birer balans fonksiyonu olduğunu göstermişlerdir. Dolayısıyla 1≥k  

tamsayısı için )(xBk  balans fonksiyonlarının sayısının sonsuz olduğunu belirtmişlerdir. 

Ayrıca tanımladıkları bu balans fonksiyonunun, kaçıncı balans sayısını verdiğini de be-

lirlemişlerdir. Öyle ki, x in n. balans sayısı olması durumunda )(xBk  fonksiyonunun 

değerinin ).( kn +  balans sayısı, yani  

knnk BBB +=)(  

olduğunu göstermişlerdir. Benzer şekilde 1≥k  tamsayısı için  

kkkk bxxBxCxb +++++= )1188()( 2*  
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fonksiyonunu tanımlamışlar ve yine bu fonksiyondan yola çıkarak yukarıda bahsedilen 

cobalans fonksiyonlarının elde edilebileceğini göstermişlerdir. Gerçekten de 1=k  ve 

2=k  için sırasıyla  

)(8188617)(

)(11883)(
2*

2

2*
1

xgxxxxb

xfxxxxb

=++++=

=++++=
 

dir. Üstelik k nın diğer değerleri için elde ettikleri  

...
168118811893363)(için5

288188204577)(için4

491883599)(için3

2*
5

2*
4

2*
3

++++==

++++==

++++==

xxxxbk

xxxxbk

xxxxbk

 

fonksiyonlarının da birer cobalans fonksiyonu olduğunu ve bu cobalans fonksiyonları 

için, x in n. cobalans sayısı olması durumunda )(* xbk  fonksiyonunun değerinin ).( kn +  

cobalans sayısı, yani  

knnk bbb +=)(*  

olduğunu göstermişlerdir. 

 

Yukarıda tanımladıkları balans ve cobalans fonksiyonları dışında aşağıdaki fonksiyonla-

rı da elde etmişlerdir.  

 

2.3.5. Teorem. (i) x, n. balans ve y de n. cobalans sayısı olmak üzere  

4
1188188

),(
22

1
+++++−

=
yyxxy

yxB  

fonksiyonunun değeri n. balans sayısı ve  

1188182),( 22
2 +++++++= yyxyxyxB  

fonksiyonunun değeri de ).1( +n  balans sayısıdır.  

    (ii) 0≥k  tamsayısı için kkk CbB ,,  sırasıyla k. balans, k. cobalans ve k. Lucas-balans 

sayıları olmak üzere verilen herhangi bir x balans sayısı için  

12

2

0
2

221 2118)( ++

−

=
+ ∑−++++= ki

n

i
knkkk BbxCxxBxB  

fonksiyonunun değeri bir balans sayısıdır. x, n. balans sayısı ise )(1 xBk  fonksiyonunun  
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değeri ).2( kn +  balans sayısıdır. k tek ise )(1 xBk  tek balans sayısı, k çift ise )(1 xBk  çift 

balans sayısıdır.  

     (iii) x, n. balans, y, m. cobalans ve z de n. Lucas-balans sayısı olmak üzere  

2
1182)(

2

1
−++

=
xxxb  

fonksiyonunun değeri ).1( +n  cobalans sayısı ve  

2
11821882

),,(
22

2
−+++++

=
zxyyyx

zyxb  

fonksiyonunun değeri de ).( mn +  cobalans sayısıdır (Tekcan ve ark. 2015). 

 

2.3.6. Teorem. kkk cCB ,,  sırasıyla k. balans, k. Lucas-balans ve k. Lucas-cobalans sayı-

ları olmak üzere aynı n mertebeli x balans ve y cobalans sayıları için  

   (i) 2≥k  için  

1
2

1
2

1 18818),( −+−− +++++= knkkk cyycxCyxC  

fonksiyonunun değeri ).1( −+ kn  Lucas-balans sayısıdır.  

   (ii) 11≥−≥ kn  için 

1
2

1
2

1 18188),( +−−− +++++= knkkk CxcyyCyxc  

fonksiyonunun değeri ).1( −+ kn  Lucas-cobalans sayısıdır ve 1≥k  için 

188)12(4)( 2 ++++= yyCyByc kkk  

fonksiyonunun değeri ).( kn + Lucas-cobalans sayısıdır (Tekcan ve ark. 2015). 

 

2.3.7. Teorem. 0≥k tamsayısı için kkkkkk QPcCbB ,,,,, sırasıyla k. balans, k. coba-

lans, k. Lucas-balans, k. Lucas-cobalans, k. Pell ve k. Pell-Lucas sayıları olsun. Aynı n 

mertebeli x balans, y cobalans, z Lucas-balans ve w Lucas-cobalans sayıları için  

   (i)  

k
kk

k P
yyxCyxB

yxP 2

22
1

2
)18818()(8

),( +
++++++

=  

fonksiyonunun değeri, ).22( kn +  Pell sayısı,   
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2
18818

),(
22

2 ++++
=

yycxC
yxP kk

k  

fonksiyonunun değeri, ).122( −+ kn  Pell sayısı ve  

2
18818

),,,(
22

1
++++

=
yywxz

wzyxP  

fonksiyonunun değeri de ).14( −n  Pell sayısıdır.  

    (ii) 18818),( 22 ++++= yybxByxG kkk  fonksiyonu tanımlansın. 1=k  için bu 

fonksiyonunun değeri, n. Lucas-balans sayısı, yani  

nCyxG =),(1  

iken 2=k  için fonksiyonun değeri ).12( +n  Pell sayısının dört katı, yani 

122 4),( += nPyxG  

dir. Esasında her 1≥k  tamsayısı için ),( yxGk  fonksiyonun değeri 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

≥++

≥

=

++

−

=
−

−+
=

∑

∑

tek34

çift24

),(

342

2
3

0
122

342

2

1

kPPP

kP

yxG

in

k

i
nn

in

k

i

k  

veya n den )1( −+ kn  e kadar olan Lucas-balans sayılarının toplamı, yani 

i

kn

ni
k CyxG ∑

−+

=
=

1
),(  

dir. 

(iii) kkkk QxxBxCxQ 2
22 183232)( +++=  fonksiyonunun değeri de ).24( kn +  Pell-

Lucas sayısıdır, yani,  

knk QxG 24)( +=  

dır (Tekcan ve ark. 2015). 

 

1≥n  tamsayısı için 
2

)1( +nn  şeklindeki sayılara üçgensel sayılar denir ve nT  ile gösteri-

lir. O halde   
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2
)1( +

=
nnTn  

dir. Örneğin, 1, 3, 6, 10, 15, 21, 28, 36, 45,… birer üçgensel sayıdır. 

 

                                      Şekil 2.2. Üçgensel sayılar 

 
                                        

Üçgensel sayılar ile balans sayıları arasında yakın bir ilişki vardır. Gerçekten de balans 

sayıları için geçerli olan  

)()2()1()1(21 rnnnn ++⋅⋅⋅++++=−+⋅⋅⋅++  

Diophantine denkleminden  

2
)1)((2 +++

=
rnrnn   

elde edilir. Bu eşitliğe göre “n bir balans sayısı 2n⇔  bir üçgensel sayı” olduğu görü-

lür. O halde 
nn bBn TB +=2 dir. Üçgensel sayılardan bazıları tam kare olup bu sayılara kare 

üçgensel sayılar denir. Örneğin, 1, 36, 1225, 41626, ⋅⋅⋅  birer üçgensel sayı olup aynı 

zamanda tam kare olduğundan bu sayılar birer kare üçgensel sayılardır.  

 

                                    Şekil 2.3. Üçgensel ve kare üçgensel sayılar 
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Kare üçgensel sayılar nS  ile gösterilirse, belli pozitif ns  ve nt  tamsayıları için  

2
)1(2 +

== nn
nn

ttsS            (2.3.1) 

olduğu görülür. Örneğin, 6=n  için 6930,48024900 66 == sS  ve 98006 =t  dir.  

 

Yukarıda da belirtildiği üzere  “n bir balans sayısı 2n⇔  bir üçgensel sayı” olduğu ger-

çeği dikkate alınırsa nn Bs = olduğu görülür. Diğer yandan (2.3.1) eşitliğinden  

02
2

)1( 222 =−+⇔
+

= nnn
nn

n stttts  

denklemi elde edilir. nn Bs =  ve nn CB =+ 281  olduğundan bu denklemin bir kökü  

2
1

2
811 2 −

=
++−

= nn
n

Cs
t  

olarak elde edilir. O halde (2.3.1) eşitliği  

8
12

2 −
== n

nn
CBS   

haline gelir. Böylece kare üçgensel sayılar ile balans ve Lucas-balans sayıları arasında 

bir ilişki kurulmuş olur. 

 

Nasıl ki tüm balans sayılarının Binet formülleri, Pell sayılarının karakteristik denklemi-

nin köklerine bağlı olarak verilebilmişse, kare üçgensel sayıların ve (2.3.1) eşitliğindeki 

ns  ve nt  pozitif tamsayılarının Binet formülleri  

24
,

32
2 2244 nn

n

nn

n sS βαβα −
=

−+
=  ve 

4
222 −+

=
nn

nt
βα  

dir.  

 

2.3.8. Teorem. Aynı n. mertebeden herhangi x balans ve y cobalans sayıları için  

2
318831826

),(

8
118818)1(44

),(

22

222

+++++−
=

+++++++
=

yyxy
yxs

yyxyyx
yxS

 

ve 
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2
18818)1(2

),(
22 ++−++−−

=
yyxyx

yxt  

fonksiyonları tanımlansın. Bu takdirde  

1),(,),( −== nn syxsSyxS  ve  ntyxt =),(  

dir  (Tekcan ve ark. 2015). 
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3. t-BALANS SAYILARI  

 

Bu bölümde balans sayılarının daha genel hali olan −t balans sayılarından bahsedile-

cektir. Ancak ilk olarak 122 222 −=− tyx  Pell denkleminin tüm pozitif tamsayı çö-

zümlerinin belirlenmesi gereklidir. 

 

 

3.1. 122 222 −=− tyx  Pell Denklemi.  

 

Bu kısımda 122 222 −=− tyx  Pell denkleminin tüm pozitif tamsayı çözümlerinin kü-

mesi ele alınacaktır. Hatırlanacağı üzere, 0≥t  bir tamsayı olmak üzere belli bir pozitif r 

tamsayısı için  

)()2()1(21 trntntnn +++⋅⋅⋅++++++=+⋅⋅⋅++  

eşitliğini gerçekleyen pozitif n tamsayısına −t balans sayısı, eşitlikteki r sayısına da 

−t cobalans sayısı denilmişti. Yukarıdaki eşitlik sırasıyla r ve n ye göre çözülürse  

2
)12()1(88)122( 22 +++++++−

=
ttnntn

r  ve 
2

188)12( 2 +++−
=

rtrrn   (3.1.1) 

elde edilir. Balans sayıların da olduğu gibi, −t balans sayıları t
nB  ve −t cobalans sayıla-

rı da t
nb  ile gösterilir. (3.1.1) deki eşitliklerden elde edilen 

22 )12()1(8)(8 ++++= ttBBC t
n

t
n

t
n  ve 18)(8 2 ++= t

n
t
n

t
n tbbc                            (3.1.2) 

sayılara da sırasıyla n. Lucas −t balans ve n. Lucas −t cobalans sayıları denilmişti.   

 

−t balans sayılarının genel terimlerinin belirlenmesi için belli bir Pell denkleminin tüm 

pozitif tamsayı çözümlerinin belirlenmesi gerekir. Çünkü (3.1.1) eşitliğinde de görüle-

ceği üzere  

“r, bir −t cobalans sayısı 188 2 ++⇔ rtr  bir tam kare”  

gerçeği dikkate alınırsa sıfırdan farklı belli bir y tamsayısı için 
22 188 yrtr =++  

denklemi elde edilmiş olur. Bu denklem yeniden düzenlenirse  
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12)2(2 222 −=−+ tytr  

olduğu görülür. Buna göre, trx += 2  olarak alınırsa yukarıdaki denklem 

122 222 −=− tyx            (3.1.3) 

Pell denklemine indirgenmiş olur. Bu denklemin tüm tamsayı çözümlerini belirleyebil-

mek için çözüm sınıflarına ve çözüm matrislerine ihtiyaç vardır. Bu nedenle ilk olarak 

bazı kavramlar ve notasyonlar verilecektir.  

 

∆  tam kare olmayan pozitif bir diskriminant olmak üzere 

},:{)( QQ ∈∆+=∆ yxyx  

kuadratik sayı cisminin herhangi bir ∆+= yxα  elemanın eşleniği ∆−= yxα  ve 

normu 22)( yxN ∆−=α  dir. Buna göre  

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

≡∆∆+

≡∆
∆

=∆

ise)4(mod1
2

1

ise)4(mod0
4

ρ  

olmak üzere },:{ Z∈+= ∆∆ yxyxO ρ , )( ∆Q  nın bir alt halkasıdır. Bu ∆O  halkasının 

birimleri, normu 1±  olan elemanlar olup bu birimlerin kümesi *
∆O  ile gösterilir. *

∆O  da 

normu 1 olan birimlerin kümesi *
1,∆O  ile gösterilsin. ∆O  nın 1 den büyük en küçük biri-

mine temel birim denir ve bu temel birim ∆ε  ile gösterilir. 

  

R∈cba ,,  olmak üzere  

22),( cybxyaxyxF ++=  

şeklindeki polinomlara kuadratik form denir. Bu formun diskriminantı )(F∆=∆  ile 

gösterilir ve acbF 4)( 2 −=∆  olarak tanımlanır. Z∈cba ,,  olması durumunda F ye tam 

form, 0>∆  olması durumunda ise F ye indefinite form denir. Tam kare olmayan ∆  

diskriminantlı F indefinite tam formu 

a

ybaxybax
yxF

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ∆−
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ∆+
+

=
22

),(  
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şeklinde yazılabilir. Buna göre  

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∈
∆+

+= ZyxybaxM F ,:
2

 

olarak tanımlanırsa FMybax ∈
∆+

+
2

 ve ∆∆ ∈+ Ovu ρ  olmak üzere  

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

≡∆
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+
+−

−
+

≡∆
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+−

−

=′′

)4(mod1

2
1

2
1

][

)4(mod0

2

2][

][

vbucv

avvbu
yx

vbucv

avvbu
yx

yx                                        (3.1.4) 

için  

FMybxaybaxvu ∈′
∆+

+′=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ∆+
++ ∆ 22

)( ρ  

dir. Şu halde myxF =),(  denkleminin tamsayı çözümleri kümesi ile FM  kümesi ara-

sında  

ybaxyx
2

),( ∆+
+=Ψ  

olarak tanımlanan birebir bir 

})(:{}),(:),{(: amNMmyxFyx F =∈→=×∈Ψ γγZZ  

dönüşümü tanımlanmış olur. Buna göre, myxF =),(  denklemini çözmek demek, FM  

nin normu am  olan elemanlarını bulmak demektir. ∆ε  temel birimi için 

⎩
⎨
⎧

−=
=

=
∆∆

∆∆
∆ ise1)(

ise1)(
2 εε

εε
τ

N
N

 

ve  

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

<⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
∆

>⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
∆

=≤≤

∆

∆∆

∆

∆∆

ise01

ise01

0
2/1

2/1

amam

amam

Uy

τ
ττ

τ
ττ
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olarak tanımlansın. myxF =),(  denkleminde gerekli düzenlemeler yapılırsa 

22 )2(4),( byaxamymyxF +=+∆⇔=  

elde edilir. Buna göre ],0[ U  aralığındaki y değerleri için, amy 42 +∆  ifadesinin tam ka-

re olup olmadığı kontrol edilir. Eğer amy 42 +∆  tam kare ise yukarıdaki eşitlikten x de-

ğeri (veya değerleri) elde edilir. Dolayısıyla myxF =),(  denkleminin tamsayı çözümle-

ri için bir ]}{[ yx  çözüm sınıfı elde edilmiş olur. Bu çözüm sınıfı ve (3.4) eşitliğinde-

ki çözüm matrisi kullanılarak myxF =),(  denkleminin tüm tamsayı çözümleri elde e-

dilmiş olur (Flath 1989).  

 

Örneğin, 9143217 22 =++ yxyx  denklemi ele alınsın. Bu denklem için 1841772 +=ε  

olup 1)( 72 =εN  olduğundan 1841772 +=τ  dir. Buna göre 

246.8
18417
18416

72
)18417(9170

2/1

≅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

+
++⋅⋅

=≤≤ Uy  

olur. Bu aralıktaki y değerlerinden 2 ve 4 için 612724 22 +=+∆ yamy  ifadesi bir tam 

karedir ve y nin bu değerleri için sırasıyla 1−=x  ve 5−=x  olarak elde edilir. O halde 

verilen denklem için çözüm sınıfı  

]}45[],21{[ −−  

dür. Çözüm matrisi (3.1.4) eşitliğinden 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−

=
8156
6847

M  

olarak elde edilir. Şu halde denkleminin tüm tamsayı çözümleri kümesi  

}:]45[,]21[{ Z∈−±−± nMM nn  

dir. 

 

Bu açıklamalardan sonra esas konuya geçilebilir. (3.1.3) deki  

 

Pell denklemi dikkate alındığında, bazı t değerleri için iki, bazı t değerleri için dört ve 

bazı t değerleri için daha fazla çözüm sınıfının olduğu görülür. Aşağıdaki çizelgede bazı 

t değerleri ve bu t değerlerine karşılık gelen çözüm sınıfları verilmiştir. 

122 222 −=− tyx
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   Çizelge 3.1. 122 222 −=− tyx denklemi için çözüm sınıfları  

t Çözüm sınıfı 

3 ]}13{[±  

5 ]}77[],15{[ ±±  

37 }]4147[],3143[],2541[],137{[ ±±±±  

 

Bu nedenle çözüm sınıfını tam olarak belirleyebilmek için t üzerine bazı kısıtlamaların 

konması gerekir. Bu kısımda verilen tüm sonuçlar 12,2 2 −≥ tt  asal olacak şekilde ka-

bul edilerek verilmiştir (Böylelikle çözüm sınıfı tek türlü olarak belirlenebilmiştir).  

 

3.1.1. Teorem. 122 222 −=− tyx  Pell denklemi için 

   (i) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

32
43

M  ve  

0,]1[][ 1212 ≥=++ nMtyx n
nn   ve  1,]1[][ 22 ≥−= nMtyx n

nn  

olmak üzere denklemin tüm pozitif tamsayı çözümlerinin kümesi 

}1:),{(}0:),{( 221212 ≥∪≥=Ω ++ nyxnyx nnnn  

dir.  

   (ii)  M matrisinin n. kuvveti 1≥n  için  

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

nn

nnn

CB
BC

M
2

4
 

dir. 

   (iii) Denklemin tüm pozitif tamsayı çözümlerinin kümesi, balans ve Lucas-balans sa-

yılarına bağlı olarak  

1),4,2(),(
0),4,2(),(

22

1212

≥−−=
≥++=++

nCtBBtCyx
nCtBBtCyx

nnnnnn

nnnnnn  

olmak üzere }1:),{(}0:),{( 221212 ≥∪≥=Ω ++ nyxnyx nnnn dir.  

   (iv) Denklemin tüm pozitif tamsayı çözümlerinin kümesi, Pell sayılarına bağlı olarak  

1),2,)((),(
0),2,)((),(

1222212222

122221221212

≥−−−+=
≥++++=

−−

−−++

nPPtPPPPtyx
nPPtPPPPtyx

nnnnnnnn

nnnnnnnn  

olmak üzere }1:),{(}0:),{( 221212 ≥∪≥=Ω ++ nyxnyx nnnn dir (Tekcan ve Yazla 2017). 
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İspat. (i) 122 222 −=− tyx  Pell denklemi için 223+=∆τ  olup Uy ≤≤0 aralığın-

daki y değerlerinden sadece 1=y için )12(8 22 −+ ty ifadesi bir tam karedir ve y nin bu 

değeri için tx ±=  dir. Şu halde çözüm sınıfı ]}1{[ t±  olup  (3.1.4) den çözüm matrisi 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

32
43

M  

olarak elde edilir. Bu çözüm sınıfı ve matris dikkate alınırsa  

       0≥n  için nMt ]1[  denklemin ),( 1212 ++ nn yx  pozitif tamsayı çözümlerini 

       1≥n  için nMt ]1[ −  ise denklemin ),( 22 nn yx  pozitif tamsayı çözümlerini  

üretir. O halde denklemin tüm pozitif tamsayı çözümlerinin kümesi 

}1:),{(}0:),{( 221212 ≥∪≥=Ω ++ nyxnyx nnnn  

dir.  

(ii) 1=n  için 31 =C  ve 11 =B  olduğundan eşitlik doğrudur. Eşitliğin 1−n  için doğru 

olduğu yani,  

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

−−

−−−

11

111

2
4

nn

nnn

CB
BC

M  

olduğu kabul edilsin. Bu takdirde 

nnnnnnnnn BBCBCBCBC =+=+=+ −−−−−− 11,11,11 3383  

ve 

nnn CCB =+ −− 11 38  

olduğundan  

n

nn

nn

nnnn

nnnnn M
CB
BC

CBBC
CBBC

MM =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
++
++

=
−−−−

−−−−−

2
4

3862
41283

1111

11111  

dir, yani eşitlik her n için doğrudur. 

(iii) (i) ve (ii) den kolayca görüleceği üzere  

)4,2(),( 1212 nnnnnn CtBBtCyx ++=++   

ve   

)4,2(),( 22 nnnnnn CtBBtCyx −−=  

dir. 

(iv) nn BP 22 =  ve nnn CPP =+ −122  olduğundan sonuç açıktır. 
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Aşağıdaki çizelgede 3=t  için 172 22 =− yx  Pell denkleminin ilk 10 tamsayı çözümü 

verilmiştir.  

Çizelge 3.2. 172 22 =− yx  Pell denkleminin ilk 10 tamsayı çözümü  

n ),( nn yx  

1 (3, 1) 

2 (7, 9) 

3 (11, 15) 

4 (39, 55) 

5 (63, 89) 

6 (227, 321) 

7 (367, 519) 

8 (1323, 1871) 

9 (2139, 3025) 

10 (7711,10905) 

 

 

3.2.  t-Balans Sayıları. 

 

Bu kısımda −t balans sayılarının genel terimleri, bu sayıların Binet formülleri, ilk −n  

terim toplamları, Pell, Pell-Lucas, diğer balans sayıları ve son olarak da kare üçgensel 

sayılar ile olan ilişkisinden bahsedilecektir.  

 

Dash ve ark. (2012), −t balans ve −t cobalans sayılarının genel terimleri arasında  

)1(26 42 ++−= −− tBBB t
n

t
n

t
n  ve  tbbb t

n
t
n

t
n 26 22 +−= −+  

şeklinde bir indirgeme bağıntısının olduğunu göstermişler ve aşağıdaki sonuçları elde 

etmişlerdir.  

 

3.2.1. Teorem. t
nB   −t balans ve t

nC  Lucas −t balans sayıları sırasıyla   

2
22

2 )12()]1([ +=−+− −+ tBBtB t
n

t
n

t
n    ve   t

n
t
n

t
n CCC 22 6 −+ −=  

indirgeme bağıntısını gerçekler (Dash ve ark. 2012). 
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Balans fonksiyonlarına benzer şekilde Dash ve ark. (2012), verilen herhangi bir x, −t  

balans sayısı için  

22 )12()1(88)1(3)( +++++++= ttxxtxxf  

ve  

22 )12()1(88)1(3)(~
++++−++= ttxxtxxf  

fonksiyonlarını tanımlamışlar ve aşağıdaki teoremleri elde etmişlerdir.  

 

3.2.2. Teorem. x bir −t balans sayısı ise )(xf  değeri de bir −t balans sayısıdır. Eğer x, 

n. −t balans sayısı ise ).2( +n  −t balans sayısı )(xf  ve ).2( −n  −t balans sayısı da 

)(~ xf  değeridir (Dash ve ark. 2012). 

 

3.2.3. Teorem. nB  balans ve nC  Lucas-balans sayılar olmak üzere 1≥n  tamsayısı için  

2
1

22
11

22

2
1

22

1828

)24(243224

)24(223216

+

++

+

=−++

+=++

+=+++

nnnnn

nnnnnn

nnnnn

cCBCB

bcCBCB

bCBCB

 

dir (Tekcan ve Yazla 2017). 

İspat.  Sadece ilk eşitlik gösterilecektir. Diğer eşitlikler de benzer şekilde gösterilebilir. 

Balans sayıları için 
2

,
24

2222 nn

n

nn

n CB βαβα +
=

−
= ve 

2
1

24

1212
−

−
=

−− nn

nb βα  oldu-

ğu dikkate alınırsa  

2
11

2
1

121221212

21212

241224

2222222222

22

)24(41616

4
2
1

24
16

2
1

24
16

24
16

2
)(2

2
2

2
24

32
224

16

223216

+=++=

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=

+−
=

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=

+++

+++

++++

++

+++

nnn

nnnn

nn

nnn

nnnnnnnn

nnnn

bbb

CBCB

βαβα

βα

βαβα
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olduğu görülür.  
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Yukarıda 12,2 2 −≥ tt  asal olacak şekilde kabul edilmiş ve 122 222 −=− tyx  Pell 

denkleminin tüm pozitif tamsayı çözümleri kümesi elde edilmişti. Bu kısımda ise 

trx += 2  eşitliği dikkate alınarak −t balans sayılarının genel terimleri verilecektir. Yi-

ne bu kısımda da elde edilen tüm sonuçlar 12,2 2 −≥ tt  asal olacak şekilde kabul edile-

rek verilmiştir.  

 

3.2.4. Teorem. 1≥n  için tüm −t balans sayılarının genel terimleri 
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İspat. trx += 2  olduğundan 3.1.1. Teoreminin (iii) ünden 1≥n  için  
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elde edilir. Buna göre (3.1.1) den 
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olarak elde edilir. 3.2.3. Teoremi ve (3.1.2) eşitliği kullanılırsa  
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elde edilir. Diğer eşitlikler de benzer şekilde gösterilebilir.  

 

−t balans sayılarının genel terimleri, balans sayılarına bağlı olduğundan ve balans sayı-

larının Binet formülleri belli olduğundan −t balans sayılarının Binet formülleri de aşa-

ğıdaki gibi elde edilir.  

 

3.2.5. Teorem. 1≥n  için −t balans sayılarının Binet formülleri 
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İspat. Balans ve Lucas-balans sayılarının Binet formülleri dikkate alınırsa  
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olduğu görülür. Diğerleri de benzer şekilde gösterilebilir. 

 

Yukarıda −t balans sayılarının genel terimleri, balans sayılarına bağlı olarak elde edil-

mişti. Aşağıdaki teoremde ise tersine, balans sayılarının genel terimleri −t balans sayı-

larına bağlı olarak verilmiştir.  

 

3.2.6. Teorem. Balans sayılarının genel terimleri  
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İspat. 3.2.4. Teoremine göre  
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olarak elde edilir. Diğer eşitlikler de benzer şekilde gösterilebilir. 

 

3.2.4 ve 3.2.6. Teoremlerine dikkat edilirse, balans ve −t balans sayıları arasında birebir 

bir eşleme kurulmuş olur.  
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Balans sayılarının genel terimleri, −t balans sayılarına bağlı olarak verilebildiği gibi, 

Pell ve Pell-Lucas sayılarının genel terimleri de −t balans sayılarına bağlı olarak aşağı-

daki gibi verilebilir.  

 

3.2.7. Teorem. Pell ve Pell-Lucas sayılarının genel terimleri 1≥n  için 
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İspat. 
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dir. Diğer eşitlikler de benzer şekilde gösterilebilir.  

 

3.2.8. Teorem. −t balans sayılarının ilk n-terim toplamı, 2≥n  çift için   
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İspat. n çift, yani belli bir 1≥k  tamsayısı için kn 2=  olsun. Bu takdirde 
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dir. Diğer eşitlikler de benzer şekilde gösterilebilir.  

 

Yukarıdaki teoreme benzer şekilde aşağıdaki teorem verilebilir.  

 

3.2.9. Teorem. nn QP ,  ve nB  sayıları için  
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İspat. Sadece ilk eşitliğin gerçeklendiği gösterilecektir. Diğer eşitlikler de benzer şekil-

de gösterilebilir.  
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olduğu görülür.  

 

Pell, Pell-Lucas ve balans sayılarının bazı toplamları tam kare olup bu toplamlar, −t ba-

lans sayılarına bağlı olarak aşağıdaki gibi verilebilir.  

 

3.2.10. Teorem. nn QP ,  ve nB  sayıları için  
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İspat. Pell sayılarının ilk n terim toplamının  

2
11 −+ +nn PP  

olduğu dikkate alınırsa 
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olduğu görülür. Diğer eşitlikler de benzer şekilde gösterilebilir.  

 

Kare üçgensel sayıların genel terimleri, −t balans sayılarına bağlı olarak aşağıdaki gibi 

verilebilir.  

 

3.2.11. Teorem. 1≥n  tamsayısı için  
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İspat. ns  ve nt  nin Binet formülleri dikkate alınırsa  
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ve benzer şekilde  
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dür. Son eşitlik de benzer şekilde gösterilebilir.  
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Yukarıdaki teoremde, kare üçgensel sayıların genel terimleri, −t balans sayılarına bağlı 

olarak verilebilmişti. Tersine −t balans sayılarının genel terimleri de ns  ve nt  ye bağlı 

olarak aşağıdaki gibi verilebilir.  

 

3.2.12. Teorem. 1≥n  tamsayısı için −t balans sayılarının genel terimleri  
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İspat. nnn sCB ,,  ve nt  nin Binet formülleri dikkate alınırsa 

1)2(

1
4

2
24224

2

24
22

4
2

2

1
224

21
224

4

2
)12()14(

22222222

12121212

22222222

12

−−−+=

−
−+

−
−

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
+

−+
=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +−
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −+
=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
+

+
+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
−

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−

+
+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −

=

++−−+
=

++++

−

nnnn

nnnnnnnn

nnnn

nnnnnnnn

nnnnt
n

tstst

t

t

t

CBtCBB

βαβαβαβα

βαβα

βαβαβαβα

 

dir. Diğer eşitlikler de benzer şekilde gösterilebilir.  

 

3.2.11 ve 3.2.12 Teoremlerine göre, −t balans sayıları ile kare üçgensel sayılar arasında 

da birebir bir ilişki kurulmuş olur.  
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