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OZET
Yiiksek Lisans Tezi
GENELLESTIRILMIS BALANS SAYILARI
Aziz YAZLA
Uludag Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dali

Damisman: Prof. Dr. Ahmet TEKCAN

Bu ¢aligmada tamsay1 dizilerinde yeni bir kavram olan t —balans sayilar1 ele alinmig ve
bu sayilarin bazi cebirsel 6zellikleri verilmistir. Ayrica bu sayilarin Pell, Pell-Lucas,
diger balans sayilar1 ve kare iiggensel sayilar ile olan iliskisinden bahsedilmistir.

Tezin birinci boliimiinde, daha sonraki boliimlerde kullanilacak olan bazi temel kavram-
lara, notasyonlara ve teoremlere yer verilmistir.

Ikinci boliimde, balans sayilari, bu sayilarin bazi cebirsel 6zellikleri, Pell ve Pell-Lucas
tamsay1 dizileri ile olan iligkisi, balans sayilarinin katsayilar matrisi ve bu matris ile
ilgili baz1 cebirsel bagintilar ve balans fonksiyonlarindan bahsedilmistir.

Tezin tiglincii boliimii orijinal ¢alisma olup bu bolimde ilk olarak 2x* —y?* =2t* —1

Pell denkleminin tiim pozitif tamsay1 ¢oziimleri elde edilmis ve daha sonra t —balans
sayilarinin genel terimleri ve bu sayilarin Binet fromiilleri verilmistir. Daha sonra t—
balans sayilarimin balans, Pell, Pell-Lucas ve kare {liggensel sayilar ile olan iligkisi
tizerinde durulmustur.

Anahtar Kelimeler: Balans, Pell, Pell-Lucas, t —balans sayilari, Pell denklemleri.

2017, vii + 51 sayfa.



ABSTRACT
MSc Thesis
GENERALIZED BALANCING NUMBERS
Aziz YAZLA
Uludag University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics
Supervisor: Prof. Dr. Ahmet TEKCAN

In this work, some algebraic properties of generalized balancing numbers, namely
t —balancing numbers and their relationships with Pell, Pell-Lucas and square triangular

numbers are considered.

In the first section, some preliminary notations, definitions and theorems which are to
be used in later sections are given.

In the second section, balancing numbers, their some algebraic properties, their relation-
ships with Pell and Pell-Lucas numbers, companion matrices and some specific balanc-
ing functions are considered.

In the third section which is the original part of the thesis, we first determine the set of
all positive integer solutions of the Pell equation 2x* — y? = 2t> —1. Later we obtain the

general terms of all t—balancing numbers, their Binet formulas. We also deduce some
theorems concerning the relationships between t—balancing numbers and Pell, Pell-
Lucas and square triangular numbers.

Key words: Balancing, Pell, Pell-Lucas, t —balancing numbers, Pell equations.

2017, vii + 51 pages.
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1. GIRIS

Bu bolumde tezin ileriki bolimlerinde kullanilacak olan bazi temel kavramlara ve teo-

remlere yer verilmistir.

pveq, p>—49>0 ozelliginde iki tamsay1 olmak iizere baslangi¢ degerleri
U,=0,U,=1LV,=2,V,=p
ve genel terimleri n > 2 i¢in
Uy =Uq(p,q)=pU,, -aqU,,
ve
Vi =Va(p,9) = pVo, =0V,
olan U, ve V, tamsay1 dizileri tanimlansin. Bu tamsayi dizilerinde p ve g nun 6zel hal-
leri i¢in bilinen bazi 6zel tamsay: dizileri elde edilir. Ornegin, p =1, q = -1 igin
U,=U,1,-1)=F,
Fibonacci tamsay1 dizisi iken
V,=V,(1,-1) =L,
Lucas tamsay1 dizisidir. Bu iki tamsay1 dizisi arasinda birgok cebirsel bagint1 olup bu
bagintilardan en 6nemlisi
L,=F_ +F.

dir. Ayrica bu iki tamsay1 dizisi arasinda agsagidaki gibi cebirsel bagintilar da vardir:

Fon = Fou = Faot = Fa(Foy + Fo)
=F,F +2F_)=3F,,-F4

Fani = Fo + F =3F00 = Fons

Fony = Fr +F2y

Fon=F +F) —Fo =4F,; + Fg

Fn2+2 - Fn2+1 =FF

I:n2+1 =4F, Fn—l + Fnzfz
FoiFn + Fy I:m—l = Fren

b thefe p R 2 oSE2 =4y

m-+n n -
2

n+3

n+1

F



2(Fn4 + Fnil + Fniz) = (Fn2 + I:n2+l + I:n2+2)2

3 Fzz _ 3F22n+1 + 2F22n+2 - 6F,) Fon, —2n-5
1
] 5

(Ln +\/§Fn]m Ly +5F,

2 2
Lzm L2n = I-?n+n + SFrﬁ—n
I:n Fn2+3 -F g (_1)n+1 I:n+1

n+2 =

I-(2m+1)(4n+1) - L2m+1 = 5F2n(2m+l)F(2m+1)(2n+1)

Benzer sekilde p =2, q=-1 i¢in
U,=U,2,-1)=P

n

Pell tamsay1 dizisi iken
V,=V,(2,-1)=Q,
Pell-Lucas tamsay1 dizisidir. Bu iki tamsayi dizisi arasinda da bir¢ok cebirsel baginti o-
lup bu bagintilardan bazilari (n>m)
P.Qn = Poim + (D" Poy » Py = PQn, Popyy = Py +Qpyy + (=D,

P = Qn+1 + Qn—l P2 _ an + (_1)n+l P _ I:>nQn+l + QnPn+1
n— 8 H n - 8 s> '2n+1 — 2 s

_ 8F)n Pn+1 + QnQn+1
2n+l — 2

dir.

U, ve V, tamsay1 dizilerinin karakteristik denklemi

X —px+q=0
olup bu denklemin kokleri

_PHPTo4g o PP o4

2 2

a
dir. Bu dizilerin Binet formiilleri ise sirasiyla n >0 i¢in

n n
a —
U,= p ve V., =a"+ "
a_

dir. Bu dizilerin katsayilar (kompanion) matrisi



dir. n>1 icin

o Je ] el e

dir (Koshy 2001 ve Ribenboim 2000).

Yukarida tanimlanan tamsay1 dizlerinden bagka son zamanlarda ortaya ¢ikan ve 6zellik-
le de Pell ve Pell-Lucas tamsay1 dizileri ile yakin iligkisi olan baska bir tamsay1 dizisi
daha vardir. Bu tamsay1 dizisi ilk olarak Behera ve Panda (1999) tarafindan birinci de-
receden

1+2+--+(n=D=+D)+(N+2)+---+(N+T) (1.1)
Diophantine denkleminin tamsay1 ¢oziimleri elde edilirken ortaya ¢ikmistir. (1.1) esitli-
gini gercekleyen pozitif n tamsayisina balans sayisi, I tamsayisina ise cobalans sayisi

denir.

Balans sayilar1 B, ve cobalans sayilar1 b, ile gosterilirse bu dizilerin baglangig terimle-
ri B, =1,B, =6ve b =0, b, =2 olup genel terimleri n > 2 i¢in sirasiyla
B, =6B,-B,, ve b,,,=6b,-b,_, +2
dir. Balans sayilarinin karakteristik denklemi
x> —6X+1=0
olup bu denklemin kokleri
7:3+\/§ ve 5 =3-+/8
dir.

(1.1) esitliginde gerekli diizenlemeler yapilirsa

(n=Dn Cnr+ r(r+1)

ve bdylece

n_2r+1+\/8r2+8r+1 e r_—(2n+1)+\/8n2+1

2 2

(1.2)



elde edilir. (1.2) de elde edilen esitliklere gore,
“n bir balans sayis1<> 8n? +1 bir tam kare”
ve

“r bir cobalans sayis1<> 8r? +8r +1 bir tam kare”

oldugu goriiliir. Su halde \/ 8B +1 ve \/ 8b? +8b, +1 birer tamsay1 olup bu sayilara si-

rasiyla n. Lucas-balans ve n. Lucas-cobalans sayilari denir ve sirastyla C, ve ¢, ile gos-
terilir. O halde

C, =+/8B2+1 ve c, = /807 +8b, +1
dir. Bu dizilerin baslangig terimleri C, =3, C, =17 ve ¢, =1, ¢, =7 olup genel terimleri
ise N > 2 icin sirasiyla

C, =6C,-C,_, ve c,, =6C,—C,,

dir. Asagidaki ¢izelgede tiim balans sayilariin ilk on terimi verilmistir.

Cizelge 1.1. Balans sayilarimin ilk 10 terimi

n B, b, C, C,

1 1 0 3 1

2 6 2 17 7

3 35 14 99 41

4 204 84 577 239

5 1189 492 3363 1393

6 6930 2870 19601 8119

7 40391 16730 114243 47321

8 235416 | 97512 665857 275807
9 1372105 | 568344 3880899 | 1607521
10 | 7997214 | 3312554 | 22619537 | 9369319

Balans sayilarin1 6nemli kilan husus bu sayilarin, Pell ve Pell-Lucas sayilari ile olan i-
ligkisidir. Bu iligki ilk olarak Ray (2009) tarafindan ortaya cikartilmistir. Ray (2009),
yukarida da bahsedildigi {izere “n bir balans sayis1 < 8n” +1 bir tam kare” ifadesini

dikkate alarak sifirdan farkli herhangi bir y tamsayis1 igin



X’ +1=y’ & y*-8x* =1
Pell denklemini elde etmistir (Barbeau 2003). Bu denklemi gercekleyen en kiiciik pozi-
tif ¢6ztim (Y,,X,) =(3, 1) olup denklemin diger tiim tamsay1 ¢oziimleri
Y, X, \/8 =(3+/8)" (1.3)
olmak tizere (y,,X,) seklindedir. Benzer sekilde
Yo — X8 =(3—+/8)" (1.4)
oldugu goriiliir. Su halde (1.3) ve (1.4) esitliklerinden

X, = (3+*/§)2:/é3_*/§) (1.5)

elde edilir ki bu balans sayilari i¢in Binet formiiliidiir. Diger yandan

a=1++2 ve ,B:I—\/E

oldugu dikkate alinirsa
a’=3++/8 ve B =3-48

oldugu goriiliir. Dolayisiyla (1.5) esitliginden balans sayilari i¢in Binet formiiliiniin

2n 2n
B _a” =p 1.6
" 42 (1.6)

seklinde oldugu goriiliir. Boylece balans ve Pell sayilar1 arasinda bir iliski kurulmus o-

lur. Ustelik Pell sayilarinin Binet formiiliiniin

an _ﬂn
P = 1.7
"= (1.7)
oldugu dikkate alinirsa (1.6) ve (1.7) esitliklerinden
5 Pu
"2

oldugu aciktir. Benzer sekilde cobalans, Lucas-balans ve Lucas-cobalans sayilarinin Bi-

net formiilleri de sirasiyla

2n-1 _ p2n-1 2n 2n 2n-1 2n-1
Ay S S SN 0
42 2 2
seklindedir. Ustelik bu sayilarin genel terimleri Pell sayilarina bagl olarak
P2n—1 —1
bn = T’ Cn = P2n + P2n—1 ve C, = P2n—l + I:)2n—2

seklindedir.



Balans sayilart ile ilgili son zamanlarda bir¢ok caligma yapilmis olup halen de bu sayilar
ile ilgili caligmalar devam etmektedir. Liptai (2004), sadece 1 in hem balans hem de Fi-
bonacci sayisiin oldugunu, Liptai (2006) ise hicbir Lucas-balans sayisinin Fibonacci
sayis1 olmadigini gostermistir. Daha sonra Szalay (2007), benzer problemi ele almig ve
farkll bir yontem bularak ayni sonuglar elde etmistir. Kovacs ve ark. (2010) ise balans
sayilarin1 genellestirmisler ve (a,b)—balans sayilarini tanimlayarak bu sayilar ile ilgili
cebirsel bagntilar elde etmislerdir.a>0 ve b>0 aralarinda asal sayilar olmak iizere
belli n ve r pozitif tamsayilari i¢in
(a+b)+(2a+b)+---+(a(hn—1)+b)=(a(n+1)+b)+---+(a(n+r)+b)

esitligini gercekleyen pozitif n tamsayist i¢in an+b sayisina (a,b)—balans sayisi,

(a,b)

(a,b)
n n

ar+b sayisina ise (@,b)— cobalans sayis1 denir ve bu sayilar sirasiyla B ve b

ile gosterilir.

Pozitif k ve x tamsayilar1 i¢in
[0 =x(x+1)-(x+k-1)
olsun. Kovacs ve ark. (2010), k € {2,3,4} tamsayilari i¢in

[T.00=8" (1.8)
denkleminin sonsuz ¢oklukta tamsay1 ¢6zlimiiniin oldugunu gostermislerdir. Daha sonra
Tengely (2013) k =5o0lmast durumunu ele almis ve (1.8) deki denklemin tamsay1 ¢6-

ziimiiniin olmadigini gostermistir.

Son zamanlarda balans sayilari, Dash ve ark. (2012) tarafindan t — balans sayilarina ge-
nigletilmistir. t > 0 tamsay1 olmak iizere

1+2+--+n=N+1+)+(N+2+)+---+(N+T+1) (1.9)
denklemini saglayan pozitif n tamsayisina t —balans sayisi, esitlikteki r tamsayisina ise

t — cobalans sayis1 denir ve bu sayilar sirasiyla B! ve b} ile gosterilir.

(1.9) esitligi r ve n ye gore ¢oziiliirse

o — (2042t +1) ++/80% +8n(L +t) + (2t + 1)
- 2

(1.10)



ve
. (2r —1)++/8r* +8rt +1

2
elde edilir. (1.10) esitliginden

(1.11)

“B; bir t—balans say1s1<> 8(B;)* + 8B} (1+t) + (2t +1)* bir tam kare”
ve (1.11) esitliginden

“b! bir t—cobalans sayis1 <> 8(b;)* +8tb' +1 bir tam kare”

oldugu goriiliir. Su halde |/8(B!)* +8B!(1+t)+(2t+1)* ve 4/8(b))* +8th +1 de birer
tamsay1 olup bu sayilara sirasiyla n. Lucas t—balans ve n. Lucas t—cobalans sayilari

denir ve sirastyla C! ve ¢ ile gosterilir. O halde

Cl=/8(B!)* +8BL(1+1)+ (2t +1)* ve c! =4/8(b)* +8th! +1 (1.12)

dir. Asagidaki cizelgede 5-balans sayilarinin ilk 10 terimi verilmistir.

Cizelge 1.2. 5-balans sayilarmin ilk 10 terimi

"B b |G |G
1 |4 1 21 %

2 12 4 43 17
3 17 6 57 23
4 |39 15 119 49
5 85 34 249 103
6 114 | 46 331 137
7 1242 |99 693 287
8 510 [210 | 1451 |601
9 1679 280 |[1929 | 799
10 | 1425 | 589 | 4039 | 1673

Her ne kadar t—balans sayilar1 t >0 i¢in tanimlanmis olsa da genel olarak t > 2 i¢in ele
aliir. Ciinkii 0—ve 1—balans sayilari, daha 6nce ele alinan balans sayilarina bagh ola-

rak elde edilebilir. Ger¢ekten de
B'=b..b'=B,C’=c,,c.=C, ve B =B —1b =b

1 _ 1 _
n — “n+l° Mn n+l1° ~n n+1» Cn _Cn+19 Cn - Cn+1

dir.



2. BALANS SAYILARI

Bu boliimde balans sayilari, bu sayilarin bazi temel 6zellikleri, matrisler ve balans say1-
lariin terimleri arasindaki iligki, bu sayilarin Pell ve Pell-Lucas sayilar ile olan iligki-

sinden ve son olarak da balans fonksiyonlarindan bahsedilecektir.

2.1. Balans Sayilar1.

Bu kisimda balans sayilar ile ilgili baz1 6nemli teoremlere ve sonuglara yer verilecektir.
Hatirlanacag: tizere bir onceki boliimde balans sayilarinin ilk defa Behera ve Panda
(1999) tarafindan birinci dereceden

I+2+---4+(n-D=M+D)+(n+2)+---+(N+T)
Diophantine denkleminin tamsayr ¢oziimleri incelenirken ortaya ¢iktigi belirtilmisti.
Sonrasinda Ray (2009), balans sayilari ile Pell sayilar1 arasinda bir iliski kurarak tim

balans sayilarinin Binet formiillerinin

2n 2n 2n-1 2n-1 2n 2n 2n-1 2n-1
a’ — a - 1 a’ + a’ T+
B — ﬂ b — ﬂ -, C :—ﬂ ve Cn :—ﬂ

n 4\/5 >Mn 4\/5 9 n 2 B

seklinde oldugunu ve bu sayilarin genel terimlerinin de Pell sayilarina bagl olarak

B, =ﬁ, b, _ P -1

2 2

, Co=Py+Pyy ve ¢, =Py +Py,

seklinde oldugunu gostermisti. Balans sayilari ile ilgili olarak Behera ve Panda (1999)

asagidaki teoremi elde etmiglerdir.

2.1.1. Teorem. n > 2 igin
B =1+B,,B

n-1-"n+l

dir (Behera ve Panda 1999).

Ray (2009), Behera ve Panda (1999) nin elde ettigi bu bagintiy1 kullanarak, balans sayi-

lar1 arasinda agagidaki gibi bagintilarin oldugunu gdstermistir.



2.1.2. Teorem. B, balans sayis1 olmak iizere
(i) Herhangi m ve n pozitif tamsayilari i¢in B_,, =B B, —B, B, dir.

(ii) Herhangi pozitif n tamsaysi i¢in B,, , =B} — B, dir.

(iii) Herhangi m > n pozitif tamsayilar i¢in B =(B, +B,)(B,—B,) dir (Ray

m+n Bm—n

2009).

Balans ve Lucas-balans sayilar1 arasindaki iligkinin

C,=41+8B;

seklinde oldugu dikkate alinirsa balans ve Lucas-balans sayilar1 arasinda asagidaki gibi

bir iligkinin oldugu goriiliir.

2.1.3. Teorem. Herhangi m ve n pozitif tamsayilar i¢in
Bm+n = Bmcn +CmBn
dir (Panda 2007).

2.1.4. Teorem. B, balans ve C_, Lucas-balans sayilar olmak iizere

(i) Herhangi m ve n pozitif tamsayilart i¢in C,_,, =C _C_+8B B, dir.

(ii) Herhangi pozitif n tamsaysi i¢in B,, =2B,C, ve C,, =C> +8B. dir.

(iiif) Herhangi m>neZ%i¢in B, =B C —-C B, ve C._ =C_C —8B B dir (Ray
2009).

Nasil ki Fibonacci tamsay1 dizisi igin

I:n+1 1—|—\/§

lim 2 =
n—oo Fn 2

seklinde bir bagint1 varsa balans sayilari i¢in de benzer bir bagint1 agagidaki gibidir.

2.1.5. Teorem. B, balans sayis1 i¢in

n—oo

hnnf%ikzz3-+\ﬁ§

dir (Behera ve Panda 1999).



Fibonacci ve Lucas dizilerinin terimleri arasindaki cebirsel bagintilara benzer sekilde

balans sayilarinin terimleri arasinda da asagidaki gibi cebirsel bagintilar vardir.

2.1.6. Teorem. Her bir n>1 tamsayisi i¢in
B,..B,, =(B,+1)(B,-1)
B, =BB.« —B_B._
By = Br? - Br?—l
By = By(By.i =B

dir (Behera ve Panda 1999).
2.1.6. Teoremine benzer sekilde, Panda (2009) asagidaki teoremi elde etmistir.

2.1.7. Teorem. B, balans sayis1 olmak iizere
(i) 0 <k <m o&zelligindeki tamsayilar i¢in (B, + B, )(B, —B,) =B, B, , dir.
(ii) Her pozitif m tamsayisi i¢in
B,+B,+--+B,, =B,

B,+B,+---+B,,=B,B

m=m+l

Bl + BZ Tt BZm = Bm(BmBm+1)
dir (Panda 2009).

Yukaridaki teoremlerden farkli olarak Ray (2012) asagidaki teoremi elde etmistir.

2.1.8. Teorem. (i) k,m,n,s(m > 0) dzelliginde tamsayilar olmak tizere

m S .
BsmBkm+n = Z(J J(_l)m_J BkJ Blzn—_slBjSJrn

=0
m - m m-jipipm-j
Bs Ckm+n = Z J (-1 Bk Bk—s st+n
i=0

dir.
(ii) k >1>1 ozelligindeki k ve | tamsayilari igin

B, ,B..,=B;-B, B,,=2B,C, ve C,,=C_+8B;

k+n

dir.

(iii) n,k # 0 tamsayilar1 i¢in
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B, [2m+1(mod8B}) n=2m+1ise
B, |2mC, (mod8B]) n=2mise

dir.

(iv) m,n>1 tamsayilar1 i¢in

n
an:Z . m=m-1"-
i=0

dir (Ray 2012).

p asal ve a, (a, p) =1 Ozelliginde tamsay1 olmak iizere, Legendre sembolii [Ej ile gos-
p

terilir ve x* = a(mod p) nin ¢dziimiiniin olmas1 durumunda (—j =1, ¢oziimiiniin ol-

mamasi durumunda [%} =—-1 ve p|a olmast durumunda da (%} =0 olarak tanimla-

nir. Legendre semboliine bagl olarak, Ray (2012) asagidaki teoremi elde etmistir.

2.1.9. Teorem. (i) Her p tek asal sayis1 i¢in

B, = (gj(mod D) C, =3(mod p)
B, =3[2]-1|mod B.. =3 [2]+1 |mod
p-1 — g p) p+l — g + (mo p)

(ii) B,,,B, balans sayilarinin obebi (B, B, ) ile gosterilirse

dir.

(B>By) =B Ve By |B, < min

dir (Ray 2012).

2.1.10. Teorem. n>1 tamsayisi i¢in

Bin —6=2B,,,Cyny Byni +1=2B,,,,Cyy
Binia +6=2B,,,Cy, Binis =1=2B5,,1Conia
B,, =2B,C, Bini —1=2B,,Cyn

B4n+3 +1= 2B2n+2C2n+1 B4n+3 +1= 4Bn+lcn+1C2n+l

11



C4n+1 -3= 16BZn B2n+1 C4n+1 +3= 2C2nC2n+1
Cuansz +3=2C10,1Conin Caniz —3=16By,Bsnss
C4n+3 -3= 32BnJrICnJrl an+1

dir (Ray 2013).

Ayrica Ray (2013a), balans ve Lucas-balans sayilarinin negatiflerini

B,=6B,,-B,,=-B, ve C,=6C_,,-C_,,=C,

-Nn

olarak tanimlayarak agagidaki teoremi elde etmistir.

2.1.11. Teorem. B_, ve C_, negatif balans sayilar1 i¢in

T 7K
By = (1) lk‘l[{— 6-2 cos(—lﬂ

n+
ve
_1\"-2 n -
C,= D H|:—6—ZCOS(MJ:|
2 AR 2n
dir (Ray 2013a)

Yukarida verilen teoremlerden farkli olarak, Gozeri ve ark. (2017) da asagidaki teoremi

elde etmislerdir.

2.1.12. Teorem. (i) Balans sayilarinin genel terimleri Pell sayilarina bagli olarak

B,=P>+PP

n

, ve b, = 2Pn21 + PP nx1 te'k
Pn—l + Pn Pn—l -1 n>2 Qlft
dir.
(ii) Ardisik iki balans ve cobalans sayilarinin toplami
By +By =P+ Py, n21
by +b, =Py, + Py -1, n22
ve farki
n>1

Bn - Bn—l = I:)nz + Pnz—la

bn _bn—l =Py, N21

dir.
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(iii) n>1 tek tamsayisi i¢in n. balans ve cobalans sayilarinin toplami tam karedir ve
B,+b =(P,+P_)’
dir. Farklar ise iki kare farkidir ve

B, —b, =P> - P2,

dir. n>2 ¢ift tamsayis1 i¢in N. balans ve cobalans sayilarinin toplami tam karenin 1 ek-
sigidir ve
B, +b,=(P,+P,)" -1
dir. Farklar ise iki kare farkinin 1 fazlasidir ve
B,—b, =P -P’ +1

dir. Esasinda tiim n >1 i¢in n. balans ve cobalans sayilarinin toplami ve farki

Bn +bn — Pzn + I:)Zn—l -1 ve Bn _bn — I:)2n — I:)Zn—l +1
2 2
dir.
(iv) n. balans sayisinin cobalans sayisina orani
i n>3 tek
B Pn—l
i Bt P n> 2 gift
———— n2x2gi
Pn—l + Pn—2 ¢
dir. Tim n>1 i¢in bu oran
B, _ Py
bn Panl 1

dir.
(v) n>1 tamsayis1 i¢in n. balans ve cobalans sayilarinin kareleri toplami1
B, +b? =5b7 +(B,_, +1)(B,_ +4b, +1)
ve kareleri farki
B, —b=B,+2Bb, +h,
dir.

(vi) n>1 i¢in n. Lucas-balans ve Lucas-cobalans sayilarinin genel terimleri
C,=2B,+2b +1vec,=2B, -2b -1
dir.

13



(vii) n>1 tamsayisi i¢in n. Lucas-balans ve Lucas-cobalans sayilarinin toplami ve
farki
C,+c,=4B, ve C,—c,=4b +2
dir.
(viii) n>1 tamsayisi i¢in n. Lucas-balans ve Lucas-cobalans sayilarinin kareleri top-

lami1 ve farki
C2+c;=2C,(C,-c,)-2 ve C:-c:=2C.c, +2
dir (Gozeri ve ark, 2017).

Pell sayilarinin toplamu ile balans sayilar1 arasindaki belki de en dnemli baginti, Panda

ve Ray (2011) tarafindan asagidaki gibi elde edilmistir.

2.1.13. Teorem. (i) Ilk 2n—1 Pell sayisinin toplami, n.balans ve n.cobalans sayilari-

nin toplami, yani
2n-1
> P =B, +bh,
i=1
dir.
(ii) 1lk 2n Pell sayisinin toplami, n. balans ve (n+1). cobalans sayilarinm toplamu,

yani

2n
Zpl = Bn +bn+l

i=1
dir.

(iii) 1 den n ye kadar ¢ift indisli Pell sayilarinin toplami, (n+1). cobalans sayisi, yani

n
Z P2i = bn+1

i=1
dir.

(iv) 1 den n ye kadar tek indisli Pell sayilariin toplami, n. balans sayisi, yani
n
Z Py = B,
i=1

dir (Panda ve Ray 2011).

Yukaridaki teoreme benzer sekilde asagidaki teorem verilebilir.
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2.1.14. Teorem. (i) ilk2n —1 Pell-Lucas sayisinin toplami, n.Lucas-balans ve n .Lucas

-cobalans sayilarinin toplami, yani

2n-1
> Q =C, +c,
i—1

dir.

(ii) P, Pell sayis1 olmak iizere

2n 2n 2n
Z I:)2i+1 =Chi I:)2n+1 Z I:)2i = ZBnCnJrl Z I:)2i+1 = 2'BnCnJrl
i=0 i=1 i=1

2n 2n
Z P = B,C, Z(sz +Pyi2) =CriCru
i=1 i=0

dir.

(iii) B, balans say1s1 olmak iizere

2n 2n+l

Z Bi = BnCn+1 z Bi = Bn+lcn+1

i=1 i=1

2n 2n

Z Bzi F CnCn+1 P2n P2n+1 Z(BI + Bi+l) = 8Bn Bn+l

i=1 i=1

2n+1 2n

Z(BI + Bi+1) = Cn-¢-lcn+2 Z(BZHI + BZi+2) = Cn+lC2n+2 P2n+1
i=1

i=0
dir.

(iv) Q, Pell-Lucas sayis1 olmak iizere

>

n-1 n n
in = Bn+1 +bn +2Ci ZQZi—l = Bn +bn +Zci
1 i=1 i=1

i=1

2n+1

2n
ZQZi = SBn (2bn+1 +1) ZQI = 2(2 Bn+1 _1)
i=1

i=1

2n
ZQi = 4'bn+1
i=1

dir (Gozeri ve ark. 2017).

Santana ve Diaz-Barrero (2006), ilk 4n+1 Pell sayilarinin toplaminin bir tam kare, yani
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oldugunu gostermiglerdir. Benzer sekilde Gozeri ve ark. (2017) da Pell, Pell-Lucas ve

balans sayilarinin bazi 6zel toplamlart ile ilgili olarak agsagidaki teoremi vermislerdir.

2.1.15. Teorem. P, Pell, Q, Pell-Lucas ve B, balans sayilar1 olmak iizere

4n-3 ) 4n-1 5 2n )
2P =c 1+ >R =C; 3> Qs = (4B,)
i=l i=l i=1

2n
2n 5 2n 5 ZQ2i+l 5
3B =CP)? 3B -BL o —cl,
i=1 i=1

2n

Z Brivi =[Ponyi (Pon + P2n+1)]2

i=0

dir (Gozeri ve ark, 2017).

Tekcan ve Tayat (2014), ilk 2n+1 Pell sayilarinin toplami ele almislar ve n nin ¢ift ol-
mas1 durumunda bu toplamin bir tam kare iken n nin tek olmas1 durumunda bu toplamin

bir tam karenin yaris1 oldugunu gostererek asagidaki teoremi elde etmislerdir.

2.1.16. Teorem. Ik 2n +1 Pell sayilarinin toplami

n+1 n+\?

[_a +p j n ¢ift ise

2n+1 2

ZI: P, = an+l _ ,Bn+1 2
V2

2

n tek ise

dir (Tekcan ve Tayat 2014).
Santana ve Diaz-Barrero (2006), ilk 4n+1 Pell sayilarinin toplami ile ilgili olarak yu-
karida elde ettikleri bagintida, esitligin sag tarafinin hangi (belli bir) tamsay1 dizisinin

karesi oldugunu belirleyememislerdir. Tekcan ve Tayat (2014) ise bu problemi ele al-

muslar ve 2.1.16. Teoremini dikkate alarak n > 0 i¢in tanimladiklar1
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n+l1 n+l1
X :% ve Y. =

n

an+1 _ ﬂn+l
NG

tamsay1 dizileri yardimiyla agagidaki teoremi elde etmislerdir.

2.1.17. Teorem. Ik 4n+1 Pell sayilarinin toplami

4n+1

P =[2X7=2X, Y, + (D™
i=1

dir (Tekcan ve Tayat 2014).

Ayrica tanimladiklari bu iki dizi ile ilgili olarak agagidaki sonuglar1 elde etmiglerdir.

2.1.18. Teorem. X ve Y, dizilerinin terimleri arasinda n>2 i¢in

in :6X2n—2 _in—4 X2n+l :6X2n—1 _in—3
Yon =6Y205 = Yon4 Yaonu =6Y201 = Y03
seklinde indirgeme bagintisi vardir. Ustelik

22X X Y Yng

Xon = 5 Yo = XoYo 4 X Yo
Yooy = 2Yn 1 Xy Y, = %

Yoy = Xon + (=DM Yo =16=Y, . Yon 3
Y2, +16=Y, Yo s Yzzn_zl *2_y:

Yoiem-1 + (D" Yo m
Yn—erH—m—] = X2n+m_1 +(_1)n+lxm_l Xm_lYn—l = n+m-1 2 n-m-1

dir (Tekcan ve Tayat 2014).

2.1.19. Teorem. Q, Pell-Lucas ve B, balans sayilar1 olmak {izere

2n
2n 5 Zsz , n Xy 5
ZQZi—l = Y2n—1 > = in ve Z B2i+1 :(Mj
=1 2 i=0 2

dir (Tekcan ve Tayat 2014).
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Tekcan ve Tayat (2014) ayrica tam kareler ile ilgili olarak asagidaki teoremi vermisler-

dir.

2.1.20. Teorem. X, ve Y, dizileri i¢in

@) M tam karedir ve 1/M =X,, dir.
2 2
YZ+Y Y

2
(i) LI SLEN) tam karedir ve \/ %‘1”“ =X, dir.

Y \&
(iii) 221 +1 tam karedir ve |-2"L +1 = X, , dir.
2 2

y2 y2
(@iv) % —1 tam karedir ve % -1=X,,_, dir.

s 2
Yrr +Y,,, +2(-1)" tam karedir ve \/ YZI +Yono +2(-1)" = Ynz_l + Yo dir

)

(Tekcan ve Tayat 2014).

a’+b? =c? esitligini gergekleyen pozitif a,b,c tamsayilari i¢in (a,b,c) iigliisiine Pi-
sagor (Pythagorean) ticliisii denir.

Sekil 2.1. Pisagor iicliisii

o

Ornegin, (3.4,5), (5,12,13), (7, 24, 25), (8, 15, 17), (9, 40, 41) ve (11, 60, 61) birer Pisa-

gor Ugcliileridir.
Bazi tamsay1 dizileri ile Pisagor iigliileri arasinda bir iliski vardir. Ornegin, Pell say1lart

igin

(2 I:)n I:)n+1 > Pn2+1 - Pnz’ I:)n2+1 + Pnz)

18



bir Pisagor ti¢liisiidiir. Gozeri ve ark. (2017), balans sayilari ile Pisagor {i¢liileri arasinda

asagidaki gibi bagintilarin oldugunu géstermislerdir.

2.1.21. Teorem. (i) n > 1 tamsayisi i¢in
n n
x=4(-D"> (-1)"B;, y= (—1)”{1 +42.(-)"B; } z=B,, - B,
i=1 i=1

olmak tizere (X, Y,z) bir Pisagor ticliistidiir.
(ii) n>1 tek tamsayis1 i¢in

a, = (bn;r3 _bn+1 )(bn+3 _2bn+1 +bﬂ)

2 2 2 2 2
b, =3B;,, +2B,.,,B,, By,
2 B @ 40
¢, =5Bq, 2By, By + Bi
73 2 2 2

olmak tizere (a,,b;,c,) bir Pisagor iicliisii ve n>2 ¢ift tamsayis1 igin

a, =(b 2 -b )(bn+4 n+2 +bg)

2 7] 2 2 2
b = Bﬁ+2 2B,.,B, _383

2 2 2 2
¢, =Bj,, —2B,,B, +5B;

2 2 2 2

olmak tizere (a,,b,,c,)bir Pisagor ti¢liistidiir (Gozeri ve ark. 2017).

Baz1 Pell denklemlerinin tamsay1 ¢Oziimleri balans sayilarina bagli olarak verilebilir.
Omegin, x* — 8y’ =1 pozitif Pell denkleminin tiim pozitif tamsay1 ¢dziimleri n>1 igin
(Xn’ yn) = (Cn’ Bn)

dir.
Asagidaki teoremde bazi 6zel Pell denklemlerinin pozitif tamsay1 ¢ézlimleri balans sayi-

larina bagli olarak verilmistir.
2.1.22. Teorem. (i) x> —2y* =1 denkleminin tiim pozitif tamsay1 ¢6ziimleri

(Xna yn) = (4Bn _Cnaan)
dir.

19



(i) x* —2y? = -1 denkleminin tiim pozitif tamsay1 ¢oziimleri
(Xna yn) = (Cna Bn - Bn—l)
dir.
(i) Xx* — 2y* = 2 denkleminin tim pozitif tamsay1 ¢ziimleri
(Xn: yn) = (4bn +2, Bn + Bn—l)
dir.
(iv) X*> —2y? = -2 denkleminin tim pozitif tamsay1 ¢ozlimleri
(Xna yn) = (Bn + anl + Cn’3Bn - anl)
dir.
(v) x* —2y? =4 denkleminin tiim pozitif tamsay1 ¢oziimleri
(Xn > yn) = (an + 2bn+1 +2, 4Bn)
dir.
(vi) x* —2y? = —4 denkleminin tim pozitif tamsay1 ¢ozlimleri
(Xy,Yn) =8B, -2C,, 4B,_, +2C,_))
dir.
(vii) x* —8y? =4 denkleminin tiim pozitif tamsay1 ¢oziimleri
(Xna yn) = (Cn+1 —Cn> 2bn+1 o an o 2Bn)
dir.
(viii) X*> —8y? =—4 denkleminin tim pozitif tamsay1 ¢ozlimleri
(Xna yn) = (2Cna Bn - Bn—l)
dir.
(ix) x* —32y? =4 denkleminin tiim pozitif tamsay1 ¢6ziimleri
(Xna yn) = (3Cn - 6bn - 2Bn—1 -3, Chi1 — Bn+1)
dir (Gozeri ve ark. 2017).

Benzer sekilde Ray (2009), x? +(x+1)? = y* denkleminin tamsay1 ¢ozlimlerini asagi-

daki gibi elde etmistir.
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2.1.23. Teorem. x* + (x+1)? = y* denkleminin tim tamsay1 ¢oziimleri

ﬁ—l
o) ,/1+Cn)

272

(Xn’ yn) =(

dir (Ray 2009).

2.2. Balans Sayilar1 ve Katsayilar Matrisi.

Bu alt boliimde balans sayilarinin katsayilar matrisi ile balans sayilar1 arasindaki iliski

ele alinacaktir. Balans sayilarinin katsayilar matrisi

M_6—1
B 1 o0

olup bu matris ile ilgili olarak Ray (2012) asagidaki teoremi vermistir.

2.2.1. Teorem. M matrisinin n. kuvveti

Mg: Bn+1 _Bn
B -B

n n-1

dir (Ray 2012).
Ustelik Ray (2012) yukaridaki teoremi kullanarak asagidaki sonucu elde etmistir.

2.2.2. Sonug. k,l >1 tamsayilar i¢in
Bk2 - BBy, =1ve B, =BB, -B_B
dir (Ray 2012).

Ayrica Ray (2012), a+b =c+d ozelligindeki pozitif a,b,c,d tamsayilar igin
MEMg =MgMg
esitligini kullanarak balans sayilarinin terimleri arasinda

Ba Bb - Bc Bd = Ba—l Bb—l - Bc—l Bd—l
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seklinde bir bagmtinin oldugunu gdstermistir. Daha sonra verilen herhangi bir r >0

tamsayist i¢in bu bagintinin daha genel hali olan
B,B, —B.By =B,_B,, — B, By_;
bagintisini elde etmistir. Ayrica n > 0i¢in Mg matrisinin n. kuvvetinin
M§=B,M;-B,,l,

oldugunu gostermistir ve asagidaki teoremi elde etmistir.

2.2.3. Teorem. B, balans sayilari olmak iizere her k > 1 tamsayisi i¢in

Bio = i(—l)““(f}(sk)f(Bk_n”-f B - i(—l)”“(:j(sk)f(Bm)"‘f 6"
r=0 r=0

dir (Ray 2012).
Yukaridaki teoremde k =2 ve k =3 olarak alinirsa asagidaki sonug elde edilir.

2.2.4. Sonug. B, balans sayilar1 i¢in

n n n n
B,, = Z(—l)“( ]6rBr ve B;, = Z(—l)”f( j35fBr
r=0 r r=0 r

dir (Ray 2012).

Balans sayilarmin karakteristik denkleminin y =3+ J8 ve §=3—-+/8 kékleri i¢in aga-

g1daki teorem verilebilir.

2.2.5. Teorem. My katsayilar matrisinin n. kuvvetinin 6zdegerleri y ve ¢ koklerinin

n. kuvvetidir (Ray 2012).

Yukaridaki M, katsayilar matrisinden farkl olarak

R
Bl =3

matrisi tanimlansin. Bu takdirde B, ,, —3B,, =C, oldugundan
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N M n — 3 _1 Bn+1 - Bn
®7f 11 =3 B, -B,,
_ {3Bn+1 - Bn _(3Bn - Bn—l):|
Bn+1 _3Bn _(Bn _3Bn—1)

_ {Cnﬂ _Cn }
Cn _Cn—l

dir. Ustelik Mg ve Ng matrisleri igin
M g — _{ n+ n j|N 8
n-1
dir. Balans sayilar1 arasindaki
Ba Bb - Bc Bd = Ba—r Bb—r - Bc—r Bd—r
bagintisina benzer baginti, balans ve Lucas-balans sayilar1 arasinda da vardir ve
B.Cp, —B.Cy =B, Cpr =B Cy_,
seklindedir. Bu esitlikte 6zel olarak a=n+1,b=n—-1, c=d=nver=n-1
olarak alinirsa
BniCny —BiCp =3
C |
oldugu goriiliir. N matrisi icin Ng = 3 Ng olup
MgNg = NgMg
dir. Dolayisiyla a+b =c+d o&zelligindeki pozitif a,b,c,d tamsayilar igin
MEME =MEM§ ve SMEME = MSNzMIN,
dir. Buna gore r > 0 tamsayisi i¢in
8B,By —C.Cy =8B, By, —Cc_,Cy_,
dir. Lucas-balans sayilarinin

C, =+8B2 +1

olarak tanimlandigina dikkat edilirse, yukaridaki en son esitlikte
a=b=c=d=r=n
olarak alinirsa
C. -8B =1

oldugu goriiliir.
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2.2.6. Teorem. B, balans ve C,, Lucas-balans sayilar1 olmak lizere m>0 tamsayist i-
¢in
Chnsi1Bmi =CiBrn =3Bnini = Bun ve CiBpyy —CiBy = Brini =3B

n+1

dir (Ray 2012).

2.3. Balans Fonksiyonlari.

Bu alt boliimde ilk olarak balans sayilarina bagli olarak tanimlanan balans fonksiyonlari
ele aliacaktir. Daha sonra bu fonksiyonlara benzer sekilde tanimlanan Lucas-balans,

Lucas-cobalans, Pell, Pell-Lucas ve kare iiggensel fonksiyonlar verilecektir.

Behera ve Panda (1999), verilen herhangi bir X balans sayisi igin

F(X)=2xV8x2 +1, G(X) =3x+vV8x> +1, H(X) = 17x + 6v/8x> +1

Ve

K(X) = 6xv8x? +1+16x> +1

fonksiyonlarmi tanimlamislar ve bu fonksiyonlarin degerlerinin de birer balans sayisi

oldugunu gostererek asagidaki teoremi elde etmislerdir.

2.3.1. Teorem. X herhangi bir balans sayist olmak iizere F(X), G(x), H(X) ve K(x) de-

gerleri de birer balans sayisidir (Behera ve Panda 1999).

Fonksiyonlarin tanimlarina dikkat edilirse her X balans sayis1 icin F(X) daima gifttir.

Ancak X tek balans sayisi iken G(X) ¢ift ve X ¢ift balans sayisi ise G(X) tektir.

Behera ve Panda (1999), yukaridaki fonksiyonlardan farkli olarak iki ve ii¢ degiskenli

f(x,y)= x\/8y2 14 yV8x2 +1

Ve

F(X,Y,2) = Xy/8Y> + 1822 + 1+ yv/8X? + 14827 +1 + 2v/8X +14/8y> + 1 + 8xyz
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fonksiyonlarini (burada X, y ve z balans sayilaridir) tanimlayarak asagidaki teoremi elde

etmislerdir.

2.3.2. Teorem. X, y ve z herhangi {i¢ balans sayisi olmak tizere f(x,y) ve f(X,y,z) de-

gerleri de birer balans sayisidir (Behera ve Panda 1999).

Behera ve Panda (1999) nin balans sayilar icin ele aldiklar1 balans fonksiyonlarina ben-
zer sekilde Ray (2009) da benzer problemi cobalans sayilari i¢in ele almistir. X ve y her-

hangi iki cobalans sayist olmak lizere Ray (2009) asagidaki fonksiyonlar1 tanimlayarak

f(X)=3x+V8x? +8x+1+1
F(X)=3x—V8x> +8x+1+1
g(X) =17X+ 6vV8x* +8x+1+38

h(X) = 8x> +8X+ 1+ (2X + 1)V8x> + 8x +1
11 22x+ D@2y +1)+(2x+1)/8y> +8y +1

t(Xay):_
2| 4 2y +DV8X® +8X +1+/8x% +8X+14/8y> +8y +1—1

bu fonksiyonlarin degerlerinin de birer cobalans sayisi oldugunu gostermis ve asagidaki

teoremi vermistir.

2.3.3. Teorem. X ve y herhangi iki cobalans say1 olmak tizere f(X), g(x),h(x)ve t(x,y)

degerleri de birer cobalans sayisidir. Ustelik X den sonra gelen cobalans sayisi f () iken

X den onceki cobalans sayist fN(X) degeridir (Ray 2009).

Yukarida bahsedilen
F(),G(x), H(X), K(x), f(xy), f(X,y,2) ve £(x),9(x), h(x), t(x,y)
fonksiyonlariin mertebeleri belli degildir. Yani X, n. balans sayisi iken F(X) degerinin

kacinct balans sayisi oldugu belli degildir. Benzer sekilde X, n. cobalans sayisi iken

f (X) degerinin kaginci cobalans sayist oldugu belli degildir. Tekcan ve ark. (2015), ilk

olarak bu problemi ele almislar ve bu fonksiyonlarin kaginci balans ve kaginci cobalans

sayis1 oldugunu asagidaki gibi belirlemislerdir.

25



2.3.4. Teorem. F(x), G(X),H(x), K(x), f(X,Y), f(X,Y, z)balans fonksiyonlar1 i¢in

I:(Bn) = BZn’ G(Bn) = Bn+1= H(Bn) =B
K(By) = Bonur» (B, B) = B

n+2»

f(an Bk9 BI) = Bn+k+|

2n+1» n+k »

ve f(X), g(x),h(x),t(x,y) cobalans fonksiyonlari igin

f (bn) = bn+1a g(bn) = bn+2’ h(bn) = bzn’ f (bn’bk) = bn+k
dir (Tekcan ve ark. 2015).

Daha sonra bu fonksiyonlardan farkli balans ve cobalans fonksiyonlariin olup olmadigi
problemi {izerinde durmuslar ve esasinda sonsuz ¢oklukta balans ve cobalans fonksiyo-

nunun oldugunu géstermiglerdir. Soyle ki k >1 tamsayisi igin

B, (X) = C, X+ B /8x* +1

fonksiyonunu tanimlamiglar ve bu fonksiyondan yola ¢ikarak yukarida bahsedilen ba-

lans fonksiyonlarinin elde edilebilecegini gostermislerdir. Gergekten de k =1 igin
B, (X) = 3x +V/8x% +1 = G(X)
ve k=2 igin
B,(X) =17x+6v8x* +1 = H(X)

dir. Ustelik k nin diger degerleri igin elde ettikleri

k=3 icin B, (X)=99x+35V8x> +1

k=4 igin B, (X)=577x+204v/8x> +1

k=5 icin Bs(X)=3363x+1189V8x> +1

fonksiyonlarin da birer balans fonksiyonu oldugunu gostermislerdir. Dolayisiyla k >1
tamsayis1 i¢in B, (X) balans fonksiyonlarinin sayisinin sonsuz oldugunu belirtmislerdir.
Ayrica tanimladiklar1 bu balans fonksiyonunun, kaginci balans sayisini verdigini de be-
lirlemiglerdir. Oyle ki, X in n. balans sayisi olmasi durumunda B, (x) fonksiyonunun
degerinin (n+K). balans sayisi, yani

B (B,) =By,

oldugunu gostermislerdir. Benzer sekilde k >1 tamsayisi i¢in

by (X) = C, X+ B, (V8X* +8x +1+1)+D,
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fonksiyonunu tanimlamigslar ve yine bu fonksiyondan yola ¢ikarak yukarida bahsedilen
cobalans fonksiyonlarinin elde edilebilecegini gostermislerdir. Gergekten de k =1 ve

k =2 i¢in sirastyla
by (X) = 3X +V8X% +8X +1 +1= f(x)
by (X) = 17X + 6v/8X* +8X +1 +8 = g(X)
dir. Ustelik k nm diger degerleri icin elde ettikleri
k=3 icin b (X) =99x +35vV8x* +8x+1+49
k=4 igin bj(X)=577x+204+/8x> +8x+1 + 288
k=5 icin b;(x) =3363% +1189/8x* + 8x +1+1681

fonksiyonlarinin da birer cobalans fonksiyonu oldugunu ve bu cobalans fonksiyonlari
icin, X in n. cobalans sayis1 olmasi durumunda b, (X) fonksiyonunun degerinin (n+Kk).
cobalans say1si, yani

b (by) =Dy

oldugunu gostermislerdir.

Yukarida tanimladiklar1 balans ve cobalans fonksiyonlar1 disinda asagidaki fonksiyonla-

r1 da elde etmislerdir.

2.3.5. Teorem. (i) X, n. balans ve y de n. cobalans sayisi olmak tlizere

—8xy 8K +1y8y? +8y +1+1

Bl (X: y) 4

fonksiyonunun degeri n. balans sayis1 ve

B, (X, Y)=X+2y+8x2 +1 +\/8y2 +8y+1+1
fonksiyonunun degeri de (n+1). balans sayisidir.
(ii) k >0 tamsayisi i¢in B,,b,,C, sirasiyla k. balans, k. cobalans ve k. Lucas-balans

sayilar1 olmak iizere verilen herhangi bir x balans sayisi igin
n-2
By (X) = BoXW8X? +1+Cx* + 1420, — > Byivyss
i=0

fonksiyonunun degeri bir balans sayisidir. X, n. balans sayisti ise Bll (X) fonksiyonunun
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degeri (2n +K). balans sayisidir. K tek ise Bll(x) tek balans sayisi, K gift ise B, (X) ¢ift
balans sayisidir.
(iii) x, n. balans, y, m. cobalans ve z de n. Lucas-balans sayis1 olmak iizere

2X+4/8x% +1-1

b, () = >

fonksiyonunun degeri (n+1). cobalans sayisi ve

2x\/8y2+8y+1+2y\/8x2+1+z—1
2

b2 (Xa ya Z) =

fonksiyonunun degeri de (n+ m). cobalans sayisidir (Tekcan ve ark. 2015).

2.3.6. Teorem. B, ,C,,c, sirasiyla k. balans, k. Lucas-balans ve k. Lucas-cobalans say1-

lar1 olmak tizere ayn1 n mertebeli X balans ve y cobalans sayilari i¢in

(i) k > 2 igin
C, (X, ¥)=C, V8X* +1+C_A/8y> +8y +1+Cp,y
fonksiyonunun degeri (n+ k —1). Lucas-balans sayisidir.
(i) n>2k—-1>1 igin

C (%, Y)=C,A/8y> +8y +1+c, V8> +1+C, .,

fonksiyonunun degeri (n+ k —1). Lucas-cobalans sayisidir ve kK >1 igin

C,(Y) = 4B, (2y + 1)+ C,+/8y* +8y +1

fonksiyonunun degeri (n+K). Lucas-cobalans sayisidir (Tekcan ve ark. 2015).

2.3.7. Teorem. k >0 tamsayis: i¢cin B,,b,,C,,c,, P ,Q, sirasiyla k. balans, k. coba-

lans, k. Lucas-balans, k. Lucas-cobalans, k. Pell ve k. Pell-Lucas sayilari olsun. Ayni n

mertebeli X balans, y cobalans, z Lucas-balans ve W Lucas-cobalans sayilar1 igin

(@)

8B, (X + y)+Ck(x/8x2 +1+\/8y2 +8y+1) P

P (X, Y) = : ”

fonksiyonunun degeri, (2n + 2k). Pell sayist,
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P2(x.y) = CoV8X* +1+C+/8y> +8y +1
2

fonksiyonunun degeri, (2n+ 2k —1). Pell say1s1 ve

2V8x% +1 +W\/8y2 +8y+1

R (X%Y,z,w) = >

fonksiyonunun degeri de (4n—1). Pell sayisidir.

(i) G, (x,y) =B, \/8X2 +1+Db, \/8y2 + 8y +1 fonksiyonu tanimlansin. kK =1 igin bu
fonksiyonunun degeri, n. Lucas-balans sayis1, yani
Gl (X, y)= Cn
iken k =2 i¢in fonksiyonun degeri (2n+1). Pell sayisinin dort kati, yani

G,(X,y)=4P,,,

dir. Esasinda her k >1 tamsayis1 igin G, (X,Y) fonksiyonun degeri

i~

Il
L

Gk (X’ y) =

k-3

2
P 2“ 1 +4Z 2n+4i+3 k>3 tek
=0

veya n den (n+k —1) e kadar olan Lucas-balans sayilarinin toplami, yani

n+k-1

G (X, y)= Z Ci
I=n
dir.
(iii) Q, (X) =32C, x> +32B, x\/8x> +1+Q,, fonksiyonunun degeri de (4n+2k). Pell-

Lucas sayisidir, yani,

Gy (¥) = Qunyak
dir (Tekcan ve ark. 2015).

n>1 tamsayisi i¢in

n(n+1)
2

seklindeki sayilara iicgensel sayilar denir ve T, ile gosteri-

lir. O halde
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n(n+1)
n=— >
dir. Ornegin, 1, 3, 6, 10, 15, 21, 28, 36, 45,... birer iicgensel sayidir.

T

Sekil 2.2. Uggensel sayilar

@ )
° o9 o
L 1 ] o000 o000
=1 =3 TL-=6 I,=10
o
@ LA

Ucgensel sayilar ile balans sayilar1 arasinda yakin bir iliski vardir. Gergekten de balans
sayilari i¢in gegerli olan

[+2+--+(M=-D=M+D)+(N+2)+---+(N+T)
Diophantine denkleminden

2 _(n+r)(n+r+1)
- 2

elde edilir. Bu esitlige gore “n bir balans sayis1 <> n* bir iiggensel say1” oldugu gorii-
liir. O halde B, = Ty, dir. Uggensel sayilardan bazilari tam kare olup bu sayilara kare

ticgensel sayilar denir. Ornegin, 1, 36, 1225, 41626, --- birer iiggensel say1 olup ayni

zamanda tam kare oldugundan bu sayilar birer kare tiggensel sayilardir.

Sekil 2.3. Uggensel ve kare iiggensel sayilar
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Kare tiggensel sayilar S, ile gosterilirse, belli pozitif S, ve t,, tamsayilar1 i¢in

_g2 :w 23.1)

n

oldugu gériiliir. Ornegin, n =6 igin S, = 48024900, s, = 6930 ve t, =9800 dir.

Yukarida da belirtildigi tizere “n bir balans sayist <> n* bir iiggensel say1” oldugu ger-
cegi dikkate alinirsa s, = B, oldugu goriiliir. Diger yandan (2.3.1) esitliginden

t(t, +1
sgzn(nT)@tgﬂn_zsg:o

denklemi elde edilir. s, = B, ve y1+8B2 =C, oldugundan bu denklemin bir kokii

i+ 1+8s? _C,-1

" 2 2
olarak elde edilir. O halde (2.3.1) esitligi

A

S, =B 3

haline gelir. Boylece kare liggensel sayilar ile balans ve Lucas-balans sayilar1 arasinda

bir iliski kurulmus olur.

Nasil ki tiim balans sayilarinin Binet formiilleri, Pell sayilarinin karakteristik denklemi-
nin koklerine bagl olarak verilebilmisse, kare ticgensel sayilarin ve (2.3.1) esitligindeki

S, ve t, pozitif tamsayilarinin Binet formiilleri

4n 4n 2n 2n 2n 2n
+ -2 — —
n=a 3'2 ,Sn=a P vet =2 FF2 —< tp 2

S _
42 " 4

dir.

2.3.8. Teorem. Ayni n. mertebeden herhangi x balans ve y cobalans sayilari i¢in

4 +4Y(y+1) 48X +14/8Y7 +8y +1+1
- 8
6y — 28X +1+3y/8y> +8y+1+3

2

S(X,Y)

s(x,y) =

Ve
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2X=y—1)+/8%% +1—+/8y2 +8Y +1
oy~ 26Y D J8y” +8y

2

fonksiyonlar1 tanimlansin. Bu takdirde
S(X9 y) = Sna S(Xa y) = Sn—l ve t(X, y) = tn
dir (Tekcan ve ark. 2015).
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3.t-BALANS SAYILARI

Bu boliimde balans sayilarinin daha genel hali olan t—balans sayilarindan bahsedile-
cektir. Ancak ilk olarak 2x* —y* =2t* —1 Pell denkleminin tiim pozitif tamsay1 ¢o-

ziimlerinin belirlenmesi gereklidir.

3.1. 2x* —y? =2t” —1 Pell Denklemi.

Bu kisimda 2x* —y* =2t* —1 Pell denkleminin tiim pozitif tamsay1 ¢oziimlerinin kii-
mesi ele alinacaktir. Hatirlanacagi lizere, t > 0 bir tamsay1 olmak {izere belli bir pozitif r
tamsayisi i¢in

1+2+--+n=MN+1+)+(N+24+)+---+(N+Tr+1)
esitligini gercekleyen pozitif n tamsayisina t—balans sayisi, esitlikteki r sayisina da

t —cobalans sayist denilmisti. Yukaridaki esitlik sirastyla r ve n ye gore ¢oziiliirse

. —(2n+2t+1)+\/8n2+8n(1+t)+(2t+1)2 on (2r —=1) +/8r% +8rt +1 G.LD)
= V = 1.
2 2

elde edilir. Balans sayilarin da oldugu gibi, t —balans sayilari Brt] ve t—cobalans sayila-

r1da b} ile gosterilir. (3.1.1) deki esitliklerden elde edilen

Cl = /8(BY)? +8BL(1+1) + (2t +1)° ve cl =/8(b})> +8tht +1 (3.1.2)

sayilara da sirasiyla n. Lucas t —balans ve n. Lucas t —cobalans sayilart denilmisti.

t —balans sayilarinin genel terimlerinin belirlenmesi i¢in belli bir Pell denkleminin tiim
pozitif tamsay1 ¢ozlimlerinin belirlenmesi gerekir. Cilinkii (3.1.1) esitliginde de goriile-
cegi lizere
“r, bir t—cobalans sayis1 <> 8r* +8rt+1 bir tam kare”
gercegi dikkate alinirsa sifirdan farkli belli bir y tamsayisi i¢in
8r? +8rt+1=y?

denklemi elde edilmis olur. Bu denklem yeniden diizenlenirse
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202r+t)? —y? =2t* -1
oldugu goriiliir. Buna gore, X = 2r +t olarak alinirsa yukaridaki denklem
2x? —y? =2t? -1 (3.1.3)
Pell denklemine indirgenmis olur. Bu denklemin tiim tamsay1 ¢ozlimlerini belirleyebil-

mek i¢in ¢ozlim smiflarina ve ¢6ziim matrislerine ihtiya¢ vardir. Bu nedenle ilk olarak

bazi kavramlar ve notasyonlar verilecektir.

A tam kare olmayan pozitif bir diskriminant olmak tizere

QWA) = {x+yVA:xyeQ)
kuadratik say1 cisminin herhangi bir o = X+ y\/Z elemanin eslenigi a=X- y\/Z ve
normu N(a)= x> —Ay? dir. Buna gore

% A =0(mod4) ise

Pa =

14 VA A - i(moda) ise
2

olmak lizere O, ={X+Yyp, : X,y €Z}, @(\/Z ) nin bir alt halkasidir. Bu O, halkasinin
birimleri, normu *1 olan elemanlar olup bu birimlerin kiimesi O, ile gosterilir. O, da
normu 1 olan birimlerin kiimesi OZJ ile gosterilsin. O, nin 1 den biiyiik en kiigiik biri-

mine temel birim denir ve bu temel birim ¢, ile gosterilir.

a,b,c e R olmak tlizere
F(x,y) = ax> + bxy + cy?
seklindeki polinomlara kuadratik form denir. Bu formun diskriminanti A = A(F) ile

gosterilir ve A(F)=Db* —4ac olarak tammlanir. a,b,c € Z olmasi durumunda F ye tam

form, A >0 olmast durumunda ise F ye indefinite form denir. Tam kare olmayan A

diskriminanth F indefinite tam formu

(ax+ b+2\/K y](ax+ b- A yJ

2
F(X,y)=

a
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seklinde yazilabilir. Buna gore

M :{ax+b+2\/zy:x,yez}

olarak tanimlanirsa ax +

ye Mg ve u+vp, €O, olmak iizere

b+\/X
2

U—EV av
x y] 2 o A = 0(mod 4)
—Cv u+-—Vv
X" y]= (3.1.4)
1-b
uUu+—-V av
[X Y] 2 1+b A =1(mod4)
—Cv LI-I-TV

i¢in

b+x/ZJ , b+\/Z,
y|=ax'+ 5

(U+VpA)[aX+ 5 y'eMg

dir. Su halde F(X,y)=m denkleminin tamsay1 ¢6ziimleri kiimesi ile M kiimesi ara-

sinda

b++/A

2

W(X,y) = ax+ y

olarak tanimlanan birebir bir
Y {(X,Y)eZxZ :F(X,y)=m} > {ye M : N(y) =am}
doniisiimil tanimlanmis olur. Buna gore, F(X,Yy)=m denklemini ¢6zmek demek, M

nin normu am olan elemanlarini bulmak demektir. ¢, temel birimi igin

_Jéa N(ey)=lise
A er N(g,)=-11ise

ve
amr 12 7, —1
A A am>0 ise
A T
0<y<U-=
amr 12 7, +1
A A am<0 ise
A TA
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olarak tanimlansin. F(X,y)=m denkleminde gerekli diizenlemeler yapilirsa
F(X,y) =m < Ay* +4am = (2ax + by)?
elde edilir. Buna gére [0, U] arahigindaki y degerleri i¢in, Ay” +4am ifadesinin tam ka-

re olup olmadig1 kontrol edilir. Eger Ay +4am tam kare ise yukaridaki esitlikten x de-
geri (veya degerleri) elde edilir. Dolayisiyla F(X,y)=m denkleminin tamsay1 ¢oziimle-
11 i¢in bir {[ X Y]} ¢Oziim sinifi elde edilmis olur. Bu ¢oziim sinifi ve (3.4) esitliginde-
ki ¢6ziim matrisi kullanilarak F(X,y)=m denkleminin tiim tamsay1 ¢oziimleri elde e-

dilmis olur (Flath 1989).

Ornegin, 17x* +32xy +14y* =9 denklemi ele alinsin. Bu denklem i¢in &, =17 + 418

olup N(&5,)=1 oldugundan 7,, =17+ 4418 dir. Buna gore

[17-9- 07+ 418)| [ 16+ 4418
|

72 | 17+4418

olur. Bu araliktaki y degerlerinden 2 ve 4 i¢in Ay” +4am="72y* +612 ifadesi bir tam

0<y<U J;8.246

karedir ve y nin bu degerleri icin sirasiyla Xx=-1 ve x=-5 olarak elde edilir. O halde

verilen denklem igin ¢6ziim sinifi
{[-12],[-5 4]}
diir. Coziim matrisi (3.1.4) esitliginden
M = {— 47 68}
-56 81
olarak elde edilir. Su halde denkleminin tiim tamsay1 ¢oziimleri kiimesi
{(H-12M", £[-5 4M":neZ}
dir.

Bu aciklamalardan sonra esas konuya gecilebilir. (3.1.3) deki

2x° —y? =2t -1
Pell denklemi dikkate alindiginda, bazi t degerleri icin iki, baz1 t degerleri i¢in dort ve
bazi t degerleri i¢in daha fazla ¢6ziim sinifinin oldugu goriiliir. Asagidaki ¢izelgede bazi

t degerleri ve bu t degerlerine karsilik gelen ¢oziim siniflar1 verilmistir.
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Cizelge 3.1. 2x% — y? =2t* —1denklemi i¢in ¢oziim siniflart

t Coziim smifi
3 [ A[F3 11}
5 | A[F5 1L [£7 71

37 | {[£37 1], [#41 25], [£43 31], [£47 41]}

Bu nedenle ¢oziim sinifin1 tam olarak belirleyebilmek icin t iizerine bazi kisitlamalarin
konmasi gerekir. Bu kisimda verilen tiim sonuglar t > 2, 2t% —1 asal olacak sekilde ka-

bul edilerek verilmistir (Boylelikle ¢6ziim sinifi tek tiirlii olarak belirlenebilmistir).

3.1.1. Teorem. 2x* — y* = 2t* —1 Pell denklemi i¢in

'M—34
(i) —23ve

Xonst Yanal=[t 1IM",n20 ve [Xy Yyl=[t -1IM", n>1
olmak {izere denklemin tiim pozitif tamsay1 ¢oztiimlerinin kiimesi
Q ={(X3n11> Yane1) 1N 203 U {(Xap, Yop) N 2T}
dir.
(ii) M matrisinin n. kuvveti n>1 igin
M = [ C, 4Bn}
2B, C,
dir.
(iii) Denklemin tiim pozitif tamsay1 ¢oziimlerinin kiimesi, balans ve Lucas-balans sa-
yilarina bagl olarak
(Xons1> Yanay) = (C, +2B,, 4B, +C,), n>0
(X555 Yon) =(C, —2B,, 4B, -C,), n=>1
olmak tlizere Q = {(X,,.1> Yonsy) i N =0} U {(X,,, Yo ) : N 21} dir.
(iv) Denklemin tiim pozitif tamsay1 ¢oziimlerinin kiimesi, Pell sayilarina bagli olarak
(Xansts Yane1) = ((Pon + Py ) + Py, 2Py + Py + Py ), 20
(Xans Yon) = (t(Poy + Pyp_) = Py, 2Ry, = Py = Py y), n21

olmak tizere Q = {(X,,.1> Yons1) i N2 0} U {(Xy,, Yo) : N 21} dir (Tekcan ve Yazla 2017).
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ispat. (i) 2x* —y? =2t? —1 Pell denklemi icin T, =3 +242 olup 0<y<U araligin-
daki y degerlerinden sadece y =ligin §( y? +2t? —1)ifadesi bir tam karedir ve y nin bu

degeri i¢in X ==t dir. Su halde ¢6ziim sinifi {[£t 1]} olup (3.1.4) den ¢6ziim matrisi

o3 3

olarak elde edilir. Bu ¢6ziim sinifi ve matris dikkate alinirsa
n>0 igin [t 1]M" denklemin (X,,.,;,Y,n.;) poZzitif tamsay1 ¢oziimlerini
n>1igin [t —1]M" ise denklemin (X,,,Y,,) pozitif tamsay1 ¢dziimlerini
tiretir. O halde denklemin tiim pozitif tamsay1 ¢éziimlerinin kiimesi
Q={(X3n415 Yan11) 1N 2 03 U {(Xy, Yop) N 21§
dir.
(i) n=1 i¢in C, =3 ve B, =1 oldugundan esitlik dogrudur. Esitligin n—1 i¢in dogru

M -1 :{ o 4Bn1}
2B,, C,.
oldugu kabul edilsin. Bu takdirde
3C,,+8B,,=C, 3B,,+C,, =B, C,,+3B,, =B,

oldugu yani,

ve
8B, +3C,, =C,
oldugundan

MMM:FCH_IWBH_] 125n_1+4cn_1}{cn 4B”}:|\/|”

2C,_,+6B,, 8B, ,+3C, 2B, C,
dir, yani esitlik her n i¢in dogrudur.
(iii) (1) ve (i1) den kolayca goriilecegi lizere
(Xopats Yonsy) = (1C, +2B,,, 4tB, +C,)
ve
(X555 Yan) = (tC,, - 2B,,, 4B, —-C,))
dir.

@iv) P, =2B,, ve P,, + P,,_; =C,, oldugundan sonug agiktur.
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Asagidaki cizelgede t=3 i¢in 2x* —y? =17 Pell denkleminin ilk 10 tamsay1 ¢ozimi
verilmigtir.

Cizelge 3.2. 2x*> —y? =17 Pell denkleminin ilk 10 tamsay1 ¢6ziimii

N (X, Yn)

G, D

(7,9)

(11, 15)
(39, 55)
(63, 89)
(227, 321)
(367, 519)
(1323, 1871)
(2139, 3025)
(7711,10905)

[u—

O| o0 | O | K| W

—_
(e)

3.2. t-Balans Sayilar1.

Bu kisimda t—balans sayilarinin genel terimleri, bu sayilarin Binet formiilleri, ilk n—
terim toplamlari, Pell, Pell-Lucas, diger balans sayilar1 ve son olarak da kare {iggensel

sayilar ile olan iligkisinden bahsedilecektir.

Dash ve ark. (2012), t —balans ve t —cobalans sayilarinin genel terimleri arasinda
Bl =6B' ,—Bl ,+2(t+1) ve b, =6b} bl ,+2t

seklinde bir indirgeme bagintisinin oldugunu gdstermisler ve asagidaki sonuglari elde

etmislerdir.

3.2.1. Teorem. B t—balans ve C| Lucas t—balans sayilari sirastyla
[By —(t+D]° =By 5By, =(2t+1)° ve Cp,=6C,-C;

indirgeme bagintisini1 gercekler (Dash ve ark. 2012).
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Balans fonksiyonlarina benzer sekilde Dash ve ark. (2012), verilen herhangi bir X, t—

balans sayis1 igin

f(x):3x+(t+1)+\/8x2+8x(1+t)+(2t+1)2

Ve

T(X) =3X+ (t+1) =85 +8x(1+ 1) + (2t + 1)

fonksiyonlarini tanimlamislar ve asagidaki teoremleri elde etmislerdir.

3.2.2. Teorem. X bir t —balans sayisi ise f(X) degeri de bir t—balans sayisidir. Eger X,

n. t—balans sayisi ise (nN+2). t—balans sayisi f(X) ve (n—2). t—balans sayisi da

f(x) degeridir (Dash ve ark. 2012).

3.2.3. Teorem. B, balans ve C, Lucas-balans sayilar olmak iizere n>1 tamsayisi i¢in

16B,C, +32B2 +2C7 +2 = (4b,.,, +2)*
24B,C, +32B +4C > =2c,,,(4b,,, +2)
8B. +2C; +8B,C, —1=c¢.,,

dir (Tekcan ve Yazla 2017).
Ispat. Sadece ilk esitlik gosterilecektir. Diger esitlikler de benzer sekilde gosterilebilir.

2n 2n 2n 2n 2n-1 2n-1
a  — a + (94 —
P C,= p ve b, = 1 oldu-

42 7" 2 42 2

Balans sayilari i¢in B, =

gu dikkate alinirsa

16B,C, +32B +2C> +2

B = Y o™ + B o = g 2 a4 g 2
—16( w2 J( 5 j+32(—4\/E J +2(—2 j +2

B a4n+2 _z(aﬂ)ZrHl +ﬁ4n+2
2

2n+1 2041 \2
Y [y
M2

2n+ 2+ 2 2n+ 2+
=16 i_l +16 i_l +4
42 2 42 2

=16b?,, +16b +2)°

n+l1 n+1

+4=(4b

n+1

oldugu goriiliir.
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Yukarida t>2, 2t* —1 asal olacak sekilde kabul edilmis ve 2x* —y? =2t*—1 Pell

denkleminin tiim pozitif tamsay1 ¢oziimleri kiimesi elde edilmisti. Bu kisimda ise

X =2r +1t esitligi dikkate alinarak t—balans sayilarinin genel terimleri verilecektir. Yi-
ne bu kisimda da elde edilen tiim sonuglar t > 2, 2t* —1 asal olacak sekilde kabul edile-

rek verilmistir.

3.2.4. Teorem. n>1 i¢in tiim t —balans sayilarinin genel terimleri

t (4Bn+Cn—l)t—(ZBn+Cn+l)
BZn—l = >

t (C,—-Dt-2B,
b2n—1 = >

CEnfl = (4bn+1 + 2)t —Chi1
Cy,, =4B, —C,

t 4B, +C,-Dt+(2B,+C, -1
BZn 3 >

ot _ (Ca—Dt+28,
2n 2

Ci, =(4b,,, +2)t+c

Cyy =4tB, +C,

n+l1

dir (Tekcan ve Yazla 2017).
Ispat. x =2r +t oldugundan 3.1.1. Teoreminin (iii) iinden n>1 igin

. _(C,—Dt-2B,
b2nfl = )

olarak elde edilir. 8B +1=C2 oldugundan (3.1.2) esitliginden

Cont = \/8(b£n71)2 +8thy_; +1
:\/8(((:” —1)2'[—28n)2 P —1)2'[—28n)+1

= J16t>B2 —8tB,C, +C?
=4B, -C,
elde edilir. Buna gore (3.1.1) den

t 4B, +C,-Dt-(2B,+C, +1
Banl = >

olarak elde edilir. 3.2.3. Teoremi ve (3.1.2) esitligi kullanilirsa
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Cl,\ =+/8(BL, ) +8BL, (1+1)+(2t+1)
(4B,+C,-Dt—-(2B, +C, +1))2
2
(4B,+C,—Dt—(2B, +C, +1)
2
_ [t?(16B,C, +32B; +2C, +2)-1(24B,C, +32B; +4C,)
+(8B; +2C; +8B,C, —1)
=(4b

8(

+8( YA1+t)+ (2t +1)°

+ 2)t —Chi

n+1

elde edilir. Diger esitlikler de benzer sekilde gosterilebilir.

t —balans sayilarinin genel terimleri, balans sayilarina bagli oldugundan ve balans sayi-
larinin Binet formiilleri belli oldugundan t —balans sayilarinin Binet formiilleri de asa-

gidaki gibi elde edilir.

3.2.5. Teorem. n >1 i¢in t —balans sayilarinin Binet formiilleri

a2n+l +ﬂ2n+1 ) a2n+1 _ﬂ2n+l +2\/§
BZn 1 =t -
42

2n 2n 2n
bén—lzt @ +IB _a i
442

Ct _t a2n+1 _ﬁ2n+l _a2n+1 +182n+1
2n-1 \/5 2
C; IZt(QZn_ﬂZnJ a2n+ﬁ2n
" V2
2
£a2n+1 2n+1 J a2n+l 2n+1 2\/_
a

2n 2n n
bén =t| & B +
4 4f
2n+l ﬂ2n+l]+ 2n+1 +,6'2n+1

vy)
N —~+
>

I
—

O
.S,FP
I
7/ N\
Q

dir (Tekcan ve Yazla 2017).

Ispat. Balans ve Lucas-balans sayilarinin Binet formiilleri dikkate alinirsa
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t 4B, +C,-Dt-(2B,+C, +1)
an—1 = >

t|:4[a2n\_/ﬁ2nJ+a2n ;_IB2n _1}_2[a2n;_ﬂ2nj_a2n -;—,an .
442 442

2
: " (1+42)+ f(1-42)-2 | a™(1+42)- " (1-2)+242
2 22

2
_t(aznﬂ +,B2n+1 _2J_a2n+l —,B2n+1 +2\/§

4 42

oldugu goriiliir. Digerleri de benzer sekilde gosterilebilir.

Yukarida t —balans sayilarin genel terimleri, balans sayilarina bagli olarak elde edil-
misti. Asagidaki teoremde ise tersine, balans sayilarinin genel terimleri t —balans sayi-

larina bagli olarak verilmistir.

3.2.6. Teorem. Balans sayilarinin genel terimleri

Bn :bén_bén—lj n>1 bn :Cén—2+C£n—3_4t’ n>2
2 8t
Cn — C;n _an—l , n>1 C, = C;n—z _Cén—3 , n>2
2 2
dir (Tekcan ve Yazla 2017).
Ispat. 3.2.4. Teoremine gore
C,-Dt-2B -Dt+2B
by, = vy~ o= D 2
oldugundan
(C,-Dt+2B, (C,-Dt-2B,
t t -
by =050 _ 2 2 -B

n

2 2
olarak elde edilir. Diger esitlikler de benzer sekilde gosterilebilir.

3.2.4 ve 3.2.6. Teoremlerine dikkat edilirse, balans ve t —balans sayilar1 arasinda birebir

bir esleme kurulmus olur.
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Balans sayilarinin genel terimleri, t—balans sayilarina bagli olarak verilebildigi gibi,
Pell ve Pell-Lucas sayilarinin genel terimleri de t —balans sayilarina bagli olarak asagi-

daki gibi verilebilir.

3.2.7. Teorem. Pell ve Pell-Lucas sayilarinin genel terimleri n >1 i¢in

t t t t
C2n +C2n71 _ b4n _b4n71

ot t _ At t
P2n - b2n _bzn—lﬁ I:)2n+1 - > Q2n - bt bt ve Q2n+1 - C2n _Czn—l
2n ~ M2n-1

4t

dir (Tekcan ve Yazla 2017).
_(C,~t-2B,

ispat. b}, | = 5 ve b, = (€, _1)2t + 26, oldugundan
(C. —1)t+2B, (C,—1)t—2B
bgn _bén—l =-— N ~=2B, =P,

2 s
dir. Diger esitlikler de benzer sekilde gosterilebilir.

3.2.8. Teorem. t —balans sayilarinin ilk n-terim toplami, n > 2 ¢ift i¢in

n+2 n
Bit :(Bn+2 +bn+2 _T)t_E
i=l 2
n t n
Z bi :(Bn +bn+2 _E)t
i=l 2 2
n
> C{ =(3B,,, +B, +2b,,, -3t
i=1 2 2 2
n
> ¢ =4tb,,,
i=1 T
ve N >1 tek i¢in
n n+3 n+1
Z Bit = (Bn+3 - Bn+1 _T)t _bn+3 T4
i=1 2 2 2

0 n+1
> b =(2BL+1——2 )t= B

i=1 2 2

n
> Ci =(byys =Dy —4t-2B,; +2b,,5 +1

i=1 2 2 2 2

n+l -1

2 2 2 2

Ci = 4(By.; +by, )t —2By,; —2b

—_

dir (Tekcan ve Yazla 2017).
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Ispat. n ¢ift, yani belli bir k > 1 tamsays1 icin n =2k olsun. Bu takdirde
n
> B =B +B}+--+Bj,
i=1
a’+ B -2 a3—ﬂ3+2\/§ a’+ B -2 a3—ﬂ3—2\/§
= t— + t+
4 42 4 42

s a2k+1 +ﬂ2k+1 ) t_a2k+l _ﬁ2k+1 _2\/5
4 42

_(a3+a5+~-+a2k+l +ﬂ3+ﬂ5+m+ﬂzk+1 _th_k
2

2k+2 2k+2 2k+1 2k+1
:[a g o -p 1—2k+2]t—k

42 42 2 2

n+2 n
=(Bp,, +bn+2 -——t-=

- A 2

dir. Diger esitlikler de benzer sekilde gosterilebilir.

Yukaridaki teoreme benzer sekilde asagidaki teorem verilebilir.

3.2.9. Teorem. P,,Q, ve B, sayilar1 igin

n btn _btn7 2n (btn _btn7 )(Ctn _Ctn7 )
ZPszz 221 zpzi: 2 2122 2n-1
i=1 i=1
n t o 2n t At t ot

Pzi — C2n +C;2tn—l 4t z (sz + P2i+2) — (C2n+2 C2n+13‘(C2n CZn—l)
i=1 i=0

i P _ (Cén +C;n—1)(C;n _C;n—l) i Q _ 2(bztln+2 _bztln+1)
i=0 8t i=0 I C;n _C;n—l

2n t t t t 2n t t t t
(bn_bn—)(cn+cn—) (bn_bn—)(cn_cn—)
Zlei — 2 2n—1 t 2 2n-1 ZIBI — 2 2 14 2 2n—-1

dir (Tekcan ve Yazla 2017).

Ispat. Sadece ilk esitligin gerceklendigi gosterilecektir. Diger esitlikler de benzer sekil-

de gosterilebilir.
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_ Piy=R+P+-+Py

i=1
Ca+a e+ (BB

22

aZn 1_ ﬁZn _1
_ 2 2
22
a2n _ﬂZn

42
a2n+ﬂ2n_2 aZn_ﬁZn ~ a2n+ﬂ2n_2 aZn_ﬂZn
S 0 s o 9

t t
i b2n B b2n—1

2

oldugu goriiliir.

Pell, Pell-Lucas ve balans sayilarinin bazi toplamlari tam kare olup bu toplamlar, t —ba-

lans sayilarina baglh olarak asagidaki gibi verilebilir.

3.2.10. Teorem. P,,Q, ve B, sayilar1 i¢in

2 2
4%:3 P = Cén—z _C;n—3 1+ 4&? P = an _Cén—l
i=1 I 2 i=1 I 2

2n t t 2 2 bzttn _bztm—l ’
Z in—l :[2(b2n _b2n—1 )] Z Bzifl = 5
i=1 i=1

%
Q,: 2
i=0 2 — C;n — Cénfl

2 2

dir (Tekcan ve Yazla 2017).

Ispat. Pell sayilarmin ilk n terim toplaminin

P, +P, -1

+1

2

oldugu dikkate alinirsa
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4n-3
Pans + Pany —1

5~

2
a4n—3 _ﬂ4n—3 . a4n—2 _'B4n—2 »
_ 22 242
2
a® 2y g o
- 4
_((4bn +2)t+c, —(4b, +2)t +c, jz
2

2
_ Cén—z — C;n—3
2

oldugu goriiliir. Diger esitlikler de benzer sekilde gosterilebilir.

Kare iiggensel sayilarin genel terimleri, t —balans sayilarina bagl olarak asagidaki gibi

verilebilir.

3.2.11. Teorem. n > 1 tamsayist i¢in

S

2
— b;n _bén—l t = C;n _Cén—l -2 ve S = C;n _Cén—l _b£n+2 + b£n+l
n 2 > n 4 n 2

dir (Tekcan ve Yazla 2017).

Ispat. s, ve t, nin Binet formiilleri dikkate alimirsa

t a2n +,6;2n _2 +a2n _IBZn _t a2n +,6;2n _2 +a2n _ﬁZﬂ
S_Olzn—,an_ 4 4\/5 4 4\/5
n 4\/5 2
:b;n_bén—l
2

ve benzer sekilde

20 p2n 20, p2n 2 p2n 2, p2n
N p L +p i @ p L +p 5
o™+ p" 2 V2 2 V2 2
b = 4 4

— C;n _Csnfl -2

4

diir. Son esitlik de benzer sekilde gosterilebilir.
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Yukaridaki teoremde, kare liggensel sayilarin genel terimleri, t —balans sayilarina bagh
olarak verilebilmisti. Tersine t —balans sayilarinin genel terimleri de S, ve t, ye bagh

olarak asagidaki gibi verilebilir.

3.2.12. Teorem. n >1 tamsayisi i¢in t —balans sayilarinin genel terimleri

B, =(t, +2s )t—s, —t, —1 Bl =(t, +2s,)t+s, +t,

by, =t,t—s, by, =t t+s,

Cl =(4s, +4t +2t—s, —s,., Cl, =(4s, +4t, +2)t+s, +5,,,
oy =4s,t—2t —1 Ch, =4s,t+2t, +1

dir (Tekcan ve Yazla 2017).

Ispat. B,,C,, s, ve t, nin Binet formiilleri dikkate alinirsa

i (4B,+C,-Dt-(2B,+C, +1)
By = >

|:4{a2n4g2nj+ el _;'an _1]1:_{2[&2:‘;;%]—'_ a2 _;'an +1i|

2

_(aznﬂ +ﬂ2n+1 _2]t_(0{2n+1 _ﬂ2n+1 +2ﬁj

4 42
_(am+ﬂ2n_2+a2n_ﬂ2th_a2n_IB2n _a2n+ﬁ2n_2

-1
4 22 42 4

=(t, +2s,)t—s, —t, -1

dir. Diger esitlikler de benzer sekilde gosterilebilir.

3.2.11 ve 3.2.12 Teoremlerine gore, t —balans sayilar ile kare tiggensel sayilar arasinda

da birebir bir iligski kurulmus olur.
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