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1. ON BIiLGILER

Bu boliimde, ilerleyen boliimlerde kullanilacak temel tanim ve sonuglar tizerinde kisa
olarak durulacaktir. Bu sonuglarla ilgili ayrintil1 bilgiler Palka (1991) ve Conway (1995)

de bulunabilir.

1.1 Tammm. C kompleks sayilar kiimesi, z, € C ve r >0 olmak iizere
D(zy,r)={zeC:|z—z,|< 1},
D(zy,r)={z:|z—z,|<r},
0D(zy,r)={z:|z—z,|=7}

kiimelerine sirasiyla z, merkezli » yaricapl agik daire, kapalr daire ve ¢ember denir.
Kisalik olsun diye D(0,7) dairesi D, ile ve D, birim dairesi de I ile gosterilecek.

Ayrica, birim dairenin dis1 D* = {z :| z |> 1} ile gosterilecek.

1.2 Tanm. A c C ve z,€ 4 i¢in D(z,,r) < A olacak sekilde bir » > 0 sayis1 varsa,
z, noktasmna A kiimesinin bir i¢ noktasi, A kiimesinin biitiin i¢ noktalarinin kiimesine

A kiimesinin i¢i denir. Eger A kiimesinin biitiin noktalar1 i¢ nokta ise, A ya a¢ik kiime
ve tiimleyeni acik olan kiimeye de kapali kiime ad1 verilir. Bir 4 kiimesini bulunduran
kapali kiimelerin arakesitine 4 kiimesinin kapanisi denir ve A ile gosterilir. Eger
ze C i¢in her D(z,r) dairesi ile hem 4 hem de A ’nin tiimleyeninin arakesiti bos

kiimeden farkli ise, z noktasina 4 kiimesinin bir sinir noktas: denir.

1.3 Tanim. (z,) kompleks sayilarin bir dizisi olsun. Her & > 0 sayisina karsilik n > n,
ozelligindeki biitiin #n dogal sayilan i¢in z, € D(z,,&) olacak sekilde bir n, dogal

say1st varsa, (z,) dizisine z, noktasina yakinsaktir denir ve bu durum limz, = z, veya

n—>»0

z, —> z, bigiminde gosterilir.



1.4 Teorem. z, A olmasi i¢in gerek ve yeter sart lim z, = z, olacak sekilde 4 da bir

n—>0

(z,) dizisinin mevcut olmasidir (Conway 1995 s: 18).

1.5 Tanim. 4 c C olmak iizere f:4 — C bir fonksiyon ve z, € 4 olsun. Her ¢ >0

sayi1si i¢in
JTAND(zy,6)]=D(f(z,),¢)

olacak sekilde bir &6 =05(&,z,) >0 saywst varsa, f fonksiyonuna z, noktasinda

stireklidir denir. Eger her z € A noktast i¢in
f1AND(z,6)]<D(f(2),¢)

olacak sekilde bir 0 =0(¢&) >0 sayisi varsa, f fonksiyonuna A kiimesinde diizgiin

stireklidir denir. Eger lim z, = z, 0zelliginde her bir (z,) dizisi i¢in lim f(z,) = f(z,)

n—>0

ise, f fonksiyonuna z, noktasinda dizisel siireklidir denir. C de dizisel siireklilik ile

stireklilik bir birini gerektirir.

1.6 Tamm. 4 c C olsun. Her z€ 4 i¢in |z|<M <o olacak sekilde M >0 sayisi

varsa A kiimesine sinirlidir denir. A kiimesinde alinan her dizinin y1gilma noktasi yine

A kiimesine ait ise, A klimesine dizisel kompakt veya kompakt denir.

1.7 Teorem. 4 — C kiimesinin kompakt olmasi i¢in gerek ve yeter sart kapali ve sinirlt

olmasidir (Palka 1991).

1.8 Tammm. A c C herhangi bir kiime, U ve V' C de ayrik agik iki kiime olsun. Eger
ANU#d, ANV #¢ ve AcU UV ise A kimesine baglantisizdr denir. Baglantisiz

olmayan kiimeye baglantilidir denir. Agik ve baglantili bir kiimeye bolge ad1 verilir.

1.9 Tanmim. [a, b] kapali araliginin z = @(¢) siirekli fonksiyonu altindaki resmine C de
bir yol veya egri denir. Her ¢ €[a,b] i¢in ¢'(t) mevcut ve ¢@'(¢) #0 ise egriye diizgiin
egri, [a,b] araliginin sonlu sayida alt araliklarinda diizgiin olan egriye par¢ali diizgiin

egri ad1 verilir. Kendi kendini kesmeyen egriye basit egri, ug noktalar1 bitisik bir egriye
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kapali egri ve sadece u¢ noktalarinda kesisen egriye de basit kapali egri veya Jordan
egrisi denir. Jordan egrisinin sinirladigi bolgeye Jordan bélgesi adi verilir. B C
bolgesinde her basit kapali egrinin sinirladigi kiime sadece B kiimesinin noktalarindan

olusmus ise, B bolgesine basit baglantili bolge denir.

1.10 Tamm. f bir B bolgesinde kompleks degiskenli bir fonksiyon ve z, € B olsun.
Eger

llm f(Z)_f(ZO)

24)20 Z —_ ZO
limiti mevcut ise, f fonksiyonuna z, noktasinda differansiyellenebilir veya
tiirevlenebilir, limit degerine de f fonksiyonunun z, noktasindaki tirevi denir ve bu
tirev f'(z,) bi¢iminde gosterilir. Eger f fonksiyonu z, noktasinin belli bir

komsulugundaki biitiin noktalarda diferansiyellenebiliyorsa, f fonksiyonuna z,

noktasinda analitiktir denir.

1.11 Tanim. D c C agik bir kiime, f: D — C ve f =u+iv fonksiyonu D de birinci

mertebeden stirekli kismi tiirevlere sahip olsun. z, € D olmak tizere

u.(z,) v.(zy)

TrE= ) vz

=u,(z,) Vy(ZO)_uy(ZO)vx(ZO) (1.1)

sayisina f fonksiyonunun z, noktasindaki Jakobiyeni denir. Eger her ze D igin
J,(2)#0 ise, [ fonksiyonuna D de bir diffeomorfizm, J ,(z)>0 ise f fonksiyonuna

D de yon koruyan ve J ,(z)<0 ise f ye D de yonii ters ¢eviren adi verilir.

(1.1) esitligi ve f fonksiyonunun kismi tiirevlerinden J, =|f.—|f.[" ve f

fonksiyonu analitik ise J (z) = f"(2) > oldugu goriiliir.

1.12 Tamm. Dc C bir bolge, f:D—>C bir fonksiyon ve z,eD olsun. z,

noktasinda kesisen D de yonlendirilmis her C, ve C, dizgiin egri ciftinin z,



noktasinda aralarindaki aci, f(C,) ve f(C,) goriintii egrilerinin f(z,) noktasinda
aralarindaki agtya biiylikliik olarak esit, yon olarak ayni ise, f fonksiyonuna z,

noktasinda konform denir (Zill 2003 s:353).

1.13 Teorem. f fonksiyonu bir D bdlgesinde analitik ve z, e D olsun. Eger

f'(z,) #0 ise f fonksiyonu z, noktasinda konformdur (Zill 2003 s:354).

1.14 Teorem. f fonksiyonu bir D bdlgesinde analitik ve z, € D olsun. n>1 dogal
sayist f'(z,)=f"(z))="=f""(z,)=0 ve f"(z,)#0 olacak bigimde bir sayi ise,
z, da kesisen herhangi iki diizgiin egri arasindaki aciyi, w= f(z) fonksiyonu n
carpani kadar biyiitiiliir. Bu durumda, w= f(z) fonksiyonu z, da konform degildir

(Zill 2003 s:355).

1.15 Teorem. B — C bir bolge, f: B— C bir fonksiyon olsun. f fonksiyonunun B

de konform olmasi igin gerek ve yeter sart f fonksiyonunun B de analitik ve yalinkat

olmasidir (Palka 1991).

Yalinkat fonksiyon teorisinin en 6nemli sonuglarindan biri de Riemann doniisiim

teoremidir.

1.16 Teorem (Riemann Doniisim Teoremi). D, C kompleks diizleminin basit
baglantili bir 6z alt bdlgesi olsun. D bdlgesini D birim dairesi {izerine bire bir ve

analitik (konform) olarak resmeden z, € D i¢in f(z,) =0 ve f'(z,) >0 dzelliginde bir

tek f fonksiyonu vardir (Palka 1991).

Riemann doéniisiim teoremi geregi basit baglantili bir bélgede yalinkatlikla ilgili bir cok
problemi ¢dzmek i¢in bu bolge yerine ) birim dairesini almak uygundur. O halde

bundan boyle ¢alismalarimizi birim daire {izerinde yogunlastiracagiz.

Eger D bir Jordan bolgesi ise, Riemann doniisiim teoremi siirekli olarak D bdlgesinin
simirma genigletilebilir ve genisletilmis fonksiyon sinir egrisini bire bir olarak birim

¢ember iizerine doniistiirlir. Caratheodary’ye ait olan bu sonug asagida ifade edilmistir.



1.17 Teorem (Caratheodary Genisleme Teoremi). D bir y Jordan egrisi ile sinirlanmig
bir bélge ve f D bolgesini D birim dairesi tizerine konform olarak déniistiirsiin. Bu

takdirde, f fonksiyonu D bolgesinden D iizerine bir homomorfizme genisletilebilir

(Palka 1991).

1.18 Teorem. f fonksiyonu D de analitik ve 8D de yalinkat olsun. Bu takdirde f
fonksiyonu ) de yalinkattir ve ) dairesini f(0ID) Jordan egrisinin sinirladig1 bolge

tizerine konform olarak resmeder (Pommerenke 1975 s:13).
Bu teoremin daha genel hali asagida verilmistir.

1.19 Teorem. f bir D Jordan bolgesinde analitik, oD tizerinde siirekli ve bire bir
olsun. Bu takdirde, f fonksiyonu D bdlgesini f(0D) Jordan egrisinin sinirladigi

bolge lizerine konform olarak resmeder (Pommerenke 1975 s:282).

1.20 Tammm. Bir D bdlgesinde tanimli u =u(x,y) fonksiyonu ikinci mertebeden
stirekli kismi tirevlere sahip ve D de Au=u  +u, =0 ise u fonksiyonuna D

bolgesinde harmonik denir.

1.21 Teorem (Harmonik Fonksiyonlar i¢cin Maksimum ve Minimum Prensibi). Sabit

olmayan reel degerli bir u(x,y) fonksiyonu, sinirli bir D bolgesinde harmonik olsun.

u(x,y) maksimum veya minimum degerini D bdolgesinin sinirinda alir.

1.22 Teorem (Schwarz Lemma). f fonksiyonu ) birim dairesinde f(0)=0 ve
| f(z)|<1 oOzelliginde analitik bir fonksiyon olsun. Bu takdirde D dairesinde

| f'(0)| <1 ve | f(2)| <|z]| dir. Esitlik f(z)=e"z fonksiyonu igin gecerlidir.

1.23 Teorem (Schwarz-Pick Lemma). f:I) — C analitik bir fonksiyon ve her ze€
icin | f(z) |<1 olsun. Bu takdirde
, - ()|
iy g 2@

-]z



dir (Gamelin 2001 s:264).

1.24 Teorem (Helly Se¢gme Teoremi). (u,), [a,b] araliginda p,(a)=0 ve u, (b)=1
ozelliginde azalmayan bir fonksiyon dizisi olsun. Bu takdirde [a,b] arahiginda

azalmayan bir x fonksiyonuna yakinsayan (u,) dizisinin bir (x, ) alt dizisi vardir.

Ustelik [a,b] araliginda siirekli her ¢ fonksiyonu icin

tim [" p(0)du, ()= [ p(0)du(t)

dir (Duren 1983).

1.25 Teorem (Hurwitz Teoremi). D bolgesinde sifir1 olmayan analitik fonksiyonlarin
bir (f,) dizisi, D bdlgesinin kompakt alt kiimelerinde f fonksiyonuna diizgiin
yakinsasin. Bu takdirde, f fonksiyonunun D bdlgesinde ya hi¢ sifir1 yoktur ya da f
0zdes olarak sifirdir (Duren 1983).

1.26 Teorem. D bolgesinde analitik ve yalinkat fonksiyonlarn bir (f,) dizisi, D
bolgesinin kompakt alt kiimelerinde f fonksiyonuna diizgiin yakinsasin. Bu takdirde

f fonksiyonu D bolgesinde ya yalinkattir ya da sabittir (Palka 1991).

1.27 Tammm. Bir X vektor uzaymda L[ f,g]={h=t+(1—1)g:0<t <1} kiimesine,
f ve g noktalarin birlestiren dogru parcasi denir. f ve g noktalarmma L[ f, g] dogru
parcasinin u¢ noktalari, 0 <t <1 i¢in 4 noktasina da L[f,g] dogru parcasinin i¢
noktasi adi verilir. Bir C < X alt kiimesi verildiginde her f,g e C i¢in L[ f,g]c C
oluyorsa C ye konveks kiime denir. Eger C konveks kiimesindeki bir f noktasi
herhangi bir L[f,g] < C dogru parcasiin bir i¢ noktasi degil ise, f noktasina C
kiimesinin ekstrem noktas: denir. C kiimesinin ekstrem noktalarinin kiimesi E(C) ile

gosterilir (Goodman 1983).



2. YALINKAT ANALITIK FONKSIYONLAR

Bu boéliimde birim dairede yalinkat analitik fonksiyonlarin sinifi ile reel kismi pozitif
analitik fonksiyonlarin siifi lizerinde durulacak. Bu siniflara ait fonksiyonlarin kat say1,

distorsiyon ve biiylime 6zellikleri incelenecektir. Ayrica, Alan teoremleri verilecektir.
2.1 Yalinkat Analitik Fonksiyonlar ve Temel Ozellikleri

Bu kisimda birim dairede analitik bire bir ve normalize edilmis fonksiyonlarin S sinifi

tanimlanip, bu sinifa ait fonksiyonlarin 6zellikleri incelenecektir.

2.1.1 Tanim. D kompleks diizlemde bir bolge olsun. f: D — C fonksiyonu bire bir
ise f fonksiyonuna D de yalinkat veya univalent fonksiyon denir. Bagka bir deyisle
z,,z, € D 1¢In z, = z, olmas1 f(z,)= f(z,) olmasim gerektiriyorsa, f fonksiyonu D
de yalinkattir. Geometrik anlami; diizlemde f(D) goriinti bolgesinin kath bdolge

olmamasi demektir.

Eger f fonksiyonu bir z, € D noktasinin belli bir komsulugunda yalinkat ise, f
fonksiyonuna z, noktasinda yerel (lokal) yalinkat denir. Analitik bir f fonksiyonunun
yerel olarak yalinkat olmasi igin f'(z,) # 0 olmasi yeterlidir (Palka 1991). Ayrica, D

bolgesinde yalinkat bir fonksiyon, D bdlgesinin biitiin alt bolgelerinde de yalinkattir.
Bundan baska, bir D bolgesinde f fonksiyonunun yalinkat olmasi ile 1/f

fonksiyonunun yalinkat olmasi birbirini gerektirir. Bundan boyle ¢alismamizda yalinkat

fonksiyon denildiginde yalinkat analitik fonksiyon anlasilacaktir.

Bu calismada, en az iki sinir noktasina sahip basit baglantili diizlemsel bir D bolgesi
yerine, Rieamann Doniisim Teoremi geregi, ona konform olarak denk olan I agik
birim dairesi alinacak. Bundan baska, ) de tanimli analitik fonksiyonlar i¢in adina

normallestirme denilen ve islemleri kolaylagtiran baz1 kabuller yapilacak. Bu
kabullerden biri; D de g(z)=h, +bz+b,z* +--- bigiminde Taylor agilimma sahip bir
g analitik yalinkat fonksiyonu i¢in, f(z)=[g(z)—5b,]/b, = z+a,z’ +--- fonksiyonu
da D de analitik ve yalinkat olur. Boylece, ) de g fonksiyonu f bi¢imine getirilerek

analitiklik ve yalinkatlik bozulmadan normallestirilmis olur.
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2.1.2 Tanim. D de analitik, yalinkat ve f(0) = f'(0)—1= 0 bagintisini saglayan

f(z):z+ianz" 2.1

bicimindeki fonksiyona normalize edilmis yalinkat analitik fonksiyon denir. 1D de

normalize edilmis biitiin yalinkat analitik fonksiyonlarin sinifit § ile gosterilir.

Asagidaki teorem, S smifinin bazi elemanter doniisiimler altinda degismez kaldigini

gosterir.

2.1.3 Teorem. z€D ve f e S ise, asagida tammlanan g fonksiyonu da S sinifina

aittir.

() g(z)= f(Z)=z+a,z’ +@,z" +--- eslenik doniisiimii.

(i) @R olmak iizere, g(z) =e "’ f(e'’z) rotasyonu.
.. 1 :
(iii) 0<r<1 i¢in, g(z) =— f(rz) genlesmesi.
r

z+a f(p(2) - f(@)

(iv) |a |<1 ve p(z)= . olmak lizere, g(z) =

+az (=le ") f"(ex)

disk otomorfizmi.

1/n
(V) neZ" igin, g(z) =4/ f(z") = Z(%j n. kok doniisiimii.

wf(z)
w=f(2)

(vi) f(z)# w olmak lizere, g(z) = atlanmis deger doniistimii.

(vil) ¢ , f fonksiyonunun deger kiimesi lizerinde yalinkat ve analitik bir fonksiyon

olmak tlizere g(z) = (po f)(z) bileske doniistimii.



Ispat. Bir fikir vermesi agisindan teoremin (iv), (v) ve (vi) o6zellikleri ispat edilecektir.

Digerlerinin ispat1 benzerdir.

zZ+a
l+az

(iv) ¢(2) =

fonksiyonu D dairesini kendi iizerine konform olarak doniistiiriir.

c=1/[(1-|a|’) f'(a)] denirse, g(z)=c[f(@(z)) - f(a)] bigiminde yazlabilir. Once
g fonksiyonunun yalinkat oldugunu gosterelim. g(z,)=g(z,) ise f(¢(z))— f(a)=
f(p(z,))— f(a) olur. f fonksiyonu yalinkat oldugundan, ¢(z,) = ¢(z,) ve ¢ yalinkat
oldugundan, z, =z, bulunur. Bu ise, g fonksiyonunun yalinkat oldugunu gosterir.
Ayrica, g'(0)=[f"()@' (/[ f'(@)p'(0)]=1 ve g(0)=0 oldugundan, geS elde

edilir.

(v) f €S oldugundan, g iyi tanimli ve D de analitiktir. 8, 1 in n. koklerinden biri ise,
zel i¢in g(Bz)=pLg(z) dir. g fonksiyonunun yalinkat oldugunu gosterelim.
z,, z, €D i¢in g(z,)=g(z,) olsun. Buradan, g"(z,)=g"(z,) ve f(z')= f(z3) olur.
f, D de yalinkat oldugundan, z, = fz, olacak bigimde S" =1 6zelliginde bir g e C
sayist vardir. g(fz)= B g(z) oldugundan, g(z,)=g(fz)= Lg(z,)=Lg(z,) olur.
Bu durumda, ya g =1 veya g(z,)=0 dir. Eger g =1 ise, z, =z, dir. Eger g(z,)=0
ise, z;, =z, =0 olur. Boylece her iki durumda da g fonksiyonu D) de yalinkattir.

Ayrica g(0)=0 ve g'(0) =1 oldugundan g e S elde edilir.

(vi) we f(D) oldugundan, g fonksiyonu ID de analitiktir. Ustelik, f fonksiyonunun
normalizasyonlar1 saglamasi ve yalinkat olmasi, g fonksiyonunun da normalizasyonlari

saglamasini ve yalinkat olmasini gerektirir. m

S sinifina ait en 6nemli fonksiyonlardan biri; z €D igin k(z) = z/(1-z)* bigimindeki
Koebe fonksiyonudur. Koebe fonksiyonu birim daireyi C —{w: -0 < w<-1/4} bolgesi

tizerine bire bir olarak doniistiirtr (Sekil 2.1).



Sekil 2.1 k(D) goriinti bolgesi

Koebe fonksiyonunun rotasyonu, k,(z) =z/(1—e’z)’ fonksiyonu S smifina ait olup,

agik birim daireyi orijinden ¢ikan 1s1nin —e?’* den o ’a uzanan pargasi harig biitiin

kompleks diizlem {izerine bire bir olarak resmeder.

Bundan baska, zeD ve a€(0,2] i¢in f(z)= %[G * Zj - l:l fonksiyonuna
a|\l-z

genellestirilmis Koebe fonksiyonu denir ve bu fonksiyonun da § sinifina ait oldugunu

gormek zor degildir.

Ayrica, f(z)=+/k(z’) =z/(1-z*) bigiminde Koebe fonksiyonunun karekdk
fonksiyonu S sinifina ait olup, birim daireyi C - {iy: y >1/2 veya y <-1/2} bolgesi

tizerine bire bir olarak dontistiirtir.

f(z2)=z/(1-z)’ fonksiyonu D de analitik fakat yalkat degildir. Ciinki

f'(~=1/2) =0 dir. Bununla birlikte bu fonksiyon D), , dairesinde yalinkattir.

Bazen birim daire yerine birim dairenin disin1 almak kullanigh olabilir. O halde

D* ={w:1<|w|< o} bdlgesi lizerinde

g(w)zw+b0+ﬁ+b_2+zw+z n (22)
w

2
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biciminde tanimli yalinkat fonksiyonlarin sinifim 2 ile, bu sinifa ait olup w, =0
degerini almayan fonksiyonlarin sinifin1 ise %, ile gosterelim. Buna gore 2, C 2 ve X

sinifina ait her bir fonksiyonun D" bolgesini kompakt ve baglantili bir bolgenin

tiimleyeni iizerine doniistiirdiigii aciktir.

Ayrica, S smifi ile X, smifi arasinda yakin bir iligki mevcuttur. Gergekten, f €S ise,
gz)=1/f(1/z)=z-a, + (c122 —a,)/z+--- fonksiyonu X, smifina aittir. Tersine,
geZ, ise f(z)=1/g(l/z)=z—c,z* + (002 —¢,)z> +-++ fonksiyonu da S siufina

aittir. Eger k € § Koebe fonksiyonu gz oniine alinirsa,

1 1
8@ =T T

olup, g fonksiyonu D" bolgesini C —[-4,0] bdlgesi lizerine konform olarak dontistiiriir

(Sekil 2.2).

Sekil 2.2 k(ID*) goriintii bolgesi

2.2 Alan Teoremi

Bu kisimda amacimiz adina alan teoremi denilen, ¥ sinifina ait fonksiyonlarin Laurent
acilimimin katsayilartyla ilgili bir teoremi vermek. Gronwall (1916) tarafindan
gosterilen bu teorem, ¥ ve S smiflarmin elemanter 6zellikleriyle ilgili ¢alismalarda

onemli bir rol oynar.
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Once S sinifina ait fonksiyonlar altinda kompakt dairelerin goriintii bolgesinin alanin

vererek baglayalim.

2.2.1 Teorem. feS ve D, ={z:z|<r<1} olsun. Bu durumda f(D,) sinrh

bolgesinin alani
Ar)y=n Z nla, |’r’" (2.3)

dir.

Ispat. z=x+iye D, ve w= f(z) =u(z)+iv(z) olsun. f(D,) bdlgesinin alani

o(u,v)
A(r)z-[-[f@» _” ‘a(z ;)

esitligi ile verilir. f =u +iv fonksiyonu analitik oldugundan,

o O N R R T
ve z = pe' icin
A = [ 1/ @ ddy=["["1/(pe*)} pdpde 2.4)
olur. (2.1) bagmtst geregi  f'(pe’)=a, +2a,pe’ +--+na,p"e" " +...

oldugundan,

| ['(pe”) = f(pe”) f'(pe”) =D 0" [a, [ p" 7+ ce™

n=1 k#0

elde edilir. Burada ¢, katsayilar1 a, ve p ya baghdir. Bu ifade (2.3) de yerine yazilip

27
terim terime integrallenir ve &k = 0 i¢in IO e*’df =0 oldugu g6z oOniine alinirsa (2.3)

esitligi elde edilir. m
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2.2.2 Aciklama. (1) Eger 0 < r <1 i¢in A(r) < M <o ise N € Z" olmak lizere,
N
Sy(r)y =z nla, [r’" <M
n=1

dir. (S, ()) monoton artan ve simirh bir dizi oldugundan, » — 1" iken limiti mevcuttur.

O halde,

N
Sy=SyW)=xY nla, <M

n=1

elde edilir. (S,) kismi toplamlar dizisi sinirli ve Zn |a, |* serisi yakinsak oldugundan

n=l

N — o i¢in

— 11 _ . 2
A —}l_)r{}A(r) _n;n la, | (2.5)

elde edilir.

(i) A=7(1+2|a, | ++-) >z oldugundan f(z)=z fonksiyonuigin 4 = 7z olup, diger

biitlin f e S fonksiyonlar i¢in 4 > ~ dir.

(iii) Eger A(r), r > 1 iken simirli degil ise (2.5) deki seri iraksak ve 4 = oo olur.

Alan teoremi olarak bilinen asagidaki teorem, ¥ simifina ait fonksiyonlarin Laurent

aciliminin katsayilariyla ilgilidir.

2.2.3 Teorem (Alan Teoremi). ¢ € £ fonksiyonu (2.2) bagintisiyla verilmis ise,

D nlb, [P <1 (2.6)
n=1

dir.
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Ispat. E=E(p)=C-¢(D") diyelim. Belli bir p>1 degeri igin C,=0D, ve

(C )=T olsun. ¢ fonksiyonu ID* da yalinkat oldugundan, I" egrisi
p P ® y y g » €8
w= qa(pe’ﬂ) =w(@)=u(@)+iv(d), 0<O<L2rx,

bi¢iminde pozitif olarak yonlendirilmis bir Jordan egrisidir. £,, I') tarafindan
cevrelenen bolge olsun (Sekil 2.3). Bu durumda, £, > E ve Green Teoremi geregi, £,
bolgesinin A(p) alani,
A( )—lj (udv—vdu)—ij de—ij &) ¢'(&)dE
=5, 2i 71, 2i Jon, #1500
esitligi ile verilir. ¢ fonksiyonunun D* bolgesindeki Laurent agihimi, k € Z — {1} igin

jm CdE=0 ve k=-1 icin jm C*d¢ =27 oldugu dikkate almirsa, diizgiin
=p =p

yakinsakliktan

olur. Buradan p —1 iken Zj:ln|bn > yakinsak oldugundan, (2.6) bagmtisi elde

edilir. m



Sekil 2.3 £, goriintii bolgesinin tiimleyeni

2.2.4 A¢iklama. Yukaridaki ispatta gegen £, bolgesinin alani

A(p)zﬂ(pz_i nlb, | J

n=l p

olup, p — 1 iken E daralir ve E = ﬂ E, olur. Boylece, £ bolgesinin alani (Lebesgue

p>1

Olclimii) 4 ise,

A=7r(l—in|bn|2J

n=l1

olur. 4>0 oldugundan, 2.2.3 Teoremi elde edilir. Eger 4 =0 ise, (2.6) bagintis1 esitlik

olarak saglanir.

Asagidaki sonug, ¥ sinifina ait fonksiyonlar i¢in katsay1 sinirlarinin alan teoreminden

elde edilebilecegini gosterir.

2.2.5 Sonu¢. p e X fonksiyonu (2.2) tipinde verilmis olsun. Bu takdirde | b, |[<1 dir.
Esitlik o({)=¢ +b,+e’¢™", @R, fonksiyonu igin gegerlidir. Ustelik, | £ |>1 igin
(&) =0 ise, | b, |<2 dir. Esitlik, ¢(¢)=¢ +2e“ +e”¢ ™", a eR, fonksiyonu igin

gecerlidir.

Ispat. (2.6) bagintisindan |b, |[<1 oldugu hemen goriiliir. Ayrica |b, |=1 ise, (2.6)
bagtisindan £ > 2 i¢in b, =0 dir.
15



Simdi, | |>1 i¢in ¢({)#0 oldugunu kabul edelim. Bu takdirde |z|<1 ig¢in

f(z)=1/¢(1/z) fonksiyonu S smifina ait olup, 2.1.3 Teoremi geregi, g(z)=+/f(z")

fonksiyonu da S sinifina aittir. Buradan

L (eeH)”
vO=5 :[ : J

bigiminde tanimlanan y fonksiyonu ¥ smifina ait ve | ¢ |>1 igin [ ()] = o(£7) dir.

| £ |>1 i¢in y fonksiyonunun Laurent agiliminin

Ry R

bi¢ciminde oldugunu kabul edelim. O halde,

WP =¢ + 25,8 + (B2 +25) +--
()= by D
z

olur. Katsayilarin esitliginden, £, =0 ve b, =24, oldugu goriiliir. ¢ € £ oldugundan,

|b,/2|<1 ve dolayisiyla | b, |< 2 elde edilir.

|b,|=2 ve | B, |=1 esitliklerinin saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart, ¢ € R igin
w()=¢+e ¢ olmasidir. Bu durumda, o(&°)=[w ()] =¢7+e”* {7 +2e

esitliginden ¢(&) =¢ +e”“¢ ™" +2€'* bulunur. Bu ise ispat: tamamlar. m

Simdi elde edilen bu sonuglarin S smifina yansimasi iizerinde duralim. Once, 2.2.5
Sonucunun S sinifindaki fonksiyonlarin Taylor agilimindaki ikinci katsayt i¢in bir sinir

verdigini gosterelim. Bieberbach (1916)’a ait bu sonug asagida verilmistir.

2.2.6 Teorem. f < S fonksiyonu zel) i¢cin f(z)=z+ Zw a,z" bigiminde verilmis

n=2 1

ise, | a, |< 2 dir. Esitlik f(z) = k,(z) fonksiyonu i¢in gegerlidir.
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ispat. fes§ ise, | |>1icin o({)=1/ f(1/¢) € X dir. Ustelik, | [>1 icin o(¢) =0

dir. ¢ fonksiyonunun Laurent agilimi

o0
Cr

¢(§)=§_a2+k:2§k

bigiminde olup, 2.2.5 Sonucundan | a, |<2 elde edilir. m

S smifina ait (2.1) tipindeki fonksiyonlarin a, katsayilari i¢in |a, |<n (n=23,...)

esitsizligi Bieberbach tahmini olarak bilinir. Bieberbach (1916) tarafindan ortaya atilan
bu tahmin {izerinde bir ¢ok matematik¢i ¢alismis ve binlerce yeni sonug ve problemin
ortaya ¢ikmasina vesile olmustur. Ancak esas problem 1985 yilinda Le Branges (1985)

tarafindan ispatlanabilmistir.

2.277 Teorem (Bieberbach Tahmini). fe§ fonksiyonu zel i¢in f(z)=
z+Y.”, a,z" biciminde verilmis ise, her n>1 igin, |a, |<n dir. Esitlik f(z)=k,(z)

bicimindeki Koebe fonksiyonu ve onun rotasyonlari i¢in gegerlidir (Le Branges 1985).

2.3 S Simfinda Biiyiime, Ortme ve Distorsiyon Sonugclar

|a, |<2 esitsizligi, S sinifina ait fonksiyonlarla ilgili bazi sonuglarin elde edilmesinde

onemli rol oynar. Bu sonuglar yalinkat fonksiyonlar teorisinin temel teoremleri olarak
bilinir. Bunlardan birincisi, Koebe 1/4 -teoremi olarak adlandirilan asagidaki teorem, S
smifina ait fonksiyonlarin goriintii bolgesinin daima 1/4 yarigaplt merkezi agik bir

daireyi Orttiigiinii ifade eder.

2.3.1 Teorem. f €S ise, /(D) > D,,, diir. Busonug f(z)=k,(z) Koebe fonksiyonu

i¢in kesindir. Ustelik, N f(D)=D,, diir.

feSs

Ispat. w, ¢ f(D) Ozelligindeki w, € C noktasi igin |w, |>1/4 oldugunu gdstermek

yetecektir. z €D igin

R YAC LN FES
g(z)—wo_f(z)—z+(a2+w()}z +
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biciminde g:D — C fonksiyonunu goz oniine alalim. 2.1.3 Teoremi geregi, g e S ve
|a, |<2 oldugundan, |a, +(1/w,)[<2 ve

1
a, +—
Wo

< +]a,|<4

Wo
bulunur. Boylece, |w, |>1/4 elde edilir.

Ote yandan, |w, |=1/4 olmasi igin gerek ve yeter sart, |a, |=2 ve |a, +(1/w,)|=2

olmasidir. Bu ise, f fonksiyonunun Koebe fonksiyonunun bir rotasyonu olmasi

durumunda gecerlidir.

Simdi, () /(D)= D,,, oldugunu gostermek i¢in k,(z), & € R, fonksiyonunu goz 6niine
fes

alahm. 0D,,, c¢emberi iizerindeki her bir nokta k,(ID) bolgelerinden birinin smir

noktasidir ve [k,(D) = D,,, dir. Béylece, () f(D)=D,, elde edilir. m

fcR fes

S sinifina ait fonksiyonlar i¢in a, katsayisina bagli dnemli sonuglardan biri de Koebe

distorsiyon teoremidir. Bu teoreme ge¢meden Once, teoremin ispatina yardimci olacak

asagidaki sonuclar1 verelim.

2.3.2 Yardimci Teorem. f €S ise herhangi ¢ € D) i¢in,

11/

-1 P)-2¢
5 f’(;)( 1&1)-2¢

<2 (2.7)

dir.
Ispat. Keyfi fakat sabit bir Ae) ve f €S igin, 2.1.3 Teoremi geregi,
z+ A

f(HZ)—f(ﬂ) 2
g(z)= TA-1AP) =z+b,z" 4 (2.8)

fonksiyonu S sinifina aittir. 2.2.6 Teoreminden,

18



S"DA=[AF) -
27'(4)

g"(0) =] b, |= ‘ <2 2.9)

olur. A€ keyfi oldugundan, A yerine ¢ almakta (2.7) elde edilir. m

2.3.3 Yardimcr Teorem. f(z) fonksiyonu ¢ = pe’ noktasinda analitik ve f'(¢)# 0

ise,
d , /(&)
4 “R 2.10
pdp og| f(&)| eéf(g) (2.10)
Ve
d o Q)
pdpargf@— m o (2.11)
dir.

ispat. p%logf’(é) . p%{log £ | Harg f(O)]

esitligi gbz Online alinirsa,

G _ f (©) o _ L)
_1 ~ No J5)
0g ['(§)=p g{ e OF =r 5 5 =5
yazilabilir. Bu iki bagitinin esitliginden,
/()

—1
og f(&) +iarg f1(&) = gf(g”)

elde edilir. Reel ve imajiner kisimlarinin esitliginden (2.10) ve (2.11) bagmtilart elde

edilir. m
2.3.4 Teorem (Distorsiyon Teoremi). f €S ise bu takdirde her bir z = re’ € D i¢in,

1-r , 1+r
(i) <[ f(2)]< (-
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dir. Esitlik f(z)=k,(z) fonksiyonu i¢in gegerlidir.

Ispat. (2.7) ifadesi 2| ¢ /(1-| ¢ |*) | ile carpilirsa,

‘4f"<c)_2|f;|2 L 4I<

A SIRSE

olur. Buradan, | { |= p i¢in
—4p <R ({f”(é/) 2p° JS 4p (2.13)
1-p? f1©) 1-p*) 1-p?

Ve
e (gf”(é) 2p2JS 4p 2.14)
1-p? f1©) 1-p*) 1-p

esitsizlikleri elde edilir. (2.10) ve (2.11) esitlikleri (2.13) ve (2.14) de kullanilirsa,

2280 < p Lo ()1 2AE

2.15
2 =P (2.15)

Ve

90 < —argf ©=

I (2.16)

bulunur. (2.15) esitsizligi, p # 0 ile bolinir ve 0 ile z =re’ noktasim birlestiren

dogru parcasi boyunca, p ya gore integrali alinirsa,

1-r 1+r
lo <lo ! <lo
&y gl f' (2| &1y

olur. Bu ise, (2.12) bagintisina denktir.

Eger benzer islemler (2.16) icin yapilirsa,
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larg f'(z) [< 210g1+r

bulunur. Ancak, bu esitsizlik f €S iken kesin degildir. |arg f'(z)| i¢in kesin st sinr

4arcsinr rS\/E/Z
|arg f'(2) [<

7 +log

2
d = \/5/2<r<1
,

bigiminde olup, Goluzin (1936) tarafindan elde edilmistir. m

2.3.5Sonu¢. f €S ise her z=re’’ €D igin,

') 21 +4
S 1-r

2(2+7)

@RI

2 ” 2
2r—;lrgRer (2)327* +;1r
I-r f(2) I-r

dir. Her ti¢ bagintida esitlik f(z)=k,(z) fonksiyonu i¢in gegerlidir.
Ispat. (2.11) ve (2.12) esitsizliklerinde p =r alinirsa istenilen esitsizlikler elde edilir. m

2.3.6 Teorem. f €S ve 0<r<l olsun. Ayrica, m'(r) ve M'(r) reel degerli

fonksiyonlar1 i¢in m'(r) <| f'(z)|< M '(r) ise,

jo m'(t)dt <| f(2)|< I(:M'(t) dt (2.17)

dir.

Ispat. Once, (2.17) bagintisinda ikinci esitsizligin saglandigini gosterelim. Bunun igin,

0 noktasini ¢ =te'“ e D noktasina birlestiren dogru parcasi boyunca integral alinirsa,

| f(re") |=

J, r@yag|=|[! raeyemar

< jo | f(te')|dt < jO"M'(z) dt

bulunur.
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Simdi, birinci esitsizligin dogrulugunu gosterelim. C, ={z:|z|=r <1} olmak fizere,
f(C)=I ve w, eI’ noktas1 orijine en yakin nokta olsun. S simifi rotasyonlar altinda
degismez kaldigindan, w, >0 alnabilir (Sekil 2.4). L={w:0<w<w} olsun. z
noktasinin ve y egrisinin f(z) altindaki goriintiileri sirasiyla, w, ve L olsun. { ey

olmak tizere, f'({)d{ =dw >0 olur. Buradan, |d{ |>d | ¢ | gercegi kullanilarak,

=[Maw=[" Qe =[N 1= [T ey de= [Tm'o) i

elde edilir. m

Sekil 2.4 y = £7'(T)

Asagidaki teorem biiyiime teoremi olarak bilinir.

2.3.7 Teorem. f c S ise bu takdirde z = re’” € ) igin,

(2.18)

<|f(z )|

(1+ r)’ )

I/\

r 2@ 1er 2.19
1+7 | (Z)| 1-r '

dir. Esitlik Koebe fonksiyonu i¢in gegerlidir (Bieberbach 1916).

Ispat. (2.12) ifadesinde m'(r)=(1-7)/(1+7)’ ve  M'(r)=(1+r)/(1-r)’ olarak almir
ve 2.3.6 Teoremi uygulanirsa, ilk esitsizlik elde edilir. Ayrica, (2.7) bagintisinda verilen

g(z) fonksiyonunda z=—A alinir ve 2.3.6 Teoremi uygulanirsa,

22



AL g )|_| A PRV
(1+|AF) A=A~ (=] A

elde edilir. 4 €D keyfi oldugundan, ikinci esitsizlik elde edilmis olur. m

2.3.8 Sonug. S snifi 4(D) analitik fonksiyonlarin kompakt bir altkiimesidir.

Ispat. (2.18) bagmtisindan S , lokal diizgiin sinirh bir aile olup, normal aile olusturur.
S smifinin kompakthigi i¢in geriye, kapali oldugunu gdstermek kalir. Bunun i¢in D de

lokal olarak diizgiin f, — f 0Ozelliginde S sinifina ait bir (f,) dizisini goz Oniine
alalm. f e S oldugunu gostermek yeterlidir. 1.25 Hurwitz Teoremi geregi, f limit

fonksiyonu ya yalikattir yada sabittir. £(0)=0 ve f'(0)=Ilim f/(0)=1 oldugundan,

f fonksiyonu ) de yalinkat olmak zorundadir. m

Asagidaki teorem, S smifina ait herhangi bir fonksiyonun maksimum modiiliiniin
biiylimesini belirleyen, Hayman (1994)’e ait bir sonuctur. Hayman Diizgiinliik Teoremi
olarak da bilinen bu teorem, yeterince biiyiik &£ degerleri i¢in, Bieberbach Tahmininin

dogru oldugunu gosterir.

239 Teorem. feS ve O<r<l1 i¢cin M_(r,f)=max| f(z)| olsun. Eger f
jzl=r

fonksiyonu Koebe fonksiyonunun bir rotasyonu degilse, ¢(r)= l(l—r)zM (. f)
r

fonksiyonu (0,1) aralifinda kesin olarak azalandir. Ustelik, ¢ = lim p(r)=a (f) e
r—>1"

[0,1) dir.

Ispat. | z |= r € (0,1) igin (2.18) den,

|f(re“9)| I+r
‘|f(re'6’)| r(1-7)

a 0N |_ i i6
6—10g|f(re )= Re[a log f(re )}

olur. f fonksiyonu Koebe fonksiyonunun bir rotasyonu degil ise, 2.3.6 Teoreminden,
yukaridaki kesin esitsizlik saglanir. 0 <r <7, <1 igin, bu esitsizligin # den 7, ye

integrali alinirsa,
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)| e dbr o [A=n)r
O )| I3 oy dr=tos (-n)r

olur. Buradan, 0 <7 <r, <1 veher 8 e R i¢in,

UZn) ) ety <000

2 1

| f(re)|

bulunur. Eger @ e R sayisi, | f(r,e’)|=M_(r,, f) olacak bigimde secilirse, iistteki

esitsizlik

- )

M (1, f) < f(ne") S M (1, f)

(1-n) L-n)
r 7
halini alir. Boylece, f =k, olmadik¢a, r € (0,1) i¢in ¢(r) fonksiyonu kesin olarak

azalandir. (2.18) bagintisindaki st sinir kullanilarak

a = lim
r—1-

MMOO r, f) <1
r

sonucu elde edilir. Elbette, f fonksiyonu Koebe fonksiyonunun bir rotasyonu ise,

a =1 olacagi aciktir. Bdylece ispat tamamlanmis olur. m

Asagidaki teorem, Hayman’in diizgiinlik teoreminin Krzyz (1955) tarafindan

genisletilmis olup, S sinifina ait bir fonksiyonun tiirevinin biiytimesiyle ilgilidir.

2.3.10 Teorem. f, S smifina ait ve Koebe fonksiyonunun bir rotasyonu olmayan

herhangi bir fonksiyon olmak tizere M _(r, f")(1—r)’ /(1+ r) fonksiyonu r € (0,1) igin

monoton azalandir. Ayrica lim M (r, f')(1-7)’ = B(f) ve B(f)e[0,2] dir. Esitlik
r—1"

B(f)=2 esitligi f nin Koebe fonksiyonunun bir rotasyonu olmasi durumunda

saglanir.

Ispat. | z|= r € (0,1) igin (2.9) bagintisindan,
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)| 2rtd_d [ dtr
| 1= dr )

olur. Esitlik, f fonksiyonunun Koebe fonksiyonunun bir rotasyonu olmasi durumunda

gecerlidir. Eger f fonksiyonu Koebe fonksiyonunun bir rotasyonu degil ise, » < (0,1)
icin M_(r, fY1-r) /(1+7r) ve | f'(re’)|(1-r)’ /(1+7) fonksiyonlarinin kesin olarak

azalan oldugu goriiliir.

lim M., (r, HA=r)Y I(1+r)=1

oldugundan,

tim M 8= = i M 0= =2 A <1

elde edilir. B(f)=2 esitligi f fonksiyonunun Koebe fonksiyonunun bir rotasyonu

olmasi durumunda saglandig agiktir. Bu ise ispati tamamlar. m
Dinghas (1959)’da § smifina ait f fonksiyonunun m(r, 1) = r‘n‘}n | f(2)], O0<r<I1,
degeri icin

(1+7r)

m(r, YD e i,y A

I-r
fonksiyonlarmin [0,1) araliinda 7’nin azalmayan fonksiyonlar1 oldugunu gdstermistir.

Asagidaki teorem (2.1) bigciminde verilen fonksiyonlar ig¢in, bir yalinkatlik testi

vermektedir.

2.3.11 Teorem. z <D i¢in f(z)=z+2°:=2an z" olsun. Eger Zj:2n|an |<1 ise, f

fonksiyonu ID de yalinkattir.

Ispat. z, weD ve z # w icin
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| f()=fw) =

z—w+2ak(zk —wh)
k=2

Z|Z—W|(1—Z|ak |(|Z|k—1 +...+|W|k—l))

k=2

2|z—w|[1—2k|ak|j>0

k=2
olur. Yani f(z)# f(w) dir. Dolayisiyla, f fonksiyonu D) de yalinkattir. m

2.4 P Smifi ve Temel Ozellikleri

Bu kisimda, DD de analitik ve reel kismi pozitif fonksiyonlarin siifi tanimlanacak, bu
siifin temel 6zellikleri ve bu sinifa ait fonksiyonlarin integral temsili verilecek. Ayrica,
kompleks diizlemde sabordinasyon prensibi ve domine edilmis seri kavramlari iizerinde

durulacak.

2.4.1 Tanim. D de analitik, f(0)=1 ve ze D icin Re{f(z)} > 0 olan

f@)=1+pz+p,zi+--=1+) pz" (2.20)

n=l1

bigiminde tanimli fonksiyonlara reel kismi pozitif analitik fonksiyon denir. I de reel

kismi pozitif analitik fonksiyonlarin sinift P ile gosterilir.

P smifina ait 6nemli bir fonksiyon 6rnegi z € D igin,

P = (2.21)
fonksiyonudur. Bu fonksiyon ) birim dairesini H" ={w:Rew> 0} bolgesi iizerine

konform olarak resmeder. Bir anlamda Koebe fonksiyonunun S sinifinda oynadigi

temel rolli, p fonksiyonu P sinifinda oynar.

P sinifina ait bir fonksiyonun yalinkat olmasi gerekli degildir. Ornegin, n>2
tamsayisi igin, f(z)=1+z" fonksiyonu P sinifina ait fakat, D de yalinkat degildir.

Bununla birlikte, P smifi konveks ve kompakttir. Gergekten, 0<A<1 ve f,f, P
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icin f=A4f+(1-A4)f, P dir. P smifinin kompaktligi, S sinifinin kompaktligina
benzer bi¢imde gosterilebilir: D de lokal diizgiin olarak f, — f 0Ozelligindeki P
smifina ait her (f,) dizisi i¢in, f € P oldugunu gostermek yeterlidir. Hurwitz teoremi
geregi, f limit fonksiyonunun ya ) de sifir1 yoktur, yada 6zdes olarak sifirdir.
f(0)= }121; /. (0)=1 oldugundan, f e P dir.

Asagidaki teorem, P sinifina ait fonksiyonlarin belli islemler altinda degismez

kaldigin1 gosterir. Ispat1 2.4.1 Tanimindan agiktir.

2.4.2 Teorem. f, f ve f,, fonksiyonlart P smifina ait ise, asagida verilen g

fonksiyonu da P sinifina aittir.

() @ € R icin g(z) = f(“z).

(i) ~1<s<1 i¢in g(z2)=[f(2)] veya g(z) = f(iz).
(i) g(z)=1/f(2).

(iv) 11,8, >0 ve 1, +1, <L igin g(2)=[£;()]" [/3(2)]".

(v) AeDve f(A)=a+ib ise g(z):l[f( Z+_ﬂ J—bi}.
a 1-Az

f(z)+ib

(vi) beR i¢in g(z) = 1+ ib /(2)

2.4.3 Tanmm. f, ge A(D) olsun. Her zeD icin, f(z)= g(w(z)) esitligini saglayan

w(0)=0ve |w(z)k1 Ozelliginde we A(D) fonksiyonu varsa, f fonksiyonu g

fonksiyonuna sabordinedir denir ve bu durum f < g biciminde gosterilir (Sekil 2.5).
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Sekil 2.5 f < g

Dikkat edilirse 2.4.3 Taniminda ge¢en w(z), Schwarz lemmasimin sartlarini saglayan

bir fonksiyondur.
Asagidaki teorem sabordinenin geometrik yorumunu vermektedir.

2.4.4 Teorem. f e A(D) ve g fonksiyonu D dairesinde analitik ve yalinkat olsun.

f < g olmasi i¢in gerek ve yeter sart, f(0)=g(0) ve f(D)c g(D) olmasidir.

Ispat. w= g(z) fonksiyonu D de analitik ve yalinkat oldugundan, g~'(w) fonksiyonu
da g(D) de analitiktir. Eger (D) < g(D) ise, z =g ' (w) fonksiyonu f (D) bdlgesinde,
dolayisiyla g™'o f fonksiyonu D) de analitiktir. ¢ =g ' o f denirse, zeD igin

[p(z)[<1 Ve f(z)=g(p(z)) olur. f(0)=g(0) oldugundan, @(0)=g '(f(0))=0
bulunur. Boylece, f < g elde edilir.

Tersine, f < g ise, f(z)=g(w(z)) olacak bicimde Schwarz lemmasinin sartlarini
saglayan bir ¢(z) fonksiyonu vardir. |@(z)|<|z| oldugundan, D, ={z:|z|<r <1}
olmak tizere, z, e (D,) noktasi i¢in, ¢(z)=_z, olacak sekilde bir ze D, noktasi
vardir. Boylece, |z, |=|@(z)|<|z|<r yani, @(D,)c D, olur. g fonksiyonu D de
yalinkat oldugundan, g(¢(D,))c g(D,) dir. Buradan, f(0)= g(¢(0))=g(0),
f(D)cg(D,) ve r—>1 igin f(D)c g(D) elde edilir. Bu ise, teoremin ispatini

tamamlar. m

Asagdaki teorem, P smifina ait fonksiyonlarin (2.21) bagmtisiyla verilen p

fonksiyonuna sabordine oldugunu gdsterir.
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2.4.5 Teorem. f c P olmasi i¢in gerek ve yeter sart, /' < p olmasidir.

Ispat. f <p ise, zeD igin f(z)= p(w(z)) olacak sekilde, Schwarz lemmasinin
sartlarin1 saglayan bir w fonksiyonu vardir. O halde, fe A(D), f(0)=1 ve (2.21)

bagintis1 geregi

Re[(l+w2)(1-w(2)] _ =W _
[1-w(2)[ [1=w(2)[

Re f(2) =

oldugundan, f e P dir.

Tersine, f e P olsun. f(0)=p(0)=1 ve f(D)c H =p(D) ve f fonksiyonu D

dairesinde analitik ve yalinkat oldugundan, f < p dir. m

Sabordine fonksiyonlar arasina giizel bir esitsizlik, gelen teoremde verilmistir.

2.4.6 Teorem. D de f < g ise, r €(0,1) igin
max(l-| z )| /'(2) s max(1=| 2 ) | g (2)|

dir.

Ispat. f<g olsun. re(0]1) i¢in max | f(z)|<max |g(z)| olur. Schwarz-Pick
|z|I< 7

|z|<r

Lemmas1 geregi istenen esitsizlik elde edilir. m

P sinifina ait fonksiyonlarin integral temsilini elde etmede Herlogz(1911)’un temsil
teoreminden faydalanilacak. Bu teorem, ilerde incelenecek olan, S simnifinin alt siniflari
icin de integral temsil elde edilmesinde yardimci olacak. Bu fonksiyon integral
temsilleri Lobesgue integrali yardimiyla elde edilebilecegi gibi, Poisson ¢ekirdegi

yardimiyla da elde edilebilir. Asagidaki teorem ikincisi ile ilgilidir.

2.4.7 Teorem. f e A(D) olsun. Bu takdirde, D de Re f(z) >0 olmasi i¢in gerek ve

yeter sart,
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sl+ze™
l—ze™

2
f(z2)= jo du(t)+iIm £(0) (2.22)
olacak sekilde [0,27] lizerinde tanimli p(27)— u(0) = Re f(0) Ozelliginde azalmayan

bir x fonksiyonu vardir.

Ispat. f fonksiyonu (2.22) bagintisim saglasm. x, [0,2z] araliginda azalmayan ve
1(27) - 1(0) = Re £(0) Ozelliginde bir fonksiyon olsun. Integrali alman fonksiyonun

reel kismu pozitif oldugundan

it

l+ze
l—ze™

Re f(z) = foz”Re du(t)>0

elde edilir.

Tersine, ) lizerinde Re f(z) >0 olsun. Re f(z) >0 almak genelligi bozmayacaktir.

f(z)=>",a,z" ve n=0,1,. i¢in b, =Rea,, c,=Ima, olsun. 0<r<1 ve
1 ¢t :

0<t<27 olmak iizere, u(r,t)= 2—I Re f(re"’)d@ bigiminde tamimlanirsa, u(r,.)
T Y0

fonksiyonu [0,27] araliginda azalmayan ve w(r,27)=>b, ozelliginde bir fonksiyondur.

Ustelik, basit bir hesaplamayla

r
J-Ozﬂe"i"td,u(r,t) — b " b2
b, , n=0

oldugu goriiliir. Boylece,
i N 2 7 —int n .
f(Z)—IO d,u(l”,t)+;r—nuo e d,u(r,t))z +ic,

olur. Son integrant, ¢ ’nin diizgiin yakinsak bir fonksiyonu oldugundan, | z |< r i¢in

f(z)=I02” [1+2§: (
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olarak yazabilir. Serinin toplamindan,

re +z

f(2)= j ~ du(r.)ic, (2.23)

olur.

Simdi, limp, =1 ozelliginde (0,1) araliginda artan bir (p,) dizisini géz oniine alalim.

Ustelik, ¢ € [0, 27] igin g, (t)=u(p,.t) olsun. Bu durumda (z,), [0,27] aralifinda

azalmayan bir fonksiyon dizisidir. 1.24 Teoremi geregi k — o iken u, — u olacak
bigimde (x,) dizisinin bir (4, ) alt dizisi ve [0,27] aralifinda azalmayan bir u

fonksiyonunu bulunabilir. Ayrica, [0,27] araliginda her bir siirekli 4 fonksiyonu igin

lim [ h(t)dp, (1) = [ h(o)du(0)

dir. O halde, sabit z degeri ve k — o igin

" )
pnkel +z N e” +z

pnke[t _ el — 2
yakinsamasi ¢ ye gore diizgiindiir. Buradan

27:,0,“ e +z

lim

lim [ dﬂm (t) = j —du()

g

bulunur. Bu esitlik ve (2.23) den (2.22) bagintisi elde edilir. m

P smifina ait fonksiyonlarin integral temsilini veren ve Herglotz temsil teoremi olarak

bilinen asagidaki sonug, 2.4.7 Teoreminin dogrudan bir sonucudur.

2.4.8 Sonug (Herglotz temsil teoremi). fe A(D) ve f(0)=1 olsun. Bu takdirde f e P

olmasi i¢in gerek ve yeter sart ) de

2214 ze ™"

F@ =] dut) (2.24)
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olacak bicimde ve u(27)- u(0)=1 0Ozelliginde [0,27] araliginda tanimli azalmayan bir

u fonksiyonu vardir.

Herglotz temsil teoremi, P smifina ait fonksiyonlarin biiyliklik ve distorsiyon

sonuclarinin elde edilmesinde oldukg¢a kullanishidir.
2.4.9 Teorem. f € P ise, z=re" i¢in

1
1

1+r

l—r (2.25)

L < f(2)|<
+r

dir. Esitlik, o € R olmak iizere p(e'“z) fonksiyonu igin gegerlidir.

Ispat. feP ise, zeD igin f(z)< p(z) ve f(z)=(1+wWz2))/(1-m(z)) olacak sekilde
Schwarz lemmasmin sartlarin1 saglayan bir w fonksiyonu vardir. |w(z)|<|z |

oldugundan,

_[lew@)| 1w 1] z]_1+r

|f(Z)|_|1—w(z)|_1—|w(z)|_1—|z| 1—r

elde edilir. 2.4.2 Teoremi geregi, bu son esitsizlik 1/ f € P fonksiyonu i¢in de gecerli

oldugundan, T—r <| f(z) | bulunur. Boylece (2.25) esitsizligi elde edilmis olur. m
+r

2.4.10 Aciklama. (2.25) esitsizliginin her tarafindan (1+7°)/(1-7") ¢ikarilirsa, f e P

ve z=re'’ € igin,

1+ 72

1-72

< 2r
1—72

(2.26)

‘f(Z)—

bulunur. Bu, f(z) degerler kiimesinin merkezi (1+7%)/(1-7) ve yaricap1 2r/(1-r")

olan kapal1 daire i¢inde bulunmasi anlamina gelir (Sekil 2.6).
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Sekil 2.6 C., 0D, nin goriintiisii

P ve § siifina ait bazi temel esitsizlikleri gostermede birkag yol vardir. Bunlardan biri

asagida verilecek olan domine edilmis seriler teknigidir.

24.11 Tanm. f(z)=Y"  a,z" ve F(z)=)  Az" serileri, D ={z:z|<r}

n=0"“"n
diskinde yakinsak olsunlar. Bu takdirde, her n>0 tamsayisi i¢in |a, [< A, ise, f

fonksiyonuna F' ile domine edilmistir denir ve bu durum, f << F bi¢iminde gdsterilir.

2.4.11 Tanimindan hareketle asagidaki sonucun dogrulugunu gérmek zor degildir.

2.4.12 Teorem. f(z) << F(z) ise, asagidaki ifadeler dogrudur.
(i) n=0,1,2,... i¢cin 4, >0 dir.

(1) 0<|z]=r<R i¢in | f(z) < F(r) dir.

(iii) f'(z) << F'(z) dir.

i) [" F(©)dS << [ F()d¢ d.

Asagidaki sonuglar domine edilmis serilerin teknigin kullanilarak elde edilebilir.

2.4.13 Teorem. f e P ise, bu takdirde n >0 igin
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2(n )

n+1

dir. Esitlik f(z) = p(e'“z) fonksiyonu i¢in gegerlidir.

Ispat. feP ve zeD icin f(z)<< p(z) dir. 2.4.12 Teoremi geregi, n=12....

f"(2) << p"™(z) olur. |z |=r <1 igin

2(n!)
(1 _ r)n+1

@<= (“Zj =

1-z

elde edilir. m

2.4.14 Teorem. f e S ise, n=1,2,... i¢in

n+r

r)VH-l

<n|

dir.

i¢in

Ispat. feS ise, f(z)<<k(z) oldugundan, 2.4.13 Teoremindeki yol izlenerek

istenilen sonug elde edilir. m

2.4.15 Teorem. f(z)=1+ Z; p,z" € P ise, | p, <2 dir. Esitlik « € R olmak tizere,

f(2) = p(e"“z) fonksiyonu i¢in gegerlidir.

Ispat. 2.4.14 Teoreminde z=0 alinirsa, her n>1 igin | " (0)|=n!| p, |< 2(n!) olur.

Buradan, | p, |<2 elde edilir. m

Asagidaki teorem konveks bolgeler icin bir yalinkatlik testini vermektedir.

2.4.16 Teorem. D konveks bir bolge olsun. Belli bir ¢ € R sayisi ve ze D igin,

Re[e f'(2)] > 0

ise, f fonksiyonu D de yalinkattir.
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Ispat. z, ve z,, D de farkli iki nokta olsun. f fonksiyonunun
I'={z:iz=z+t(z,-2),0<t<l}cD
dogrusu boyunca integrali alinirsa,

fE)-f@) =] f@d=[ [0, -z)d
=(z,—z)e ™ [ & f(z(0)ar

olur. Hipotezden dolay1, bu son integral sifir olamaz. Dolayisiyla, f(z,)# f(z,) elde

edilir. Yani, /' fonksiyonu D de yalinkattir. m

D dairesinde | f(z)|<1 6zelliginde f(z)=hb,z+b,z> +-- bigimindeki fonksiyonlarin
kiimesini B, ile gosterelim. Gergekte B, kiimesi DD de sinirli fonksiyonlarin kiimesidir.

Bu fonksiyonlar Schwarz lemmasmin sartlarim1 saglar. Normalizasyon i¢in b, =1
alinamaz. Ciinkii f(z) € B, ise, Schwarz lemmasi geregi ya |b,|<1 yada f(z)=¢"z

dir.

B, smifiile P sinifi arasinda

LS o e g1
g =150 e f@=4 0

fonksiyonlart yardimiyla iliski kurulabilir.

2.4.17 Teorem. f € B, olmasi i¢in gerek ve yeter sart g € P olmasidir.

2.4.18 Tamim. 0< ¢ <1 i¢in D dairesinde Re p(z) > sartin1 saglayan P sinifinin alt

kiimesini P(ex) ile gosterelim. p € P(Q) ise,

1+ (1-2a)b(z)
C1=b(2)

p(2)

olacak sekilde b € B, vardir.
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2419 Teorem. zeD ve Pla)={peP:Rep(z)>a,0<a<l} olmak iizere

p € P(a) olmasi icin gerek ve yeter sart

1 221+ (1-2a)ze™”
PR =5 [ du(0)

0 1—ze™
olacak sekilde i“‘j” du(0) =1 ozelliginde azalmayan bir p(6) fonksiyonunun mevcut
olmasidir.

Ispat. pe P(a) ve zeD icin iken ¢(z)=[p(z)—a]/(1-a) olarak tammlanirsa

g(0)=1 ve Re g(z) > 0 olup g € P dir. Herglotz Temsil Teoremi geregi,

1 c2rl+ez
q(z) == du(0)
27

U
olacak sekilde istenilen 6zellige sahip (@) fonksiyonu vardir. Boylece,

l—a 27 1+
N=a+ ,
p(2) 2 -[0 1—ze ™™

au@) == [0 o) @21)

0 1—ze™

elde edilir. m
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3. YALINKAT FONKSIYONLARIN BAZI ALT SINIFLARI

Bu béliimde, birim dairede yalinkat analitik fonksiyonlarin goriintii bolgelerinin yildizil
veya konveks bolge olmast durumunda olusan alt siniflar tanimlanip, bu smiflara ait
fonksiyonlarin kat sayi, distorsiyon ve biiylime 6zellikleri incelenecektir. Ayrica bazi

yalinkatlik kriterleri verilecektir.
3.1 Yildizil ve Konveks Fonksiyonlar

Bu kisimda, agik birim dairenin yalinkat analitik fonksiyonlar altinda goriintii
bolgesinin yildizil veya konveks bir bolge olmasit durumunda fonksiyonlarin analitik

ifadeleri, integral temsilleri ve sagladiklar1 ¢esitli bagintilar tizerinde durulacaktir.

3.1.1 Tamm. 4 c C olsun. Eger sabit bir w, € 4 noktasini, her bir we 4 noktasina
birlestiren dogru parcas1 A4 iginde kaliyorsa, yani her ¢ €[0,1] i¢in (1-#)w, +twe 4 ise,
A kiimesine w, noktasina gore yildizil kiime denir. Eger biitlin w;,w, € 4 noktalarini
birlestiren dogru pargast A icinde kalryorsa, yani her ¢ €[0,1] i¢in (1-)w, +tw, € 4

ise, A kiimesine konveks kiime denir. Baska bir deyisle, konveks kiime, her bir

noktasina gore yildizil olan kiimedir.

3.1.2 Tanmm. r€(0,1], f € A(D,) ve z,€D, olsun. Eger f fonksiyonu D, de
yalinkat ve f(D,) bolgesi w, = f(z,) noktasina gore yildizil ise, f fonksiyonuna D,
lzerinde z, noktasina gore yildizil fonksiyon denir. Orijine gore yildizil olan
fonksiyonlara kisaca yildizil fonksiyon ad1 verilir. Ayrica, f fonksiyonu D, de yalinkat

ve f(D,) bolgesi C de konveks ise, f fonksiyonuna D, lizerinde konveks fonksiyon

denir.

D, dairesinde yildizil ve konveks fonksiyonlarin simflari sirastyla, S*(D,) ve K(D,)

ile gosterilir. Ozel olarak, I de f(z)=z+ ijz a,z" bi¢ciminde bir Taylor agilimma

sahip yildizil ve konveks fonksiyonlarin siniflari sirasiyla, S ve K ile gosterilir.
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3.1.3 Tanim. y, C de z(¢t)=x(t)+iy(t), a <t <b, parametrik ifadesi ile verilmis
diizgilin bir egri ve f fonksiyonu y egrisini bulunduran bir bolgede analitik olsun.
f()=T, w,el' ve wel oldugunu kabul edelim. Eger arg(w—w,), ¢ degiskeninin
azalmayan tek degiskenli bir fonksiyonu, yani a <t <b i¢in

d
—arg(w—w,) =0
di g( o)

ise, I' egrisine w, noktasina gére yildizil egri denir. Eger I' egrisine teget olan

dogrunun 7 argiimenti ¢ degiskeninin azalmayan bir fonksiyonu, yani a <t <b igin

= Larel (2020

ise, I' egrisine konveks egri denir.
Asagidaki iki teorem yildizil ve konveks fonksiyonlarin analitik ifadesini vermektedir.

3.1.4 Teorem. f:ID — C analitik bir fonksiyon ve f(0)=0 olsun. Bu takdirde, f

fonksiyonunun yildizil olmasi i¢in gerek ve yeter sart, '(0) #0 ve her ze€ D i¢in

Re{w} >0
f(2)

olmasidir.

Ispat. Once f fonksiyonunun yildizil oldugunu kabul edelim. Bu durumda f yalinkat
ve f'(0)#0 dir. »€(0,1) igin f(D,) bolgesinin yildizil oldugunu goésterelim. Bunun
i¢in sabit bir » € (0,1), < (0,]) ve her zeD icin g(z)= f'(t f(z)) fonksiyonunu
tanimlayalim. f yildizil oldugundan, g fonksiyonu iyi tanimli olup, D de analitiktir.
Ustelik, I de g(0) =0 ve | g(z)|<1 olup, g fonksiyonu Schwarz lemmasinin sartlarin
saglar. O halde, I de | g(z)|<|z| ve her ze D, icin ¢ f(z) = f(g(z2)) € f(D,) olur.

Boylece, f(D,) yildizil bir bolgedir. Dolayisiyla, |z |=r egrisinin f altindaki resmi
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orijine gore yildizil bir egridir. Bu durumda arg f(re'’) fonksiyonu @ degiskeninin

artan bir fonksiyonu olur. Buradan 6 €[0,27] i¢in

iarg f(re®) = %Im[log f(re’p)]= Im{a—ae log f(reig)}

00
o fd o eez] | Tizfe)
—Im[dzlogf(re )86} Im{ @ }
= R{zf’(z)} >0
f(2)

bulunur. f'(0)# 0 oldugundan, harmonik fonksiyonlar i¢in minimum prensibine geregi

ze D, igin

Re{L’(Z)} >0
f(2)

ve r sayisi keyfi oldugundan, D iizerinde

Re{w} >0
f(2)

elde edilir.

Tersine, f'(0)#0 ve |z|<1 i¢in Re[z f'(z)/ f(z)] >0 oldugunu kabul edelim. z e D*
icin f(z)# 0 dir. Aksi halde z f(z)/ f(z) fonksiyonu ) de bir kutba sahip olabilir.
Sabit bir » e (0,1) sayis1 segelim. Ispatin birinci kisminda oldugu gibi basit bir

hesaplamayla 8 €[0,27] i¢in
iar f(re'?)>0
00"

oldugu goriiliir. Buradan arg f(re’’) fonksiyonu @ degiskeninin artan bir fonksiyonu

olur. Ayrica f fonksiyonu D) iizerinde yalniz bir basit sifira sahip oldugundan,
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argiiment prensibi geregi, 6 €[0,27] icin f(re’’) fonksiyonunun argiiment degisimi

27z dir. Gergekten,

Ioz,, % arg f(re'’)d6 = Re {% Izzr%dZ}ZZﬂ'
dir. Boylece | z |= » ¢emberinin goriintiisii basit bir yildizil egri ve f(D,) de yildizil bir
bolgedir (Sekil 3.1). Ustelik f fonksiyonu |z |=r egrisi iizerinde bire bir oldugundan,
1.17 Teoremi geregi, f fonksiyonu D, dairesinde yalinkattir. » sayis1 keyfi
oldugundan f fonksiyonu 1) dairesi tizerinde yalinkattir. Sonu¢ olarak

f(D)= U f(D,) oldugundan f (D) orijine gore yildizil bir bolgedir. m

0<r<l

! 1(2)

LT K
NG

Sekil 3.1 f(D,) nin yildizillig1

3.1.5 Teorem. f:D— C analitik bir fonksiyon olsun. f fonksiyonunun konveks

olmasi i¢in gerek ve yeter sart, /'(0)=0 ve z€D i¢in

Re{l + M} >0
S'(z)

olmasidir.

Ispat. f konveks olsun. Bu takdirde f fonksiyonu yalinkat ve dolayistyla f'(0)# 0

dir. Her re(0,1) i¢in f(D,) goriintii kiimesinin konveks oldugunu gostermeliyiz.
r€(0,1) keyfi sabit bir sayl, z,,z,eD, igin z,#0,|z |<|]z,| ve 0<¢<1 olsun.

g :D — D fonksiyonu
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g(2)= f“{(l - t)f[j—l ] T tf(Z)}

biciminde tanimlansin. f* konveks bir fonksiyon oldugundan, g fonksiyonu iyi taniml
ve D de analitiktir. Ustelik, g(0)=0 dir. Schwarz lemmas: geregi, zelD) icin
|g(z)|<|z]| dir. z=2z, 1i¢in | g(z,)|<|z, |<r olup, (1-1)f(z)+1(z,)e f(D,) dir.
Boylece, f(D,) bolgesinin konveksdir (Sekil 3.2).

Sekil 3.2 f(D,) nin konveksligi

| z|=r cemberinin goriintlisii ', olsun. T', pozitif yonlii bir Jordan egrisi ve onun i¢
bolgesi konveks bir bolgedir. Ustelik, ', egrisi w= f(re’’), 0< 0 <27, parametrik
ifadesiyle verilir. f(D,) konveks bir bolge oldugundan, ', egrisine teget vektoriin

argumenti, 8 €[0,27] degiskeninin azalmayan bir fonksiyonudur. Yani,
a i . i ' i
w(0) = arg[ﬁ f(re 5)} ~ arglire” f'(re")]
denirse, 6 €[0,27] igin y'(8) >0 veya z =re'’ icin
iIm[log(izf'(z))] >0
00

dir. Onceki teoremde yapilan hesaplamaya benzer hesaplamayla, z = re’’ icin

Ztmlogtiz /() - Im{i [1 + Zj,((f))ﬂ _ Re[l R —Zﬁ((zﬂ >0
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oldugu goriiliir. z=0 igin esitsizlik kesin oldugundan, harmonik fonksiyonlar i¢in

minumum prensibi geregi, z € D, igin

Re{l +M} >0
S'(2)

olur. 7 sayisi keyfi oldugundan z € D i¢in

Re{l +M} >0
f'(2)

elde edilir.

Tersine, f'(0)#0 ve ze D igin

Re{l +M} >0
S'(2)

olsun. Bu durum z e D" i¢in f'(z) # 0 olmasim gerektirir. » € (0,1) keyfi sabit bir say1

olmak iizere, yukaridaki hesaplamadaki adimlar tersine atilacak olursa, 0 < 6 < 27 igin
iarg[ire”’f’(rem )]=0
00

olur. Buradan I',= f(0D,) egrisinin egiminin arglimentinin & degiskeninin azalmayan
bir fonksiyonu oldugu gériiliir. Ustelik, [0,27] lizerinde y(0) fonksiyonunun toplam

degisimi 27 dir. Gergekten;

=Re| {Hw}ﬁ =2
lzl=r f'(z) |iz
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dir. Boylece, I', egrisinin basit konveks bir egri ve f(D,) bdlgesinin konveks bir bolge

oldugu gosterilmis olur. Buradan, f(D)= U f(D,) oldugundan, f(ID) bolgesi de

0<r<l1
konveks bir bolge olur. Ayrica, f fonksiyonu |z|=r ¢emberi ilizerinde bire bir
oldugundan, 1.17 Teoremi geregi, f ayni zamanda her bir » € (0,1) i¢in D, {izerinde

yalinkattir. O halde, f fonksiyonu D iizerinde yalinkat ve konvekstir. m

Konvekslik i¢in baska ¢ift gerektirmeli sonuglar Sheil-Small (1969) ve Suffridge (1970)

tarafindan verilmistir.

3.1.6 Teorem. f :1) — C normalize edilmis analitik bir fonksiyon olsun. f € K olmasi

icin gerek ve yeter sart, z, ¢ €D icin

Re{ 27(2) —“ﬂzo 3.1)

f@)-f() z-¢
olmasidir.

Ispat. /€K olsun. z, £ €D igin

2zf'(z2) z+¢g
f@)-f(&) z-¢

g(z,¢) =

fonksiyonu P ={(z,{)eC*:|z|<1,|{|<1}  C* birim polidiskinde analitiktir. Ciinkii

zf"(2)

limg(2.¢) = 1+=72

dir. | z |= r <l egrisinin f altindaki resmi konveks bir egri oldugundan, ¢ember icindeki
her bir noktaya gore yildizildir. Buradan | { |< » olmak {izere, { sabiti i¢in z, |z |=r
cemberi lizerinde degisirken f(z) ve f(¢) arasindaki vektdriin argiimenti argz

degiskeninin azalmayan bir fonksiyonudur. 3.1.4 Teoreminin ispatindan yukaridaki

sartin | |<|z|=r <1 igin

43



Re{ﬂ} ) (3.2)
f(2)-1()

oldugu goriiliir. Eger | |=| z |, ¢ # z ise (3.2) bagintis1

Re{ﬂ}zo
f(@)-1(&)

olmasint gerektirir. Bu durumda Re[(z+¢)/(z—¢)]=0 oldugundan, Reg(z,£)>0
sonucuna ulasilir. z=¢, g(z,{) fonksiyonunun kaldirilabilir singiiler noktasi
oldugundan, |z || { |=r <1 i¢in Reg(z,{) >0 elde edilir. Harmonik fonksiyonlar i¢in
minumum prensibi geregi, (6nce z, |z |=r, degiskeni sabit tutulup ¢ degiskenini
degistirilir, sonra da ¢ sabit tutup, z degistirilir) |z|<r, |{|<r i¢in Reg(z,£)>0

olur. » — 1 igin istenilen (3.1) esitsizligi elde edilir.

Tersine, (3.1) esitsizligi saglansin. (3.1) de ¢ — z iken limite gegilirse z € D i¢in

Re{l + w} >0
f(2)

elde edilir. Boylece 1.21 Teoremi ve 3.1.5 Teoremi geregi, f fonksiyonu konvekstir. m

3.1.6 Teoreminin ispatindan normalize edilmis analitik fonksiyonlar i¢in asagidaki

konvekslik kriteri ¢ikarilabilir.

3.1.7 Sonug. f:D — C normalize edilmis analitik bir fonksiyon olsun. f € K olmasi

icin gerek ve yeter sart | ¢ |<|z <1 i¢in

Re{L’(z)} >0
f(@)-1()

olmasidir (Suffridge 1970).
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3.1.4 ve 3.1.5 Teoremlerinden S° ve K smiflar1 arasinda oldukc¢a kullanisli olan
asagidaki bagintiy1 elde etmek miimkiindiir. Bu bagint1 ilk olarak Alexander (1915-16)

tarafindan bulunmustur.

3.1.8 Teorem. f, D de normalize edilmis analitik bir fonksiyon ve ze€D igin

2(z)=zf'(z) olsun. f € K olmasi igin gerek ve yeter sart, g € S olmasidir.

Koebe fonksiyonu ve onun rotasyonlar1 S~ smifina ait oldugundan 2.3 Béliimiinde

verilen S siifi i¢in bilyiime ve distorsiyon sonuglar1 S~ smifi i¢in de gegerlidir.

3.1.9 Teorem. f €S ve |z |=r <1 olsun. Bu durumda

< < 3.3
(1+) <[l (1_) (3.3)
1- 1+r

3.4
(1+) < f'(2) [ 1) (3.4)

dir. Esitlik hali, Koebe fonksiyonu ve onun uygun bir rotasyonu icin gecerlidir

(Goodman 1983).
Asagidaki teorem konveks fonksiyonlar i¢in biiyiime ve distorsiyon sonucunu verir.

3.1.10 Teorem. f € K ve |z |=r <1 olsun.

NFACIS (3.5)

(1+ r) (1— r)

<[ f'(2)|= (3.6)

1+ ) a V)
dir. Esitlik, € R olmak iizere, f(z)=z/(1—e"’z) fonksiyonu icin gegerlidir.

Ispat. (3.6) esitsizligi, 3.1.8 Teorem ve (3.3) bagmtisinin bir sonucudur. (3.5)
esitsizliginin tist sinir1, (3.6) esitsizliginin {ist sinirinin integrali alinarak elde edilebilir.

(3.5) esitsizliginin alt sinirint elde etmek i¢in, | z |= » <1 6zelliginde bir z sabiti alalim.

45



f € K oldugundan, 0 ile f(z) noktalarii birlestiren I' dogru pargasi f(ID) iginde
kalir. T yolunun f fonksiyonu altindaki ters goriintiisii ¥ ise, ¥ yolu, D de O ile z

noktalarin birlestiren basit bir egridir. (3.6) bagintisindaki alt sinir kullanilarak
_ _ ' r i i0 r
S@=[ 1dol=] 1FE)1dg 1= [[11 () | dp=——

elde edilir. m

Asagidaki sonu¢ konveks fonksiyonlar i¢in 6rtme teoremi olarak bilinir ve konveks
fonksiyonlar altinda birim dairenin goriinti bolgesinin daima 1/2 yarigapli daireyi

orttliglinii gosterir.
3.1.11 Teorem. f €K ise, D,,, c (D) dir.

Ispat. we f(D) ise, |w[>1/2 oldugunu gostermeliyiz. zeD igin g(z)=[f(z)—w]’
bi¢iminde tanimlanirsa, g fonksiyonu I de yalinkat ve g(0)=w’, g'(0)=-2w dur.
zel icin h(z) = (W — g(2))/(2w) denirse, A€ S olur. Bdylece, 2.3.1 Teoremi geregi,

|w/2|>1/4 veya |w[>1/2 oldugu goriiliir. m

3.1.12 Tamim. % >1 bir tamsayi olsun. Eger D bdlgesinin orijin etrafinda 277/k agilik
donmesi, D bolgesini yine kendi lizerine resmediyorsa, D bolgesine k — katli simetrik

bélge denir. Eger her z €D igin,
e*Zﬂ'i/kf(ebz’i/kZ) — f(Z)
ise, f fonksiyonuna D) dairesinde k — katli simetrik fonksiyon adi verilir.

Gronwall (1916), D de k —katl simetrik analitik bir fonksiyonun

@)=Y by 2 (3.7)
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biciminde bir seri agilimina sahip oldugunu, tersine, (3.7) bigiminde bir a¢ilima sahip 1

fonksiyonunun, serinin yakinsaklik dairesinde k — katli simetrik bir fonksiyon oldugunu

gosterdi.

Tanima dikkat edilirse, & —katli simetrik fonksiyonlarin yalinkat olmasi gerekli
degildir. Calismamizi daha ¢ok yalinkat k —katli simetrik fonksiyonlar iizerinde

yogunlastiracagimizdan, z €D i¢in

f(z2)=z+ z b, z""

n=l1

bigiminde bir agilima sahip yalinkat & —katli simetrik fonksiyonlarm S“ smifim

tammlamak zorunlu hale gelmistir. Ozel olarak, k=2 icin S§® smfina ait

fonksiyonlara tek yalinkat fonksiyonlar denir.

Biiylime ve 6rtme sonuclari ve katsay1 sinirlar1 & — katli simetrik fonksiyonlar i¢in daha

da inceltilebilir (Graham ve Varolin 1996).

(k)

Asagidaki sonuglar S smifina ait fonksiyonlar i¢in bir katsay1r tahmini, 0rtme ve

bliytime sinirlarin1 vermektedir.
3.1.13 Teorem. g € S ise,

2
|bk+1| S ;

dir. Esitlik, g(z)=[k(z)]"* =2z/(1-2")""* k—kath simetrik Koebe fonksiyonu ve

onun rotasyonlari i¢in gecerlidir.

ispat. g€S% olsun. 2.1.3 (v) Teoremi geregi g(z)=[f(z*)]"" olacak sekilde bir
f €S8 fonksiyonu vardir. (2.1) agilimma sahip f €S fonksiyonu igin |a, [<2 ve

g(z)=z+(1/k)a, """ +--- oldugundan,

bea|<2/k elde edilir. m

3.1.14 Teorem. (i) f € S" olsun. Bu takdirde, p, = 4°"'* olmak iizere, /(D)2 D,

dir.
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(i) r, = I; (1+¢")?"* dr olmak lizere, f € K i¢in, f(D)2 D, dr.

Her iki durumda da esitsizlik kesindir.

Ispat. (i) 2.1.3 Teoreminden f € S icin g(z) =4/ f(z*) e S dir. 3.1.9 Teoremi geregi,

zeD igin

IR E P Ll

_— _ 3.8
(27" |z G-9

elde edilir. 0 <r <1 i¢in f(D,) bolgesinin sinir1 f(0D,) oldugundan, (3.8) bagmtisi

2/k

0D ) kiimesinin orijine olan uzakhigmimn en az r/(1+ r* oldugunu gosterir. » — 1
f ] g g g

icin limit alinirsa, istenilen kapsama gosterilmis olur.

(i) h(z)=z f'(z) denirse, (3.8) bagmtist 4 fonksiyonuna uygulanip, 3.1.10

Teoreminin ispatina benzer olarak, |z |=r <1 i¢in

roodt
Im <| f(z )|<J 0 (1= t)Z/k

bulunur. » — 1 ¢in limite gegilirse, istenilen sonug¢ gosterilmis olur.

2/k

Birinci kapsama icin esitlik g(z)=z/(1-z")** biciminde k —katli simetrik Koebe

fonksiyonu igin gecerlidir. ikinci durumda ise esitlik,

z k=1
1-z
() =1110g 22| k=2 (3.9)
8 e T '
jz dkt i k=3
o(1-1%)

konveks fonksiyonunu i¢in gegerlidir. £ >3 i¢in g, fonksiyonu birim daireyi, diizgiin

bir k-gen lizerine konform olarak resmeder (Nehari 5.196). m
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Graham ve Varolin (1996) konveks fonksiyonlar i¢in a, =a, =---=a, =0 sart1 altinda

k — katli simetrikten daha zay1f olan asagidaki distorsiyon sonucunu elde etmislerdir.

3.1.15 Teorem. f(z)=z+a,z" +a,,z"* +--- fonksiyonu I de konveks olsun. Bu

durumda her z €D i¢in,

1 1
I < -
e =

dir. Esitlik (3.9) bagintisi ile verilen g, fonksiyonu i¢in gegerlidir.
3.1.8 Teoremi kullanilarak benzer bir esitsizlik yildizil fonksiyonlar i¢in de verilebilir.

3.1.16 Teorem. f(z)=z+a,, z"" +a,,,z"" +--- fonksiyonu D de yildizil ise,

|z ]

2] .
@IS

(1+|Z|k)2/k -

esitsizligi saglanir. Esitlik, (3.9) ile verilen g, fonksiyonu yardimiyla tanimlanan

f.(z) =zg; (z) fonksiyonlari i¢in gegerlidir.

2

3.1.17 Sonu¢. f(z)=z+a, z"" +a,,z"" +--- fonksiyonu I de konveks olsun. Bu

takdirde, r, = I()l (1+¢*)" dt olmak iizere f(D)> D, dr.

Simdi, yeniden S* ve K smifina donelim. Bu simniflara ait fonksiyonlar i¢in katsayi

sinirlarini verelim.

3.1.18 Teorem. f(z)=z+a,z’ +--- fonksiyonu D de yildizl ise, her n =2,3,... igin
|a, |<n dir. Esitlik, f* fonksiyonunun Koebe fonksiyonu ve onun bir rotasyonu olmasi

durumunda gecerlidir (Nevanlinna 1920).

Ispat. feS" olsun. zeD i¢in p(z)=zf'(z)/ f(z)e P dir. 2.4.15 Teoremi geregi,
p(z) =1+ p,z+--- denirse, |p, |<2 dir. zf'(z) ve f(z)p(z) fonksiyonlarm seri
acilimindaki katsayilari esitlendiginde n = 2,3,... i¢in,
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(n=Da, =a,,pi+a,,p,++p,,
bulunur. Buradan tiimevarimla,
(n=Dla,|<2n-1+n-2+--+1)=n(n-1)
elde edilir. Bu ise, |a, |<n oldugunu gosterir. m

Asagidaki teorem konveks fonksiyonlarin katsayr tahminini vermektedir. Ispat1 3.1.8

Teoreminden agiktir.

3.1.19 Teorem. f(z)=z+ z; acz"ekK ise, n=23,.. icin |a, |<1 dir. Esitlik, 0 e R

olmak iizere f(z)=z/(1-e" z) fonksiyonu igin gegerlidir (Léwner 1923).

Konveks fonksiyonlar i¢in kullanigh bir katsayr tahmini Hummel (1957) ve Trimble

(1975) tarafindan elde edilen asagidaki sonuctur.

3.1.20 Teorem. z €D igin f(z)=z+ ijz a,z" €K ise,

2 =1 a |2
a-a | (3.10)
dir.
Asagidaki sonug ilk olarak Nehari (1976) tarafindan elde edilmistir.
3.1.21 Sonu¢. z€D igin f(z)=z+ ZZZ a,z" €K ise,
1
la,—a; |< = (3.11)
3
dir. Esitlik, | 4 |=1 olmas1 durumunda,
1 1+ Az
=—1I1 3.12
f)=; ogL_M} (3.12)
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fonksiyonu i¢in gegerlidir.

Ispat. (3.10) bagmtisindan (3.11) esitsizligi agiktir. Ayrica, (3.10) bagmtisinda a, =0

ve | a, |=1/3 olarak alimirsa, (3.11) bagintisinin esitlik hali elde edilir. Gergekten, z € D

i¢in f fonksiyonunun Taylor agilim1 f(z) = z + a,z’ +--- bigiminde olup, z € D i¢in

NG
/)

=1+6a,z" +--

bulunur. Bu fonksiyon P smifina aittir. 6|a, |=2 ve burada birinci dereceli terim

bulunmadigindan, | 4 |=1 olmak tlizere

1+ zf"(z) 1+ X7
fl(z) 1-27°

bulunur. Bu ise ispat1 tamamlar. m

2.3.11 Teoreminde oldugu gibi, belli katsay1 bagintisin1 saglayan fonksiyon siniflari

yildizil ve konveks olabilir.

3.1.22 Teorem. feA(D) ve zeD 1icin f(z2) =Z+Z:;2 a,z" olsun. Eger

Z::annlﬁl ise, /€S ve Z::2n2|an |<1ise, feK dir.

Ispat. / fonksiyonunun yalinkatligi 2.3.11 Teoreminde gosterildi. Simdi f

fonksiyonunun yildiz oldugunu gosterelim. z € D icin
12'(2) - f(D £ 2 (n=-Da, | z]"<|z| =D |a, | 2" < f(2)]
n=2 n=2
yazilabilir. Esitsizliginin her iki yanini | f(z) | ile boliintrse, |[z f'(z)/ f(2)]-1|<1 ve

buradan Re{z f'(z)/ f(z)} >0 oldugu goriiliir. Bu ise, f fonksiyonunun yildizil

olmasi1 demektir. m
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Asagidaki teorem, yildizil fonksiyonlar altinda ) dairesinin goriintii bolgesinin alani ile

fonksiyonun katsayilar1 arasindaki bagintiy1 verir.

3.1.23 Teorem. f(z)=z+ Z:;Z a, z" fonksiyonu D de yildizil ve f(D) bolgesinin

alan1 A4 olsun. Bu takdirde, n > 2 i¢in

la, |< 2 [éj (3.13)

n—1\r«

dir.

1+ w(z)
1-w(z)

Ispat. / e S* oldugundan, z f'(z)/ f(z) = olacak bicimde I de | w(z)|<1

ozelliginde bir w(z) = " w, z" fonksiyonu vardir. Bu esitlikten

2/ @+ f@w(2)=2f"(2)-f(2)

veya

{2z+ i(n +1)anz”}iwnz" = i(n —1a,z" (3.14)
n=2 n=l n=2

yazilabilir. (3.14) esitligindeki katsayilar karsilastirilirsa, n>2 igin

2w, +3a,w,_ , +---+na, w,=(n-1a

n

bulunur. Boylece (3.14) esitliginin sag tarafindaki a, katsayisi, sadece a,,a,, -, a

> ¥n-1

katsayilarina bagl gelir. Buradan n>2 i¢in

{22+nzll(k+l)akzk}w(z) :Zn:(k—l)akzk + ibkak (3.15)

k=n+l

olur. (3.15) esitliginin her iki yanin modiiliiniin karesi alinip, |z |=r <1 g¢evresi

tizerinden integralini hesaplar ve | w(z) |< 1 esitsizligi goz Oniine alinirsa,

52



n 0 n—1
Z(k—1)2 la, " r** + Z|bk > <4+Z(k+1)2 |a,
k=2 k=2

k=n+1

elde edilir. » —> 1 igin,

n—1

D k=17 |a, [ <4+ (k+1)|a, [
k=2 k=2

veya n>2 i¢in,

k=2

(n-1)*1|a, ]2S4(1+§k|ak \2J (3.16)

bulunur. Ote yandan 2.2.1 Teoremi geregi f (D) goriintii bdlgesinin alan

A:ﬂ(1+2k|ak |2]
k=2

bulunur. (3.15) ve (3.16) bagmtilarindan 7> 2 igin (n—1)*|a, |’<44/ 7 veya

¥ |<:_#%__ 4 172
" n—-1\r

elde edilir. m

3.1.24 Tanim. F', S smifinin bos olmayan bir alt sinifi olsun. F smifindaki her bir

fonksiyon D, " dairesinde yildizil olacak bigimdeki en biiyiik »"(F) pozitif sayisina,

F smifinin yildizillik yarigapr denir. Benzer sekilde, F smifindaki her bir fonksiyon

D, r, dairesinde konveks olacak sekilde en biiyiik 7, (F) pozitif sayisia, F sinifinin

g

konvekslik yarigcapr ad1 verilir.

Asagidaki teorem, S sinifina ait fonksiyonlarin konvekslik yarigapini verir.

3.1.25 Teorem. 7, (S)=2—+/3 dur.
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Ispat. / €S oldugundan, (2.10) esitsizligi saglanir. O halde |z |=r <1 igin,

Rel 1+ zf"(2) 21—4r+r2
/() -7
bulunur. 0<r<2-+/3 icin 1-4r+r> >0 oldugundan, her bir »€[0,<2- \/g] icin
f(D,) konveks bélgedir. O halde r.(S)>2-+3 dir. 2-3<r<1 igin
f(z)=z/(1-2z2)*, zeD, fonksiyonu |z|=r ¢emberini konveks bir bolge iizerine
resmetmez. Gergekten,

" 2
1+zf (Z)=Z +4z+1

f'(2) 1-2z?

ifadesi —1<z<—-(2- V3 ) Ozelligindeki z reel sayilar i¢in negatif oldugundan,

r (S) <2—=+/3 oldugu goriiliir. Bdylece, 7, (S)=2-+/3 elde edilir. m

H. Grunsky (1933), #'(S) yildizzlik yarigapini logi_'-—rzg denkleminin bir kokii
—r

olarak bulmustur.
3.1.26 Teorem. r*(S) =tanh(r/4) dir.

3.2 Yalinkathk Kriterleri

Bu kisimda, daha once verilen yalinkatlik kriterlerine ek olarak Schwarzian tlirevi
yardimiyla elde edilen yalinkatlik kriterleri verilecektir. ilk olarak Nehari (1949)

tarafindan verilen ve Kraus (1932) tarafindan gelistirilen bu kavrami tanimlayalim.

3.2.1 Tanim. f:D — C fonksiyonu analitik ve yerel yalinkat olsun. f fonksiyonunun

Schwarzian tiirevi, z € D igin

(L) 1@
Vi (f’(z)J Z(f’(z)j

bigiminde tanimlanir.
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Schwarzian tiirevinin lineer kesirsel doniisiim altinda degismez kalmasi onemli bir

ozelliktir. Gergekten, f ve g yerel yalinkat fonksiyonlar olmak iizere, h=fog

bileske fonksiyonu ig¢in,
{h;z={f;2(2)} (' (D)) +{g;2}

olur. T lineer kesirsel doniisiimii i¢in {7;z} =0 oldugundan, {Tog;z}={g;z} ve

{foT;z2={f;T(2)}(T"(2)) elde edilir.

Bundan bagka, konveks fonksiyonlarin Schwarzian tiirevinin bir esitsizligi dikkate

degerdir.

3.2.2 Teorem. f €K ise, ze i¢in

2
iz s——77 (3.17)
(I-|z[*)
dir. Esitlik, |7|=1 olmak iizere
1 1+ Az
=—1 3.18
f@=5 og[l_h} (3.18)
fonksiyonu i¢in gegerlidir.
Ispat. z # 0 icin (3.17) esitsizligini gdstermek yeterlidir. ¢ €D igin
+z
f(li g g)—f(Z)
g(¢)= =0 +b,47 +bg7 + (3.19)

(=121 f"(2)

biciminde tanimlanirsa, g fonksiyonu ) de konveks ve 3.1.21 Teoremi geregi

| b, —b; |[<1/3 diir. Basit hesaplamalar sonucunda

|-z P)*{f32} [l {g:0} = 6] by —b; <2

bulunur. Buradan (3.17) esitsizligi elde edilir. m
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Schwarzian tlirevinin yalinkatlik kriterleri, yalinkat fonksiyonlar teorisinde énemli bir

yere sahiptir.

3.2.3 Teorem. (i) zeD igin f €S ise

6
|{f’Z}| (1_|Z|2)2
dir.

(i1) f:D — C analitik bir fonksiyon olmak iizere, z €D igin

2
2 S
|{f’Z}| (1_|Z|2)2
ise, f fonksiyonu ) de yalinkattir.

Ispat. (i) sabit bir ze D ve keyfi ¢ €D igin, 2.1.3 Teorem (iv) geregi,

1+ 2zt
(1-1z)f'(2)

f[”zj—ﬂz)

2 3
=t+byt” +bit" +---

g =

fonksiyonu S sinifina aittir. Buradan,

1 S22
b=~ (-|z) L) oz

Ve

_l ~ 5 2fm(Z)_ o 5 f”(Z) 5
b, _6{(1 lz[") —f'(Z) 6z(1-| z| )—f'(z) +6Zz }

olarak bulunur. £ €D i¢in

1 a
:é’+a0+_1+...

D=0 3
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seklinde tanimlanan ¢ fonksiyonunu goz oOniine alalim. ge S oldugundan, @ e X

fonksiyonu i¢in &, =—b, ve

1
o, =b; b, =—g(l—|Z|2)2{f;Z}

oldugu goriiliir. 2.2.5 Sonucundan | ¢, |<1 ve boylece, z € D igin

6

2 IS ———
i3S Gy

elde edilir. Esitsizlik kesin olup, esitlik Koebe fomksiyonu ic¢in saglanir.
Teoremin ikinci kisminin ispati i¢in J. Becker (1972)’e bakilabilir. m

3.2.4 Teorem. f:D) — C analitik bir fonksiyon ve z €D igin

2

T
. S_

147523 1==
ise, f fonksiyonu ID de yalinkattir (Nehari 1949).

Burada 7°/2 sinir1 ideal sinirdir. Ciinkii, A > 7 icin f(z) =e” fonksiyonu I iizerinde

yalinkat degildir. Bu durumda | {f;z} |= A /2 dir.

3.2.5 Teorem. f:D — C analitik bir fonksiyon ve f’(0)# 0 olsun. Eger zeD i¢in

zf"(2)
1)

<1

(-] z[*)

ise, f fonksiyonu ID de yalinkattir (Becker 1972).
3.2.6 Teorem. f :1) — C fonksiyonu analitik ve yerel yalinkat olsun. z € D igin

4

I-|z[?

{/32} <
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ise, f fonksiyonu D) iizerinde yalinkattir (Pokornyi 1951), (Nehari 1979).

3.2.7 Teorem. f :ID— C fonksiyonu analitik ve yerel yalinkat olsun. z € ) i¢in

47> |< 4

AR AT e

ise, f fonksiyonu I {izerinde yalinkattir (Chuaqui 1995).
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4. YILDIZIL VE KONVEKS FONKSIYON KAVRAMINDAN HAREKETLE
TANIMLANAN YALINKAT FONKSiYONLAR

Bu boliimde, yildizil ve konveks fonksiyon kavramlarindan hareketle tanimlanan
yalinkat @ mertebeli yildizil ve konveks fonksiyonlar, alfa konveks fonksiyonlar, alfa
spiral fonksiyonlar, gama yildizil fonksiyonlar, simetrik noktalara goére yildizil
fonksiyonlar, kompleks mertebeden yildizil fonksiyonlar ve konvekse yakin
fonksiyonlarin smiflar1 tanimlanacak. Bu smiflara ait fonksiyonlarin kat sayi,

distorsiyon ve biiylime 6zellikleri verilecektir.
4.1 a Mertebeli Yildizil ve Konveks Fonksiyonlar

Bu kisimda ilk olarak Robertson (1936) tarafindan verilen, birim dairede normalize
edilmis yildizil ve konveks fonksiyonlarin bazi 6zel alt siiflar1 tanimlanarak, bu

siniflara ait temel Ozellikler verilecektir.

4.1.1 Tanmm. f:D — C analitik bir fonksiyon olsun. 0<a <1, f(0)=0 ve

f'(0) # 0 olmak iizere, z € ) i¢in

Re{M} >
f(2)

ise, f fonksiyonuna a mertebeli yildizil fonksiyon,

Re{l + ﬁ} >a
S/'(2)

ise, f fonksiyonuna a mertebeli konveks fonksiyon denir.

zeD i¢in f (z)=z+Zanz” biciminde normalize edilmis a mertebeli yildizil ve
n=2

konveks fonksiyonlarin sinifi sirasiyla S*(a) ve K(«) ile gosterilir. 3.1.8 Teoreminde

verilen S* ile K arasindaki iliski, S*(a) ve K(«) smiflari arasinda da mevcuttur.

Ispat1 benzerdir.
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4.1.2 Teorem. f, D de normalize edilmis analitik bir fonksiyon ve zelD igin
g(z) =z f'(z) olsun. Bu takdirde, f € K(«) olmasi igin gerek ve yeter sart g € S™ ()

olmasidir.

K ile S*(«) smiflar arasindaki 6nemli sonuglardan biri asagidaki teoremde verilmistir.

Ispat1 Suffridge (1970)’ye aittir.
4.1.3 Teorem. f € K ise f € S*(1/2) dir. Sonug kesin olup 1/2 sabiti biyiitiilemez.

Ispat. / € K oldugundan, 3.1.6 Teoremi geregi z, ¢ € D igin

R{ 2z £1(2) _z+§}20
f@-f(&) z-¢

dir. Bu esitsizlikte ¢ = 0 konumu yapilirsa, z € D i¢in

ero).
f(2) 2

bulunur. Harmonik fonksiyonlar i¢in minimum prensibini kullanilarak istenilen sonug

elde edilir. Esitlik f(z)=z/(1-z) fonksiyonu ve onun rotasyonlari i¢in gecerlidir. m

4.1.4 Sonu¢c. f e K ise zeD igin Re[f(z)/z]>1/2 dir. Sonu¢ kesin olup, sabit

biiytitiillemez.

Ispat. / € K oldugundan (3.1) bagimtisi saglanir. z,¢ e D icin

Fooye @ ¢
5= =70 7 -¢

diyelim. (3.1) bagmtisindan z,{ €D i¢in F(z,{)>1/2 esitsizligi elde edilir. £ e D

sabit tutulup F(z,¢), z degiskenine gore kuvvet serisine agilirsa,

1 1
Fz,)=1+|————|z+--
&) +[: f(é“)J "
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elde edilir. Bu iki bagintiy1 esitlersek ¢(z) =2F(z,{)-1€ P olur. 2.2.6 Teoremi

geregi

5 f(?)

esitsizligi elde edilir. Her iki taraf £ ile carpilirsa,

‘1— ¢ l<iei<

A

bulunur. Buradan Re[ f(z)/z]>1/2 elde edilir. Esitlik f(z)=z/(1-z) fonksiyonu i¢in

saglanir. m
4.1.3 Teoreminin Jack (1971)’e ait olan bir genellemesi asagida verilmistir.

4.1.5 Teorem. « [0,1) ve

5= i) = 20 —1++Qa—1) +8

4

olmak tizere f € K(a) ise f € S*(f) dir.

Asagidaki teorem S* ile S”(a) ve K(a) smflari arasindaki iliskiyi verir. Ispati

siniflarin tanimindan agiktir.

4.1.6 Teorem. « €[0,1) olsun.

1) zeld ve g(z)=z[f(z)/z] " olmak uzere, f € o) olmasi 1¢1n gerek ve yeter
i D Y=z[f(z)/z]""* olmak ii N 1 iCi k
sart g€ S* olmasidir. Burada kuvvet fonksiyonunun dali [f(z)/z]"" |z:0 =1 olacak

sekilde segilmistir.

(i) zeD ve h(z)=z[f'(z)]""® olmak iizere, f € K(«) olmas1 igin gerek ve yeter

sart e S” olmasidir. Kuvvet fonksiyonunun dali [f'(z)]""™ |Z

_, =1 olacak sekilde
secilmistir.
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4.1.6 Teoremi kullanilarak « €[0,]) i¢cin « mertebeli konveks fonksiyonlar igin

Robertson (1936)’a ait olan biiyiime ve distorsiyon 6zellikleri verilebilir.

4.1.7 Teorem. a €[0,1) ve | z |= r <1 olmak lizere f € K(«) ise,

1 , 1

Wﬂf@)ﬁm (4.1)
dir. Eger o #1/2 1ise,

(1+7r)* " —1 < < 1-(1-r)*"

- < <— 4.2

Ty | f(2)] o1 (4.2)

ve a =1/2 ise,

log(1+r)<| f(2)|£-log(1-7r) 4.3)
dir. Yukaridaki esitsizlikler kesin olup, esitlik hali

_ _ 20-1
% a#1/2
f=1 7 (4.4)

—log-z) a=1/2
fonksiyonu igin saglanir.

Ispat. / e K(a) olsun. Bu durumda

1 Zf”(z)_ 3
(P(Z)—I_G[H I a}—1+blz+

fonksiyonu P smifina aittir. Boylece, (3.6) bagintisindan |z |= » < 1 i¢in

2r

1-r

1+ 72
-2

Regp(z) -

2

yazilabilir. Buradan, mutlak deger 6zelligi geregi,
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-2(1- a)
I+r

1g|f()| 2(1 a)

bulunur. Her iki tarafin O dan r ye integrali alinirsa,
log(1+7)>™ < 10g|f’(z)| <log(l-7)20

elde edilir. Bu ise (4.1) esitsizliginin saglandigim1 gosterir. 2.3.6 Teoremi geregi,
a#1/2 igin (4.1) bagmtisindan (4.2) esitsizligi elde edilir. Eger a=1/2 ise, (4.1)
bagintisi ve 2.3.6 Teoremi birlikte diisiiniildiiglinde, (4.4) esitsizligi elde edilmis olur. m

4.1.6 Teoremi ve (4.1) bagtisindan S («) smifina ait fonksiyonlar igin asagidaki

biiylime teoremi elde edilebilir.

4.1.8 Teorem. ¢ €[0,1) ve | z|= r <1 olmak lizere, f € S*(«) ise z €D igin

W <|f(2) < W

dir. Smurlar kesin olup, esitlik &' (z,a) = z(1—2)"*, fonksiyonu igin gegerlidir.

a mertebeli konveks fonksiyonlar icin gerek ve yeter sart1 ifade eden asagidaki teorem,

Brown (1989) tarafindan elde edilmistir. Bu sonug, |{ |<1 i¢in D de konveks bir
fonksiyonun her |z — ¢ |<r <1-| ¢ | dairesini konveks bir bolge lizerine doniistlirdiigiinii

gosterir.

4.1.9 Teorem. « €[0,1) ve f:D — C normalize edilmis analitik bir fonksiyon olsun.

f € K(a) olmas1 i¢in gerek ve yeter sart, | |<1 ve |z—¢ |<1-| ¢ | i¢in

Re {1 +M} s
1)

olmasidir.
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Ispat. ilk olarak, | |<1 ve |z—¢ |<1-|¢ | igin Re {1+%} > a oldugunu
z

kabul edelim. Bu esitsizlikte ¢ =0 konumu yapilirsa, f € K(a) oldugu goriiliir.

Tersine, f € K(«) ise, | { |=r<1 0Ozelliginde belli bir { noktasi i¢in

P ES AT
l-a ) f'(2)

olsun. Harmonik fonksiyonlar i¢in minimum prensibi dikkate alinarak,
|z—¢ |=p<1-r i¢in Re 4 >0 oldugunu gostermek yetecektir. Bunun i¢in | z—¢ |= p

ozelliginde bir z € D noktas1 secelim. f € K(«) oldugundan, p € P i¢in

L E=OwE-D 45)

z

olarak  yazilabilir. P siifinin ekstrem noktalari, feR icin,
p,(2)=( +¢'’2)/(1-€'’z) fonksiyonlari oldugu biliniyor. (4.5) esitliginin sag tarafi P

lizerinde bir afin doniisiim oldugundan, mi}}ReA degerini P smifinin bir ekstrem
PE

noktasinda alir (Hallenbeck ve MacGregor 1984). ¢ =re’? ve z=¢+pe” igin,

gerekli hesaplamalar yapilirsa

0<6<27 z

Re 4> min Re{(z_g)(pg(z)_l) +1}

:onelirzl [1—e“z [ [-p*> +1=2rcos(6 + @)+ r°]

> min [1-e’z| 2 [(1-7)" = p*]>0

bulunur. Bu ise, ispati tamamlar. m

Son olarak, S*(«) ve K(a) simiflarina ait fonksiyonlar i¢in Robertson (1936)’a ait

katsay1 tahminlerini verelim.
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4.1.10 Teorem. « <[0,1) ve z < D) olsun.

(1) f(z2)=z+ z;anzn eS*(a) ise, n=2,3,... igin,

1 n
la, |< (n_l)!g(k—m) (4.6)

dir. Esitlik, k" (z,a) = z(1—z) " fonksiyonu i¢in gecerlidir.

0

(i) g(z)=z+) " b,z" eK(a) ise, n=2,3,... igin,

b |< %ﬁ(k—%{) (4.7)

dir. Esitlik (4.4) bagintisinda verilen fonksiyonlar i¢in gecerlidir.

Ispat. p fonksiyonu

p(z)zﬁ{%’g)—a}:1+clz+czzz o (4.8)

biciminde tanimlanirsa, peP  olur. (4.8) bagmtisindan elde edilen
(I-a)p(z)+a)f(z)=zf'(z) esitliginde seri acilimi yapilir ve n. dereceli terimlerin

katsayilari esitlenirse, n = 2,3,... i¢in
na,=a,+(1-a)(ca, +ca, ,+...+c, ) (4.9)
bulunur. |c, <2 oldugu goz oniine alinirsa,
(n=Dla,|<2(0-a)(+|a, |+--+]a,,])

olur. Bur esitsizlikten, 6zel olarak,

65



la, |<£2-2a,

la, [< %(2 -2a)(1+]a,|) < %(2 -2a)3-2a),

la, |< %(2 —2a)3-2a)(4-2a)

bulunur. Boylece, tiimevarimla (4.6) esitsizligine ulasilir. (4.6) esitsizliginde 6zel olarak

a=1/2 almrsa, |a, |<1 ve =0 alinirsa, |a, |[<n oldugu goriilir.

(4.7) esitsizligini gostermek i¢in, zg'(z) € S"(a) ve (4.6) bagmtisim1 dikkate alinmak

yetecektir. m

Asagidaki teorem, S”(«r) smifindaki fonksiyonlarin integral temsilini vermektedir.

4.1.11 Teorem. f € S*(«) olmasi i¢in gerek ve yeter sart, z € ) i¢in,

f(z)=z exp{— (1_—7:5) J.Ozﬂ log(1— Ze"g)d,u(ﬁ)} (4.10)

olacak bi¢cimde, wu(27)- u(0)=27z Ozelliginde, azalmayan bir x(@) fonksiyonunun

mevcut olmasidir.

Ispat. f e S*(a) ise, Re[zf'(2)/f(2)]>a dur.

_ Lz
p(Z)—l_a{f(Z) a} (4.11)

denirse, p P olur. 2.4.8 Sonucu (Herlogz temsil teoremi) geregi, u(2z)— u(0)=2x

bagintisini saglayan azalmayan bir x(€) fonksiyonu i¢in,

1 p2rl+e™z
p@)=o—] 7 du(6)
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yazilabilir. (4.11) esitliginden,

flz)_ 1 I2ﬁ1+(1—2a)ze_ie
f(z) 2z z(1-ze™)
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bulunur. Bu ifadenin z, noktasindan z noktasina integrali alinip, z, — 0 i¢in limite

gecilirse,
log f(z)= LJ'zﬂ[logz —(2-2a)log(l—e"’z)]du(6)
2790
olur. Buradan (4.10) bagintis1 elde edilir. m

feS(a) i¢in g(z)= K [f(£)/{]1dS e K(a) oldugundan 4.1.11 Teoreminden

asagidaki sonug elde edilebilir.

4.1.12 Sonu¢g. 0<a <1 ve zeD olsun. f € K(«) olmasi i¢in gerek ve yeter sart

f(z)= j zex{— (=) j 7 log(l —ze-"a)dy(e)} (4.12)
0 T 0

olacak bicimde u(27)— u(0)=27 Ozelliginde azalmayan bir u(@) fonksiyonunun

mevcut olmasidir.

4.1.13 Teorem. zeDD, 0<a <l ve f(z)=z+ Z; a,z" olsun. Eger

0

dY(n-a)|a,l<l-a (4.13)

n=2
ise, f eSS (a) dir.

Ispat. (4.13) bagintisindan

ZI a,|< Z | a,|<1
n=2 n=2
yazilabilir. Ayrica,
z2/'(2)- f(2)|-(U-a)|f(2)|=| > (n-Da,z" |-(1-a)|z+ D a,z"
n=2 n=2
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sim—mannzv—(1—a)(|z|—i|an||z|"j

n=2

£|z|(i(n—a)|an |—(1—05)j£0

olur. Buradan

CACI

f(2)

<l-a veya Re

‘1 /')
f(2)

elde edilir. m

Benzer bir sonu¢ K («) sinifi i¢in asagidaki sekilde ifade edilebilir.

4.1.14 Teorem. z€D, O<a <l ve f(z)=z+ Z; a,z" olsun. Eger

in(n—a)|an|£1—a (4.14)

n=2
ise, f e K(a) dir.

Ispat. (4.14) bagintisindan,

>la, <y D g, |<1
n=2

n=2

yazilabilir. Ayrica,

|22 /" +2f [ -(-a)| 2" (2)|=| 2+ ) _n*a,z" |-(1-a) | z+ ) na,z" |
n=2 n=2
<|z|+) n’|a, ||Z|”—(1—0!)(|Z|—Z"|an IIZI”j
n=2 n=2

<jzl+)n’la, | z["=[z|(A-)+(A-a)) n|a, | z]
n=2 n=2

68



< z{in(n—aﬂan |—(1—0()}£0

olur. Buradan,

EAG)
/)

<l-«o

Re{l + &} >o veya
I

elde edilir. m
4.2 Alfa Konveks Fonksiyonlar

Bu kisimda, Mocanu (1969) tarafindan verilen S smifimin bir alt simifi olan, a -

konveks fonksiyonlar sinifi tanimlanip bu sinifin 6zellikleri tizerinde durulacaktir.

4.2.1 Tamm. f, D de analitik bir fonksiyon ve ze€D) igin M f'(z)#0 olsun.
z

a € R igin
) z/"(2) _ 2/
J(a,f,z)—a(l+ e j+(1 a) IS
olmak iizere, z € D i¢in
ReJ(a, f;2)>0 (4.15)

ise, f fonksiyonuna « —konveks fonksiyon denir. a —konveks fonksiyonlarin sinifi

a—K ile gosterilir.

4.2.1 Tanimindan, eger @ =1 ise, a —konveks bir fonksiyon konveks, a=0 ise, a —

konveks bir fonksiyon ayn1 zamanda yildizil oldugu agiktir.

Mocanu (1969) « —konveks fonksiyonlarin tanimini geometrik olarak yorumlamistir.
Simdi 0<a <1 oOzelligindeki « sayilart icin Mocanu (1969)’nun bu yorumunu

verelim.
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Sekil 4.1 C, egrisinin « —konveksligi

f fonksiyonu D de, f(0)=0 0Ozelliginde, analitik ve yalinkat olsun. Ayrica, r € (0,1)
icin |z |=r ¢emberinin f altindaki goriintiisiinii C, ile gosterelim. f fonksiyonu D
de yalinkat oldugundan, C, egrisi, w= f(re’’)=w(0), 0<O<27x, biciminde taniml

pozitif olarak yonlendirilmis bir Jordan egrisidir (Sekil 4.1).

Eger z noktasi pozitif yonde |z|=r c¢emberi boyunca hareket ettikce arg f(z)
artiyorsa, C, egrisinin yildizil bir egri ve eger C, egrisinin teget vektoriiniin argiimenti
0, 0<0<2xr, degiskeninin azalmayan bir fonksiyonu ise, C, egrisinin konveks bir
egri oldugunu biliyoruz. ¢(@)=arg f(re’) konum vektdriiniin argiimenti ve w (6), C.
egrisinin w= f(re’’) noktasindaki teget vektoriiniin argiimenti olsun. Va =I7a 0
vektorii, C. egrisinin w= f(re'’) noktasindaki teget vektorii ve konum vektdriiniin
arasinda kalan ag1y1 o oraninda bolen bir vektor olsun. Bu durumda Va (6) vektoriiniin
egim agist (1-a)p(0)+ay (0) dir. Eger bu ag1 9, 0<0 <27, degiskeninin artan bir
fonksiyon ise, C  egrisi « —konveksdir. Bu bagintinin, |z |=r i¢in, ReJ(«, f;z) >0

esitsizligine denk oldugunu gérmek zor degildir.

4.2.2 Teorem. f(z) fonksiyonu « —konveks olsun. Bu takdirde,
(i) 2 €R i¢in f(z) yildizildur.

(1) @ > 1 1se, f(z) konvekstir.
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(iil)) @ < -1 ise, g(z) =1/ f(1/z) fonksiyonu |z |>1 de konvekstir.

Ispat. (i) z = re’’ € D icin

p@ = e gm=1:2L0)

1@ 1)

olarak tanimlanirsa, p ve g fonksiyonlar1 D de analitik olur. Boylece,

dz

O argp(2)= %Imlog[p(zn - Im{di log[p<z)]} 2

00

d dz
= Im{g IOg[p(Z)]}% =Re[q(z) - p(2)]

bulunur. p(0) =1 oldugundan, orijinin kiiclik bir komsulugundaki her bir ¢cemberin

w = p(z) altindaki goriintiisii, sag yar1 diizlemde bulunan bir I'. egrisi lizerine doniisir.

Ayrica, w fonksiyonu altindaki resmi imajiner eksene teget olan olacak bigimde en

kiigiik yarigapli |z|= p ¢emberi bulmak miimkiindir. I') =w(| z|= p) ve I', egrisinin

imajiner eksene teget oldugu noktaya w, = p(z,) diyelim. |z, |= p oldugu agiktir.

f'(z) # 0 oldugundan, w, #0 ve z, noktasinda teget olma 6zelliginden
0
—argp(z,)=0
20 gp(zy)
ve ayni noktada Re p(z,) =0 sonucu elde edilir. Ayrica,

%argp(zo)=Re[q(zo)—p<zo)]:o

esitliginden, Reg(z,) =0 bulunur. Boylece, herhangi bir & € R degeri i¢in

Rel[J(a, f(z,))]=Re[a q(z)) + (1-a) p(z,)] =0
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olur. J(a, f(z)) analitik fonksiyonu i¢in Re[J(«, f(z))] harmonik bir fonksiyon olup,
D de negatif degildir. Eger z, noktas1 D dairesinin bir i¢ noktas: ise, bu durumda D
de ReJ(a, f(2))=0 dir. Buise ReJ(a, f(0)) =1 olmasiyla gelisir. O halde, z, noktasi
D dairesinin disinda olmak zorundadir. Boylece, ) de Re p(z)>0 olur. Yani her

a € R i¢in f fonksiyonu D de yildizildir.

(i) a>1 oldugunu kabul edelim. ReJ(a, f(z))>0 oldugundan, yukarida verilen

ispatin ilk kismindan
Re[a ¢(2)] 2 (@ ~1)Re[ p(2)] > 0
elde edilir. Boylece o >1 i¢in f fonksiyonu ) de konvekstir.

(ili) a<-1 olsun. z=1/{ donigimi ile D de g(&)=1/f(1/¢) fonksiyonunu

tanimlayalim. | [> 1 igin,

Re{(l+ LS ACOILLS "(;)} >0 (4.16)
g(&) g'(&)

bulunur. f fonksiyonu yalinkat ve yildizil oldugundan, g fonksiyonu da yalinkat ve

yildizildir. 1+« <0 igin (4.16) esitsizliginden

Re{“é”g"(?)}w
g'(©)

elde edilir. Boylece g(¢) fonksiyonu a < -1 i¢in konvekstir. m
Asagida a —konveks fonksiyonlara ait bazi temel sonuglar verilecektir.

4.2.3 Teorem. 0 <«a/pf <1 Ozelligindeki her a,f eR sayilarn icin f—-K ca—-K
dir.

Ispat. fea—-K olsun. zeD icin p(z)=zf'(z)/ f(z) olarak tammlamrsa, p

fonksiyonu D de analitik, p(0) =1 ve Re J(«, f;z) > 0 sarti
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Re{p(z)+a zp'(z)} :Rep(z)+aReZp,(Z) >0
p(z) r(2)

esitsizligine doniisiir. Bu ifade daha kisa olarak,
A+aB>0 (4.17)

bi¢iminde yazilirsa, her z, sabit noktasi i¢cin « ya gore bir dogru denklemi gosterir.

4.2.2 Teoreminin ispatt geregi, 4 >0 dir. Eger (4.17) bagintist belli « > 0 i¢in dogru
ise, 0< B <a Ozelligindeki her bir £ icin de dogrudur. Boylece, f fonksiyonu g —
konvekstir. (4.17) bagmtist « ya gore bir dogru denklemi oldugundan, « < <0
olmak tizere A ya gore de bir dogru denklemi olur. Boylece f fonksiyonu g -

konvekstir. Bu ise ispati tamamlar. m

Bu teorem ¢ sayilarinin negatif olmasi durumunda « —K sinifinin genisleyecegini «
sayilarmin pozitif olmasi durumunda ise @ — K sinifinin daralacagini gosterir. En genis

smif 0 — K = §* dir. Asagidaki sonug 4.3.1 Teoreminden elde edilebilir.
4.2.4 Sonug. (i) =1 i¢cin « — K < K dur.

(i) 0La <1 i¢in K ca—K di.

(iii) ze D i¢in I(z) = z denirse, ﬂ{a—K} ={I} dir.

a=0
Asagidaki teoremde >0 i¢in a—K ve S* siniflar1 arasindaki gegis verilmektedir.

4.2.5 Teorem. z€ D ve a >0 olsun. Eger f e a - K ise,

z2f'(2) ] o
F(z)= f(z) —/———= S
()f(){ﬂz)}e

dir. Tersine, F e S* ise
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)= {é IOZ [F(?]l/a dg} .

=1 olacak sckilde

z=0

zf'(z)T

dir. Burada F(z) kuvvet fonksiyonunun dali { T
z

secilmistir.

Ispat. F fonksiyonunun logaritmik tiirevi z € ) igin,

F@o_fe.,, (f(z) + Zf”(Z)j_ /'(2)
F(z) f(2) zf'(2) f(2)

olur. Buradan

2 PN A€} +0{(1 +MJ (4.18)
F(2) () 1@

bulunur. Béylece f € a — K olmasi, F' € S” olmasin gerektirir.
Tersine, F(z)= f(2)[z f'(2)/ f(2)]* esitliginden f(z) g¢ekilecek olursa, & # 0 igin

zf'(2)

Fl/a la
(2)=/""(2) =~ e

olur. Buradan,

l-a

F”a() [ @f (@=daf"(2)

diferansiyel denklemi bulunur. Bu ifadenin her iki yaninin O dan z ye integrali alinirsa,

f(2)= [ [ [F)] adg} (4.19)

elde edilir. (4.18) bagintisindan f € o — K oldugu goriiliir. m
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k(z)=z/(1-z)* Koebe fonksiyonunun §* sinifi i¢in ekstramal fonksiyon oldugu goz

Oniine alinirsa, (4.19) bagintisindan,

K@= {1 l §<1§ :) ‘4

fonksiyonu da o — K simifi icin bir ekstramal fonksiyon olup, adina « — konveks Koebe

fonksiyonu denir.

a— K, a>0, sinifina ait fonksiyonlar i¢in Miller (1973)’e ait biiyiime sonucu asagida

verilmigtir.
4.2.6 Teorem. >0 ve fea—-K ise, z=re igin
k(=r,a)<| f(2) |< k(r, ) (4.20)

dir. Burada her iki esitsizlik de kesindir.

Ispat. Once z=r alalim. Genel durumda ise, |7|=1 olmak {izere, f(57z)/n

fonksiyonunu incelemek yeterlidir. Teorem 4.2.5 den F € S™ ve z €D igin,

f(2)= [ J :}

fonksiyonu « — konvekstir. z=r konumu yapilip, 0 dan r ye pozitif reel eksen

boyunca integral alinirsa, £ = pe”’ igin
1 - F la a
1) = [_ e, p}
a P

olur. F €S" oldugundan,

P F(p)c—F 421
@+ o) | F(p)| -y (4.21)

yazilabilir. Bu esitsizlikten faydalanarak
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[/ ()] Sijor PO (1= py e gy
a

bulunur. p=ru degisken doniisiimii ile,

1
a

| () |< r{ jol /o (l—ru)_Z/“duT — k(at,r)

olur.

(4.20) esitsizligin sol tarafin1 gostermek igin orijini f(z) = Re’” noktasina birlestiren I’
dogrusunu goz oniine alalim. f yildizil oldugundan, I' dogrusu DD de orijini z =e"

noktasina birlestiren bir ¥ Jordan yaymn resmidir. ¥ yaymin {f(z)}"'* fonksiyonu

altindaki goriintiisii orijin baslangicl dogru parcalarindan ibarettir. Her birinin uzunlugu

dLf(H1""

i |d¢|

R | )= jy‘

dir. f € @—K oldugundan, 4.2.5 Teoremi geregi

dlf (1" _ 1 [F(1"™"

1
dg a ¢

dir. p=|¢| i¢in (2.10) dan

R L ‘[F(;)]”“
a’r 4

1 ) a
[dg 12— [ p (1 p) 7 |dg

1 " a)— -2/a
Z_J' p(l/ )l(l-l-p) 2/ dp
a

0

ve p=ru donisimi ile | f(z)|=2—k(a,—r) esitsizligine ulasiriz. (4.20) bagintisinin

esitlik hali k(e,z) fonksiyonunda z yerine —r ve r alarak elde edilir. m

4.2.6 Teoreminde « 'nin 6zel degerleri i¢in ilging sonuglar elde edilir.
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4.2.7 Aciklama f e —K ve z = re'’ olsun.

(1) a =1 i¢in
r r
—<|f@)|s—
1+~ 1-r

(1) o =2 i¢in

1+\/;J2

[arctan/r ]* S|f(z)|£%log(l_\/;

(iil) a > 2 i¢in

1 ¢r o) e « 1 et . o a
a a

bulunur.

4.2.8 Teorem. =1 olmak lizere, f ea—K ise |z|=r (0<r<1) i¢in,

%k(—na)ﬁ|f’(2)|ﬁ %k(r,a)

dir.

Ispat. 4.2.5 Teoreminden

[F@) " f(=) [

/@)= 7]

bulunur. (4.21) ve 4.2.6 Teoreminden 0 <7 <1 ve | z |= r igin,

f,(z)| < %[(1 _rr)2 :| [k(a, r)]l—(l/a)
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1 1 or N ot a-1
_ {_J‘ ,0(1/ )1(1_p) 2/ dp}
a

Vl—(l/a)(l_r)Z/a 0

0
= —k ,
. (a,r)

elde edilir. Esitsizligin sol tarafi benzer sekilde gosterilir. m

4.3 Alfa Spiral Fonksiyonlar

4.3.1 Tanim. D de analitik f(z)=z+ Zanz” fonksiyonu ve |« |< 7 /2 Ozelligindeki

n=2

a sayisl igin,

Re(ei“ Mj >0 (4.22)
f(2)

esitsizligini sagliyorsa, f fonksiyonuna D de « — spiral fonksiyon denir. a — spiral

fonksiyonlarin sinifi SP(«) ile gosterilir.

Asagidaki iki sonug Spacek (1932)’e ait olup, SP(«) sinifina ait fonksiyonlarin integral

temsilini yalinkatligini verir.

4.3.2 Teorem. p € P olmak iizere f e SP(c) olmasi i¢in gerek ve yeter sart,
f(z)=zexp {e-"“ cosct %dg} (4.23)
0

olmasidir.

Ispat. f € SP(a) olsun. Bu takdirde z = 0 noktasi civarinda

¢« 2@ _ osqrising + db,z" (4.24)
f(Z) n=l
olur. (4.22) bagintis1 geregi cosa >0 ve bdylece |« |< 7 /2 elde edilir. Eger o = +7/2

ise f(z) =z olur. Buyiizden |« |< 7 /2 olarak alinacak. (4.24) ifadesinden
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1 i f'(Z) e _ e .
cosa {e i f(2) lSlna} =l ZP"Z =p(2) (4.25)

n=1
yazilabilir. Buradan, f fonksiyonunun (4.23) bagintisin1 sagladigi goriiliir. ®

(4.25) de verilen p fonksiyonu p(z)=(1+z)/(1-z) olarak alinirsa, s=e " cosa

olmak tizere, /' fonksiyonu

z

T =q

(4.26)

bulunur. Bu fonksiyona « — spiral Koebe fonksiyonu denir.

4.3.3 Teorem. f € SP(x) ise, f fonksiyonu D de yalinkattir.

Ispat. 7 fonksiyonunun I de yalinkat olmadigini kabul edelim. Bu takdirde, belli bir
|z |=r<1 ¢emberi iizerinde f fonksiyonu farkli iki noktada ayni degeri alir. O halde,
t,#t, (mod2r) acilart ve re(0,1) sabit sayist icin f(re”)= f(re™) olsun. f
fonksiyonu sadece z=0 da bir sifira sahip oldugundan, Aarg f(C,)=2z dir.
0<t <t,<27 olarak almrsa, t,<@<t, Ozelligindeki 6 sayilart icin z=re”
noktalarinin f altindaki goriintiisii olan I' basit kapali bir egri olup orijini ¢evrelemez.
Boylece, logw =log f(z) fonksiyonu I'  iizerinde tek  degerli ve

log f(re") =log f(re) dir. O halde, z = re” igin

Szt @),
v f(z) d@ n o f(2)

0= iélog f(z)dz =

elde edilir. Halbuki, (4.22) esitsizliginden integrali alinan fonksiyonun degeri, orijinden
gecen bir dogrunun bir tarafinda kalan yari diizlem ic¢inde kalir. Boylece integralin

degeri sifir olamaz. O halde f fonksiyonu yalinkattir. ®

Zamorski (1960)’ye ait olan asagidaki sonug, SP(«) sinifina ait fonksiyonlarin katsay1

bagintisini verir.
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4.3.4 Teorem. f e SP(a) ise, f(z)=z+ Y a,z" igin

n=2

= k+2s— 1| 1 1/2
la, |s];[ A = —1)'1;[((k 1)? + 4k cos® @) 4.27)

dir. Esitsizlik » >2 i¢in kesin olup, esitlik (4.26) da verilen f fonksiyonu ve onun

rotasyonlari i¢in gegerlidir.

Ispat. /€ SP(a) olsun.

I(z)=¢" cosa_[p(é(z/)ldé’

olmak iizere, 4.3.2 Teoremi geregi f(z)=ze'” bigminde yazilabilir. s = ¢ cos igin

f'(2)=e" T +s(p(z)-1]

\

L@ _ze O+ s(p(z)=1]

e T =1+s(p(z)-D+-- (4.28)
olur. p e P oldugundan,
_1+5(2) 1o 2b(2)
PE)=1—, o p)-l=1— o

olacak sekilde Schwarz lemmasinin sartlarii saglayan bir b(z) fonksiyonu vardir.

(4.28) bagintis1 kullanilarak,

zf'(2)= f(2)=b()2s =D f(2)+z ['(2)]

bulunur. Eger b(z) = Zozzlbkzk ise,

(ibkzk j[i(k + 25 — l)aksz = i(k ~1a,z'
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yazilabilir. Buradan,

(ibkzkj(ni(k +2s —l)akzk] = Zn:(k ~1)a,z* —(ibkzkj( i(k +25— l)akzkj

k=1 k=1 k=1 k=n+1

=Y (k-1)a, z" + ZCkzk
k=1

k=n+1

olur. Burada, ¢, katsayilarma ihtiya¢ olmadigindan agik¢a yazilmadi. z = re’” konumu

yapilip @ iizerinden integral ve » — 1 i¢in limit alinirsa,

2

n—1 27 | p—-1
Slk+2s-11a, |22Lj > (k+2s-1)a,z"| d6
k=1 272'0 1
177 kz 2
25! Z(k+2s—1)akz |b(z) | dO

2

do

- _Zj b(z)ni (k+2s-1)a,z"

2
do

n+l

27 | n 0
> L J Z(k ~Da,z" + chzk
0 1

n—1 0

22(k+2s—1)|ak > z* +Z|ck &
1

n+l
n
>3 (k=1 |a, [
k=1

olur. Boylece,

n n—1

D k=17 [a, <Y [k+2s-1F|a, [,
k=1

k=1

n—1
(n=17|a, <Y | k+2s=1F|a, [

k=1
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veya

4cos a
la, < = Zk|ak| (4.29)

bulunur. a, =1 oldugu dikkate alinirsa, bu esitsizlikten

|a, |[<2cosa  ve |a, |=cosa(l+8cos’a)"?

elde edilir. Bu sinirlar teoremde ifade edilen smirlardir. (4.27) bagmtisin1 gdstermek

icin tiimevarim metodu kullanilacak. (4.27) bagmtist m, (m = 2,3,...,n—1) icin dogru,

yani

- k+2s 1]
H

k=1

olsun. (4.29) geregi m =n—1 igin,

n-1 1N\? 2 n=2 k-1
" |2SH(|k+2s 1|j _ 4cos APIR [|]+2S 1|J (4.30)
k=1 k (n—-2) =2 =l

Jj=

elde edilir. a, i¢in (4.29) bagintis1 ve tiimevarim hipotezinden,

a P< é(lcos 0{ +”Z:k (\]+2s 1|j} égcos)?( )1;[(|k+2;—1|J

k=1

olur. (4.30) bagintis1 kullanilarak,

=27 (k251|408 & (L k+25-1])
o P H( { JH( k ]

n—1 )33

j 2(|k+2s—1|j (n—2)* +4(n—1)cos’ @
(n-1)°

k=1
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bulunur. & =n—-1 oldugunda sag taraftaki ikinci carpan [(k —1)*> +4kcos’ a]/k* olur.
Boylece (4.27) bagintis1 elde edilir. Sinirlarin kesinligini gdrmek i¢in « € (-7 /2,7/2)
olmak tlizere F(z)=z/(1-z)” € SP(a) fonksiyonunu dikkate almak yeterlidir.

Gergekten,

o n-1 _
F@) ==z [
(1-2) n=2 k=1 k

dir. =
4.4 Gama Yildizil Fonksiyonlar

Bu kisimda, ilk olarak Lewandowski, S. Miller ve Zlotkiewicz (1974) tarafindan

tanimlanan gama-yildizil fonksiyonlarin sinifi iizerinde kisaca durulacak.

4.4.1 Tammm. D dairesinde analitik f(z)=z+ Z::Z a,z" fonksiyonu, her z e - {0}

icin f(z)#0, f'(z)#0 ve (1 + Zf’((z))J # ( sartlarin1 saglasin. y € R olmak {izere,
z

AN ETRON
Re(f(z).7)=Rel| 22| [142L ) 159 431
SUE ehf@J (+f@j}> @

ise, f fonksiyonuna gama-yildizil denir ve bu fonksiyonlarm siifi y —S™ ile gosterilir.

Ayrica, (4.31) esitsizligi yerine

_ 2f'2) '@ 7
q 7/)arg( 1 )+7arg(1+ e )‘< 5 (4.32)

esitsizligi de alinabilir. Eger y =0 ise, 0—-S"=S8" ve y =1 ise, 1-S" =CC dir. Bu

sinif ileride incelenecektir.

4.4.2 Teorem. y € R olmak iizere, y —S* < S~ dir.

Ispat. zeD icin fey—S" olsun. w fonksiyonunu
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1+ w(z) _ zf'(2)
I-w(z)  f(2)

(4.33)

biciminde tanimlayalim. Buna gore, w(0)=0 ve w(z)#F1 olup, w meromorf bir

fonksiyondur. zel) icin R(z)>0 olmak iizere w(z)=R(z)e”” olsun. z, €D

noktasini
max{| w(z) [ z|<| z, | } =l w(z,) = 1 (4.34)
olacak bigimde secelim. Boylece z =re" igin, % =0,
w'(z) _ R'(2) rig(z)= 1 1 OR(z) +l 0@(z2)
w(z) R(z) zR(z) 060 =z 06

ve buradan

zw'(z) _04(z) i OR(z)
wz) 00 R 00

elde edilir. z=z, igin bu durum, [z,w'(z,)/w(z,)]=0é(z,)/08 olup, z,w'(z,)/ W(z,)
bir reel sayidir. Eger 0¢(z,)/00<0 ise w(z), z, noktasinda yerel yalinkat olur. Bu

durum (4.34) ifadesini celiskiye gotiiriir. O halde, d¢(z,)/06 >0 olmalidir. Yani,

w(z,)
el (4.35)

dir. |[w(z,) =1 ve w(z,) #F1 oldugundan S # 0 reel sayisi igin,

14+w(z,) _;

e (4.36)

dir. Ayrica (4.31) ve (4.33) bagintilarindan,

Re I(f(z),y)zRe[(”W@jly(1+w(z>+zw’(z))( Wz | w() ﬂm

1-w(z) 1-w(z2) w(z) \1+w(z) 1-w(z)
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olur. Burada (4.35) ve (4.36) esitlikleri kullanilirsa,
1 4
Relrap)-re| ) {0+ (=} 0

elde edilir. 4=+ a(,B +1/ ,B)/ 2 denirse, Su >0 olur. Boylece,
Re (/(z,),7)=Re[(B) (ui) 1=Re(| B|7| ] )=0

bulunur. f € y—S" oldugundan bu durum miimkiin degildir. O halde, ) dairesinde

| w(z) |< 1 olmak zorundadir. Dolayisiyla f(z) € S™ dir. m
4.4.3 Teorem. 0<6 <y veya y<o6<0ise, y—S " cd-S" dir.

Ispat. 6 =0 durumu o6nceki teoremde gosterildi. Simdi 0 < & < 7 olmasi durumunda

teoremin dogrulugunu gosterelim. f € ¥ — S~ olsun. Bu durumda

e

olacak bi¢imde bir p € P fonksiyonu vardir. 4.4.2 Teoremi geregi, f €S oldugundan,

z&: z 4.38
) q(2) (4.38)

olacak bigimde bir g € P fonksiyonu vardir. (4.37) esitliginin 6/y ve (4.38) esitliginin

de 1-(0/y) kuvveti alinip taraf tarafa carpilirsa,

ETAC) Y A(C)) IR
(f(Z)j (H ff(Z)J =[p(2)]""[q(2)] """ =T(2) (4.39)

olur. p ve g fonksiyonlar1 P sinifina ait oldugundan, 2.4.2 Teoremi geregi [' € P dir.

Bu ise, teoremin ispatini tamamlar. ®
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4.4.4 Tanim. [) dairesinde analitik f(z)= Z+Zj=2anz” fonksiyonu, her ze€D i¢in

EAC] #0, f'(z)#0 ve 1+% # 0 sartlarini saglasin. A4, u € R olmak tizere,
z z

Re (MJ (1+Mj >0 (4.40)
f(2) f'(z)
ise, f fonksiyonuna S*(u,A) sinifina aittir denir.

Ozel olarak, S*(1,0)=S", S*(0))=K ve y€R igin S*(1—y,y)=y—-S" dir. (4.40)

bagintis1 yerine

T
<= 4.41
5 (4.41)

Y7, arg(—zj{(g)] +A arg(l + —ZJ{'(S)j

bagintis1 da alinabilir.

4.4.5 Teorem. L={(u,A):4n+1< u+A<4n+3,neZ}o{(u,0):|u|=1}
U{(0,4):]4|=1} olmak lizere (u,A) € L ise

S*(u,A)cS* (4.42)

dir (Miller 1976).

Asagidaki teorem 4.4.5 Teoreminin daha genel halini vermektedir.

4.4.6 Teorem. 0<7<1 ve (u,A)eL ise, S"(u,A) = S [(u—1)t+1,A¢] dir.

Ispat. feS"(u,A) ise, zeD igin

SRS s

olacak sekilde p € P vardir. 4.4.5 Teoremi geregi,
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EANC 4.44
© q(2) (4.44)

dir. (4.43) bagintisinin #. kuvveti ile (4.44) bagintisinin (1—¢). kuvveti taraf tarafa

carpilirsa,

M (u=1)t+l Zf”(z) y i t o
( f(2) j (1+ 1'(2) ] =[p(D][q(2)] " =r(2)

bulunur. r(z) fonksiyonunun veriliginden,
largr(z) |<t | arg p(z) [ +(1-0) | argq(2) | <1 T+ (-0 =5
elde edilir. Boylece, r(0)=1 ve Rer(z)>0 olur. Bu ise, feS [(u—-1)t+1,1¢]

oldugunu gosterir. H

4.4.7 Sonug. 0<¢<1 ve (u,A)eL ise,
(1) 0<5<A veya 1<6<0 ve (LA)eL ise S°(1,4) = S*(1,6) dir.

(ii)) 0< 6 <A veya A<5<0 ise, her A reel sayisi igin, S"(1-4,4) c S*(1-5,6) = §°
dir.

4.5 Simetrik Noktalara Gore Yildizil Fonksiyonlar

Bu kisimda, ilk olarak Sakaguchi (1958) tarafindan tanimlanan ve Stankiewicz (1965)
tarafindan gelistirilen, simetrik noktalara gore yildizil fonksiyonlarin smifi tanimlanip

bu sinifin 6zellikleri incelenecek.

4.5.1 Tammm. D dairesinde

Rel— 2@ L (4.45)
f(2)-f(=2) '
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n

sartin1 saglayan f(z)= Z+Zf=2 a,z" fonksiyonuna simetrik noktalara gére yildizil

fonksiyon denir. Bu fonksiyonlarin olusturdugu smmif S™ ile gosterilir.

feS™" ise g(z)=—f(-z) ile tanimlanan g(z) fonksiyonu da S™ sinifina aittir. (4.45)

bagintis1 geregi,

2z f'(2)

LTS - 4.46
Fo—fn PP (1:46)

olacak sekilde bir p € P fonksiyonu vardir. (4.46) bagintisinda z yerine — z yazilirsa,

2:/'(2) _ 22g'(2)
f@-f(=2)  g2)-g(-2)

= p(-2) (4.47)

elde edilir. (4.46) ve (4.47) bagintilart birlikte disinilirse, hA=(f+g)/2
fonksiyonunun yildizil oldugu goriiliir. ¢(z) = J.OZQ’ Th(&)d¢ fonksiyonu 1D dairesinde

normalize edilmis yalinkat bir fonksiyondur. (4.46) esitliginden ¢(z) fonksiyonu igin
Re{f'(z)/@'(z)} >0 esitsizligi saglanir. Bu durum, simetrik noktalara gore yildizil

fonksiyonlarin sinifinin, konvekse yakin fonksiyonlarin sinifinin bir alt sinifi oldugunu

gosterir.

4.5.2 Teorem. f €S™ olmasi i¢in gerek ve yeter sart

z 1 _
f@) =], P iexo_ [T 1P)+ p(-0)=20¢ 7S b (4.48)
olacak sekilde bir p € P fonksiyonunun mevcut olmasidir (Stankiewicz 1965).
Ispat. f €S™ ise, (4.46) ve (4.47) bagmntilarindan, f'(z)/ f'(~z) = p(z)/ p(-z) ve

Fien - PED @) 4.4
p(z)
bulunur. Boylece (4.46) esitliginden — f(—z)=[2z f'(z)— f(z) p(2)]/ p(z) elde edilir.

Bu esitligin her iki yaninin tiirevi alinirsa,
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_22p(2) ["(2)+2p (2).f(2) = 22p'(2) /' (2) - P*(2)."(2) (4.50)

f=2) [P(2)T

esitligi elde edilir. (4.49) ve (4.50) esitliklerinden

-2 )
1= * e 190

bulunur. Gerekli hesaplamalar sonucunda (4.48) esitligi elde edilir.

Tersine, f fonksiyonunun (4.48) bagintisin1 sagladigini kabul edelim. (4.48)

esitliginden
@)= pexp| [ a)ds | (451)

elde edilir. Boylece, I dairesinde f'(z) # 0 dir. Ayrica
= pemexs [ g Jdu (452)
dir. (4.48) ve (4.52) birlikte diisiiniiliirse
f@=1E=[ 1)+ PO exp [ a¢)de fdu (4.53)

elde edilir. (4.51) ve (4.53) den f(z)— f(-z)=2z f'(z)/ p(z) bulunur. Dolayisiyla f

fonksiyonu S™ sinifina aittir.

4.5.3. Teorem. f (z):z+Z::J:2 a,z" fonksiyonu |z|<1 igin yalinkat ve simetrik

noktalara gore yildizil olsun. Bu takdirde n > 2 igin,
la,|<1
dir. Esitlik |77 |=1 olmak lizere f(z)=z/(1+nz) fonksiyonu i¢in gegerlidir.

Ispat. (4.46) esitsizliginden,

89



z f'(2) — l+z
f@)-f(=2) 21-2)

yazilabilir. Diger yandan, |z |<1 i¢in f(z)— f(—z) ifadesi tek fonksiyon ve orijine
gore  yildizil  oldugundan,  f(z)— f(-z)<<2z/(1-z*)  bulunur. Buradan

z f'(z) << z/(1-z)* elde edilir. Bu ise, ispat: tamamlar. B

4.6 Kompleks Mertebeden Yildizil Fonksiyonlar

Bu kisimda Nasr (1977) ve Aouf (1988) tarafindan tanimlanan kompleks mertebeden

yildizil fonksiyonlarin sinifi ve 6zellikleri tizerinde durulacaktir.

4.6.1 Tamm. b =0 ve b e C olsun. [D dairesinde f(z)/z#0 ve

Re{l + l(L'(Z) - 1)} >0 (4.54)

sartlarin1 saglayan f(z) analitik fonksiyonuna (1—b). mertebeden yildizil fonksiyon
denir. Boyle fonksiyonlarm smfi S*(1-5) ile gosterilir. =1 igin, S7(0)=S" ve

0<a <1 olmak iizere, b=1—« i¢in S"(a) smufi elde edilir.

4.6.1 Tanimy; “ f € S"(1-b) olmasi i¢in gerek ve yeter sart,

G _,

@ [p(z)-1]+1 (4.55)

olacak bicimde bir p € P fonksiyonunun mevcut olmasidir” bicimde de ifade edilebilir.

(4.55) esitligi ve reel kismu pozitif fonksiyonlar i¢in verilen Herlogz temsilinden

faydalanarak, asagidaki teoremin ispati kolayca elde edilir.

4.6.2 Teorem. f € S"(1—b) olmasi i¢in gerek ve yeter sart,

f(2)= zexp{ j:” —2blog(1—ze‘”)dy(t)} (4.56)
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olacak bigimde [ “du()=1, [ “(1+z¢™)/(1~ze™")du(r)=p(z) € P esitliklerini

gercekleyen azalmayan bir p(¢) fonksiyonu var olmasidir.

4.6.2 Teoremi ve S siifindaki fonksiyonlar i¢in temsil teoreminden asagidaki sonug

elde edilebilir.

4.6.3 Sonu¢. feS'(1-b) olmast icin gerek ve yeter sart, zel) igin,

f(2)=zg(z)/z]" olacak sekilde bir g € S* fonksiyonunun var olmasidir.

4.6.4 Teorem. Reb >0 olmak iizere n=23,... i¢in, f(z)=z+) " a,z" €S"(1-b)

ise,

la, |< " _1)'H|2b+m| (4.57)

dir. Esitlik,

&= ={z+i H(%*’"jz”} (4.58)

fonksiyonu igin saglanir.

Ispat. ' eS"(1-D) ise,

{2bz+z::2 (2b+k—1)akzk}w(z) = (k=Da,z" +Zf:n+1 d,z*

olacak sekilde Schwarz lemmasini saglayan w(z) analitik fonksiyonu vardir. | w(z)|<1

oldugundan,

2bz+> " (2b+k—-1a,z" (4.59)
k=2 k

= ‘ZZ:Z (k_l)aka +Z::n+l d Zk

bulunur. (4.59) esitsizliginin her iki yaninin karesi alinip, |z |= 7 <1 ¢evresi ilizerinden

integrali hesaplanir ve » — 1 i¢in limiti alinirsa,
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n—1
(n=17|a, <26 +D [12b+k—1]" =(k=1)*1| a, |’ (4.60)
k=2

esitsizligi elde edilir. Reb >0 oldugundan, |a, |<2|b|, |a;|<|2b||2b+1|/2! ve

tiimevarimla, n =2.3,... icin (4.57) esitsizligi elde edilir. ®

4.6.5 Tamm. b =0 ve b e C olsun. D dairesinde g'(z) =0 ve

Re{l+lw} >0 (4.61)
b f(z)

sartlarini saglayan f analitik fonksiyonuna b. mertebeden konveks fonksiyon denir. Bu

fonksiyonlarin sinifi C(b) ile gosterilir.

4.6.1 Tanmm ve 4.6.5 Tanimindan, f e C(b) olmas1 icin gerek ve yeter sart

z f"e S"(1-b) oldugu goriilebilir.
4.7 C4(y) Simfi

4.71 Tanmm. 0< <1 ve —7/2<y <m/2 olmak iizere, ze€ D i¢in

Ree”(l +%} > B (4.62)

olacak bigimde f, y sayilari varsa, f fonksiyonuna C, (y) smifina aittir denir. y =0

igin C, (0) siifi B mertebeden konveks fonksiyonlarin K (/) simifini verir. f=0 i¢in

z f'(z) fonksiyonu y —spiral fonksiyonlarin sinifina aittir.

4.7.2 Teorem. C,(y) simfinin konvekslik yarigapi,

((cosy — B)++/f> +sin’ y)™ (4.63)
dir.

Ispat. 4.7.1 Tanimindan
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zf"(2)
(@

1+ =e "[(cosy — B)p(z)+isiny + B] (4.64)

olacak sekilde bir pe P vardir. p(z)=u(z)+iv(z) denirse, (4.64) esitliginin sag

tarafinin reel kisma,
(cosy — B)[u(z)cosy +v(z)siny]+sin’ y + Bcosy
bulunur. Robertson (1965) u(z)+iv(z) € P ise,

2 —_—
u(Z)COS}/+v(Z)8in7 > (1+ | Z| )COS]/ 2 | Z|

I-|z [’
oldugunu gostermistir. Bundan faydalanarak,
Re(l +%) >[1+|z|(2B-2cosy)+|z|* (cos’ y—sin® y =2 Bcos )|[1-| z|*T"
z

elde edilir. Esitsizligin sag tarafi | z|<((cosy — B) ++/ S +sin’ y) " i¢in pozitiftir. ®

4.7.3 Teorem. —7/2<y—o<7z/2, 0< p<1 olmak iizere & = pe'” olsun. f €Cy(y)

olmasi i¢in gerek ve yeter sart o =cos(y —o)— pcosy+o f ve zeD igin

[, =] (f(¢)d¢ eCyy-0) (4.65)
olmasidir.

Ispat. £ (z) fonksiyonunun birinci ve ikinci tiirevleri f!(z)=(f"(2))",

f(z)=a(f'(2)*" f"(z) dir. Buradan,

]+zﬁK@:a@+zf%ﬂ

1— 4.66
1) f«@j+( “ (360

elde ederiz. a = pe'” alinirsa,

93



e Zf”(z)J ( zf“(z)j T
1 2 =e”|1 1-
p(+f;(z) e S )

veya

Re{e’”"”)(l + %H pRe[e”[l + ]]:,(,())ﬂ +cos(y —o)— pcosy
(z

elde edilir. /€ C(y) oldugundan, son esitlik

pRe{e’7(1+ ]{’(’())H+cos(7—0)—pcosy2pﬂ+cos(y—a)—pcosy=5

olur. 4.7.1 Tanimi geregi f, € Cs(y — o) bulunur. (4.66) bagintisindan,

+M:l(l+zf!(z)J_l—a
f@) «a f2(2) a

bulunur. f € Cs5(y — o) oldugundan,

S ST

yazilabilir. Bu ise, f € C(y) olmasi demektir. m

4.7.4 Sonu¢. o reel bir say1 olsun. Bu takdirde, f € K olmasi igin gerek ve yeter sart

/., € K(1-a) olmasidir.
Ispat. 4.7.3 Teoreminde o =y = f=0 ve p=a almirsa, istenilen sonug elde edilir. ®
4.7.5 Sonug. [ € K(f) olmasi i¢in gerek ve yeter sart f, € K(1—-a(1—- f)) olmasidir.

Ispat. 4.7.3 Teoreminde o =y =0 ve p=a almirsa, istenilen sonug elde edilir. ®

94



4.8 Konvekse Yakin Fonksiyonlar

Bu kisimda konveks fonksiyonlarla dolayli olarak ilgili olan konvekse yakin
fonksiyonlarin sinifi tanimlanip, bu siifin bilinen 6zellikleri tizerinde durulacaktir. Bu
smifi tanimlamadan 6nce Noshiro ve Warchawski (1935) tarafindan verilen bir

yalinkatlik kriterini verelim.

4.8.1 Yardimc1 Teorem. D, C de konveks bir bolge olsun. f e 4(D) fonksiyonu D

bolgesinde Re f'(z) > 0 sartin1 sagliyorsa, f fonksiyonu D bolgesinde yalinkattir.

Ispat. z, # z, olacak sekilde z,,z, €D ve ¥, D de z, ve z, noktalarm birlestiren
dogru pargasi olsun. Bu durumda y yolu z(¥)=(1-1)z, +1z,, 0<¢<1, parametrik

denklemi ile verilir. Her ¢ €[0,1] i¢in z(¢) € D oldugundan,

)= fE)=[ S =z =) 0

bulunur. Hipotez geregi

Zy T4

Re[M} _ I;Re[ (0]t > 0

elde edilir. Buradan f(z,)# f(z,) olup, bu ise ispati tamamlar. m

Ozaki (1935) ve Kaplan (1952), 4.8.1 Yardimci Teoremini kullanarak asagidaki
yalinkatlik kriterini elde etmislerdir.

4.8.2 Yardimcr Teorem. D, C ilizerinde bir bolge, f ve ¢ fonksiyonlar1 D
bolgesinde analitik, ¢ fonksiyonu D bolgesinde yalinkat ve (D) konveks bir bolge

olsun. Bu durumda z € D ig¢in,

Re{&} >0
¢'(2)

ise, f fonksiyonu D de yalinkattir.
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Ispat. ¢ fonksiyonu D bolgesinde yalinkat, (D) konveks bir bolge ve

Re[ /'(z)/ ¢'(z)] > 0 olsun. ¢(D) = B olmak lizere, w = ¢(z) € B i¢in

gw) = f(p™ (W)
fonksiyonunu g6z oniine alalim. Buradan ters fonksiyonun tiirevi geregi,

f'(2)
¢'(2)

g'w)=1"(g” (W) (¢7)(w) =

bulunur. Boylece Re g'(w) > 0 olup, 4.8.1 Yardinci Teoremi geregi, g B de yalinkattir.
O halde f(z) = g(¢(z)) fonksiyonuda D de yalinkattir. m

4.8.3 Tamm. f < A(D) olsun. Her z €D igin,
Re{&} >0 (4.67)
g'(2)
olacak bigimde D iizerinde tanimli g konveks fonksiyonu varsa, f fonksiyonuna I

tizerinde konvekse yakin fonksiyon denir.

4.1.6 Teoremi kullanilarak, (4.67) sarti, D iizerinde tanimli yildizil bir 4 fonksiyonu

i¢in

Re| 2L P50 (4.68)
h(z)
bigiminde verilebilir. Boylece, ) de yildizil olan bir f fonksiyonunun ayni zamanda

konvekse yakin bir fonksiyon oldugu ag¢iktir. ) de tanimli normalize edilmis konvekse
yakin fonksiyonlarin smifin1 C ile gosterelim. Buradan, K < S = C < S oldugunu

gormek zor degildir.

Reade (1955-56), konvekse yakin fonksiyonlarin katsayilarinin Bierbach tahminini

sagladigini gostermistir.
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4.8.4 Teorem. f(z)=z+a,z’ +-- fonksiyonu I) de konvekse yakin bir fonksiyon
olsun. Bu durumda, her n=23,--- i¢in, |a, |<n dir. |a, |=n esitligi f fonksiyonunun

Koebe fonksiyonu ve onun bir rotasyonu olmasi durumunda gecerlidir.

Ispat. f e C oldugundan, z €D igin

Re{ f’(z)} >0

h(z)

esitsizligini saglayan bir 4 konveks fonksiyonu vardir. Buradan Re[1/4'(0)] >0 olup,

a =arg h'(0) denirse, | |<z /2 bulunur. z €D igin,

_ h(z)=10)

g(2) 7(0)

fonksiyonunu tanimlayalim. Bu durumda, g € K ve

fl) &,
q(z) = ot Zq

a

fonksiyonunu tanimlanirsa, ¢, =e'* ve Re g(z) > 0 bulunur. Ayrica z € ) igin,

_q(z)+isina

p(2)

=1l+pz+---
cosa

olarak alinirsa, p e P ve n=1 i¢in g, = p, cosa oldugu kolayca goriiliir.
g(z)=z+c, 2+t 2"+
denirse, f'(z) ve €“g'(z)q(z) kuvvet serilerinin katsayilarii esitlersek
na, =e"[nc,e”” +(n—-1)c, .q, +(n—2)c, ,q, ++2¢,q, , +q,,]

bulunur. pe P oldugundan, n=23,. igin |p,|<2 oldugu dikkate alinirsa,

g, |<2cosax<2 olur. ge K ve n=23,... i¢in | ¢, |[<1 oldugundan,
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nla, [Kn+2(n—1)+2(n—2)++2-2+2=n"
yazilabilir. Dolayisiyla n =2,3,--- igin | a, |[<n elde edilir. m

Konvekse yakin fonksiyonlarin Kaplan (1952)’a ait geometrik karekterizasyonuna

geemeden Once teoremde kullanilacak asagidaki sonucu verelim.
4.8.5 Yardimci Teorem. v: R — R fonksiyonu # € R i¢in

v(t+2m)=v(t)+ 27 (4.69)
ve her ¢, <t, i¢in

v(t)-v(t,) <7m (4.70)
sartlarini saglasin. Bu takdirde, r € R i¢in,

w(t+27)=w(t)+2x (4.71)

ve
|w(t>—v(z)|s§ 4.72)

sartlarin1 saglayan azalmayan bir w: R — R fonksiyon vardir.

Ispat. w fonksiyonunu

w(t) = supv(s) —% (4.73)

s<t

biciminde tanimlayalim. Buna gore, w fonksiyonunun R iizerinde azalmayan bir

fonksiyon oldugu aciktir. v (¢ + 27) = v(¢) + 27 oldugundan,

w(t+2m)=supv(s+2x) —% =w(t)+2x

s<t

elde edilir. Ote yandan, s < ¢ igin v(s) < v(t)+ 7 oldugundan,
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T
w(t) <v(t)+ B

oldugu goriiliir. Ayrica (4.70) bagintisindan

W) = supv(s) = w(?) +%

yazilabilir. Son iki esitsizlik birlikte diisliniiliirse, (4.72) esitsizligi elde edilir.
Asagidaki teorem konvekse yakin fonksiyonlarin analitik temsilini verir.

4.8.6 Teorem. f fonksiyonu I dairesinde £(0)= f'(0)—1=0 sartim saglayan yerel
olarak yalinkat analitik bir fonksiyon olsun. f fonksiyonunun konvekse yakin bir
fonksiyon olmasi i¢in gerek ve yeter sart, re(0,]) i¢in z=re” olmak fizere,

0<06, -6, <2r esitsizligini saglayan her 6, ve 6, reel sayilari i¢in

[” Re{l + %} 40>z (4.74)
é z

esitsizliginin saglanmasidir.

Ispat. / konvekse yakin bir fonksiyon olsun. f'(z) ve ¢'(z) fonksiyonlarmin I de

kutbu olmadigindan 0 <7 <1 olmak iizere z = re”’ igin
p(z) =arg f'(z) ve q(z) = arg '(z)

fonksiyonlar1 tanimlanabilir. Her iki fonksiyon siirekli olup 27 periyoduna sahiptir.

Ayrica (4.66) bagintisi geregi her z €D i¢in

| P()=4(2)|< 7 (4.75)
olacak sekilde p(z) ve g(z) fonksiyonlari i¢in uygun dallar se¢ilebilir. Simdi

P(r,0) = p(re'’)+ 6 = argzf'(2) (4.76)
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\(

O(r,0) = q(re’’ )+ 0 = argz¢'(z) 4.77)

fonksiyonlarini tanimlayalim.
Q(rael) < Q(I/', 02) (478)

olur. Ciinkii arg[z,¢'(z,)], ¢(z,) da |z|=r, egrisinin resminin normal vektdriiniin
arglimentidir ve ¢(z) konveks oldugu i¢in bu normal, siirekli olarak saat yoniiniin

tersine doner. Herhangi 6,,6, ve r # 0 i¢in

P(r,0,)— P(r,0,) = p(r,0,) + 0, — p(r,0,) - 6,
=[p(r,0,)—q(r,0,)]+[q(r,0,)+ 0,
—q(r,60))=6,1-[p(r,6,)—q(r,0,)]

yazilabilir. Eger 0 <6, — 6, <2r ise, esitligin sag yanindaki ilk ve son ifadelerde (4.75)

ve ortadaki ifadede (4.78) esitsizlikleri kullanilirsa,
/4 /4
P(r,0,)—P(r,6,) >—E+O—E=—7Z (4.79)
elde edilir ve (4.76) bagintis1 geregi,

j " Re(l +re” f':(;e:qde = P(r,0,)-P(r,0)>-r  (4.80)
4 1'(re”)

bulunur. Boylece (4.66) esitsizliginin (4.74) esitsizligini gerektirdigi gdsterilmis olur.

Tersine, f fonksiyonu [) de yerel yalinkat ve (4.74) bagintisini saglasin. f
fonksiyonunun konvekse yakin oldugunu gostermeliyiz. Bunun i¢in f fonksiyonu D)
dairesinin sinir1 lizerinde de analitik ve 4.8.5 Yardimci Teoreminde v(8) = P(1,0) kabul
edelim. (4.76) ve (4.80) ifadelerinden v(89) 4.8.5 Yardimci Teoreminin sartlarini saglar.

w, 4.8.5 Yardimci Teoreminde tanimlanan fonksiyon olmak tizere,
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= (1=r)(w(»)-7)
Io T 2rcos(y —0) 2 (481)

q(r, )—
72'

fonksiyonu D de siirekli olarak sinira genisletilebilen harmonik bir fonksiyondur ve

q(1,0) = w(0) -6 dr.

L (I=r)my)
r,0)=q(r,0)+0=— d 4.82

0(.6)=4(r-6) 27le0 1-2rcos(y —0)+r’ 4 (482)
fonksiyonunu goz oniine alalim. Q(r,0) fonksiyonunun her sabit » i¢in € degiskenine

gbre monoton artan oldugunu goéstermek istiyoruz. Bunun i¢in

(1=r)(W()~7)
o(.6)~ 6)_272"‘0 1-2rcos(y —6)+r° a

yazilirsa, w(y)—y ve cos(y — &) nin periyodikligi ve degisken degisimi kullanilarak,

7 (1= My +0) -y =0) ,

or.6)-6= 270 1-2rcosy+r°
veya
(1=r*)(m(y +6) - Y4
o 0)_ -[ 1-2rcosy +r° a

elde edilir. Sonu¢ olarak &, >6, icin w(y+6,)>w(y+6,) ve integral negatif

olmadigindan,

()0 ) 0D g g
1-2rcosy +r°

or,0,)-0(r, 9)—

olur. Boylece 6Q/060 > 0 elde edilir.

Imh(z)=q(r,0) ve Reh(0)=0 oOzelliginde h(z) analitik fonksiyonu igin istenen

konveks fonksiyon,
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b(2)=[ e"dg (4.83)

biciminde verilebilir. Buna gore ¢,(0)=0 ve |¢/(0)|=|e"” |5 " |=1 dir. Boylece

uygun bir B e R i¢in ¢(z) =e ”¢,(z) olarak alinirsa, ¢'(0) =1 olur. Ayrica, z €D igin

Re(l + Z¢{{(’(ZZ))j = %arg z¢/(z) = %(6 +arge"?)

:%(m ImA(z)) :%(m q(r,0)) (4.84)

0
=—020
80Q

olur. O halde, ¢, fonksiyonu ) de konvekstir.

D dairesinin sinirinda

S @) _ g 7@ _ p19y- 00,0 4.85
oo g LO-eLO )

dir. 4.8.5 Yardime1 Teoreminde P(1,0)=v(0) ve (4.81) esitligi ile Q(1,0) = w(0)

oldugundan (4.85) ve 4.8.5 Yardimci Teorem geregi, 0D iizerinde

WA )‘
=[v(0) - W(9)|<— (4.86)
¢1( z)

bulunur. arg(f'(z)/#/(z)) harmonik fonksiyon oldugundan, (4.86) esitsizligi D da

saglanir ve D ’nin iginde ise, esitsizlik kesindir.

Son olarak, f fonksiyonu yalniz D) ’nin iginde analitik ve sinirinda analitik olmasin.
r€(0,]1) olmak iizere, (4.86) esitsizligini saglayan, D, diskinde konveks ¢, (z)
fonksiyonlarm1 g6z Oniine alalm. Bu o6zellikte olan sonsuz sayidaki ¢, (z)
fonksiyonlarindan, » — 1 iken konveks bir ¢ (z) fonksiyonuna yakinsayan bir
fonksiyon dizisi elde edilebilir. Bu @,(z) limit fonksiyonu, ID de, (4.86) esitsizligini

kesin olarak saglar. Bu ise ispat1 tamamlar. B
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4.8.6 Teoreminin ilging bir geometrik yorumu vardir. f, normalize edilmis konvekse
yakin bir fonksiyon ve 0<r<1 i¢in f(|z|=r)=T, olsun. I', egrisinin f(ré?) ve
f(reé'”™) mnoktalarindaki birim teget vektorlerini sirasiyla 7, ve T , ile gosterelim.
0<6, -6, <2r olmak iizere (4.29) bagntis1 arg T — argfl > —7 esitsizligine doniistir.
Baska bir deyigle I', egrisinin saat yoniinde bir U-doniisii yapmaz. Yani, € degeri

[0,27] lizerinde artarken teget vektorii 7 acgisina esit veya ondan daha biiyiik bir ag1 ile

geri donemez.

103



KAYNAKLAR

Alexander, J.W. 1915-16. Functions which map the interior of the unit circle upon
simple regions, Ann. of Math., 17 : 12-22.

Aouf, ML.K. 1988. On the coefficients of some classes of starlike and convex functions
of complex order, Journal of Natural Sciences and Mathematics, 28 : 107-120.

Becker, J. 1972. Lownersche differentialgleichung und quasikonform fortsetzbare
Schlichte funktionen, J. Reine Angew. Math., 255 : 23-43.

Bieberbach, L. 1916. Uber die Koeffizienten derjenigen Potenzreihen, welche eine
schlichte Abbildung des Einheitskreiss vermitteln. S. B. Preuss. Akad. Wiss., 940-955.

Branges, L. De 1985. A proof of the Bieberbach conjecture, Acta Mathematica, 154 :
137-152.

Brown, J.E. 1989. Images of discs under convex and starlike functions, Math. Z., 202 :
457-462.

Chuaqui, M. 1995. A unified approach to univalence criteria, Proc. Amer. Math. Soc.,
123 : 441-453.

Conway, J.B. 1995. Functions of One Complex Variable II, Springer-Verlag, New
York.

Dinghas, A. 1959. Uber einige Monotoniesatze in der Theorie der schlichten
Funktionen, Avhdl. Norske Vid. Akad. Oslo 1,85-295.

Duren, P.L. 1983. Univalent Functions, Springer-Verlag, New York.
Gamelin, T.W. 2001. Complex Analysis, Springer-Verlag, New Y ork.

Goluzin, G.M. 1936. On distortion theorems in the theory of conformal mappings, Mat.
Sb., 1(43) : 127-135 (in Russian).

Goodman, A.W. 1983. Univalent Functions, I-II, Mariner Publ. Co., Tampa Florida.

Graham, 1., Varolin D. 1996., Bloch constants in one and several variables, Pacif. J.
Math. 174 : 347-357.

Gronwall, T. 1916. Sur la deformation dans la represantation conforme, C.R. Acad. Sci.
Paris, 162 : 249-252.

Grunsky, H. 1933. Zwei Bemerkungen zur konformen Abbildung, Jahresber. Deutsch.
Math. Verein, 43 : 140-143.

Hallenbeck, D.J., MacGregor, T.H. 1984. Linear Problems and Convexity Techniques
in Geometric Function Theory, Pitman, Boston.

Hayman, W.K. 1953. La regularite des fonctions univalentes, C. R. Acad. Sci. Paris
237:1624-1625.

104



Hayman, W.K. 1994. Multivalent Functions (second edition), Cambridge Univ. Press.

Herlogtz, G. 1911. Uber Potenzreihen mit positivern, reelen Teil im Einheitskreis, S.B.
Sachs. Akad. Wiss. Leipzig Math. Natur. KI., 63 : 501,511.

Hummel, J.A. 1957. The coefficient regions of starlike functions, Pacif. J. Math., 7 :
1381-1389.

Jack, L.S. 1971. Functions starlike and convex of order «, J. London Math. Soc., 3 :
469-474.

Kaplan, W. 1952. Close-to-convex schlicht functions, Michigan Math. J., 1 : 169-185.

Kraus, W. 1932. Uber den Zusammenhang einiger Charakteristiken eines einfach
zusammenhangenden Bereiches mit der Kreisabbildung, Mitt. Math. Sem Giessen 21 :

1-28.

Krzyz, J. 1955. On the maximum modulus of univalent functions, Bull. Acad. Polon.
Sci., CI. 111, 3 : 203-206.

Lewandowski, Z., Miller, S., Zlotkiewicz, E. 1974. Generating functions for some
classes of univalent functions, Proc. Amer. Math. Soc. [2,4,5,6,69].

Lowner, K. 1923. Untersuchungen iiber schlichte konforme Abbildungen des
Einheitskreises, I, Math. Ann., 89 : 103-121.

Miller, S.S. 1973. Distortion properties of alpha-starlike functions, Proc. Amer. Math.
Soc.,3:311-318.

Miller, S.S. 1976. Second order differential inequalities and some applications in
univalent function theory, Notices Amer. Math. Soc. Abstract 731-30-10, p. A-100. [2]

Mocanu, P.T. 1969. Une propriete de convexite generalisee dans la theorie dee la
representation conforme, Mathematica (Cluj), 11 (34) : 127-133.

Nasr, M. 1977. On Bazilevic functions and generalized convexity, Rev. Roumaine.
Math. Pures et Appl 9,22 : 1279-1281.

Nehari, Z. 1949. The Schwarzian derivative and schlicht functions, Bull. Amer. Math.,
55 :545-551.

Nehari, Z. 1952. Conformal Mapping, Mcgraw-Hill, New York.

Nehari, Z. 1976. A property of convex conformal maps, J. Analyse Math., 30 : 390-
393.

Nehari, Z. 1979. Univalence criteria depending on the Schwarzian derivative, lllinois J.
Math., 23 : 345-351.

Nevanlinna, R. 1920. Uber die schlichten Abbildungen des Einheitskreises, Oversikt
Finska Vetenskaps-Soc. Forh., 62A : 1-14.

105



Noshiro, K. 1934-35. On the theory of schlicht functions, J. Fac. Sci. Hokkaido Univ.,
2 :129-155.

Ozaki, S. 1935. On the theory of multivalent functions, Sci. Rep. Tokyo Bunrika
Daigaku, 40 : 167-188.

Palka, B.P 1991. An Introduction to Complex Function Theory, Springer-Verlag, New
York.

Pokornyi, V.V. 1951. On some sufficient conditions for univalence, Dokl. Akad. Nauk
SSSR, 79 : 743-746 (in Russian).

Pommerenke, C. 1975. Univalent Functions, Vandenhoeck&Ruprecht, Gottingen.

Reade, M.O. 1955-56. On close to convex univalent functions, Mich. Math. J., 3 : 59-
62.

Robertson, M.S. 1936. A remark on the odd schlict functions, Bull. Amer. Math. Soc.,
42 :366-370.

Robertson, M.S. 1936. On the theory of univalent functions, Ann. Math., 37 : 374-408.

Robertson, M.S. 1965. Radii of starlikeness and close to convexity, Proc. Amer. Math.
Soc. 16 : 847-852.

Sakaguchi, K. 1959. On a certain univalent mapping, J. Math. Soc. Japan 11 : 72-75.

Sheil- Small, T. 1969. On convex univalent functions, J. London Math. Soc., 1 : 483-
492.

Spacek, L. 1932. Contribution a la theorie des fonctions univalentes, Casopis Pest.
Math., 62 : 12-19 (in Russia).

Stankiewicz, J. 1965. Some remarks on functions starlike with respect to symmetric
points, Ann. Univ. Mariae Curie-Sklodowska Sect. A19, 53-59(1970); MR 41 #5612.

Suffridge, T.J. 1970. Some remarks on convex maps of the unit disc, Duke Math. J. 37
: 775-777.

Suffridge, T.J. 1970. The principle of subordination applied to functions of several
variables, Pacif. J. Math., 33 : 241-248.

Trimble, S.Y. 1975. A coefficient inequality for konvex univalent functions, Proc.
Amer. Math Soc., 48 : 266-267.

Warschawski, S.E. 1935. On the higher derivatives at the boundary in conformal
mapping, Trans. Amer. Math. Soc., 38 : 310-340.

Zamorski, J. 1960. About the extremal spiral schlicht functions, Ann. Polon. Math., 9 :
265-273.

Zill, D.G.,Shanahan, P.D. 2003. A First Course in Complex Analysis, Jones and
Barlett Publishers.

106



OZGECMIS

Adi1 Soyadi : Hasan BAYRAM
Dogum Yeri ve Tarih : Bursa, 07.09.1989
Yabanci Dili : Ingilizce

Egitim Durumu (Kurum ve Yili)

Lise : Orhangazi Ogretmen Eyiip Topgu Anadolu
Lisesi, 2007

Lisans : Uludag Universitesi Fen Edebiyat Fakiiltesi

Matematik Boliimii, 2011

107



	1. Dış Kapak
	2. İç Kapak
	3. Tez Onay Sayfası
	4. Bilimsel Etik Bildirim Sayfası
	5-6-7-8-9 numaralı
	Bütün Bölümler (10.07.13)



