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1. ÖN BİLGİLER 

Bu bölümde, ilerleyen bölümlerde kullanılacak temel tanım ve sonuçlar üzerinde kısa 

olarak durulacaktır. Bu sonuçlarla ilgili ayrıntılı bilgiler Palka (1991) ve Conway (1995) 

de bulunabilir. 

1.1 Tanım. C  kompleks sayılar kümesi, C0z  ve 0r  olmak üzere  

}||:{),( 00 rzzzrzD  C , 

}||:{),( 00 rzzzrzD  , 

}||:{),( 00 rzzzrzD   

kümelerine sırasıyla 0z  merkezli r  yarıçaplı açık daire, kapalı daire ve çember denir. 

Kısalık olsun diye ),0( rD  dairesi rD  ile ve 1D  birim dairesi de D  ile gösterilecek. 

Ayrıca, birim dairenin dışı }1|:|{  zzD  ile gösterilecek. 

1.2 Tanım. CA  ve Az 0  için ArzD ),( 0  olacak şekilde bir 0r  sayısı varsa, 

0z  noktasına A  kümesinin bir iç noktası, A  kümesinin bütün iç noktalarının kümesine 

A  kümesinin içi denir. Eğer A  kümesinin bütün noktaları iç nokta ise, A  ya açık küme 

ve tümleyeni açık olan kümeye de kapalı küme adı verilir. Bir A  kümesini bulunduran 

kapalı kümelerin arakesitine A  kümesinin kapanışı denir ve A  ile gösterilir. Eğer 

Cz  için her ),( rzD  dairesi ile hem A  hem de A ’nın tümleyeninin arakesiti boş 

kümeden farklı ise, z  noktasına A  kümesinin bir sınır noktası denir.  

1.3 Tanım. )( nz  kompleks sayıların bir dizisi olsun. Her 0  sayısına karşılık 0nn   

özelliğindeki bütün n  doğal sayıları için ),( 0 zDzn   olacak şekilde bir 0n  doğal 

sayısı varsa, )( nz  dizisine 0z  noktasına yakınsaktır denir ve bu durum 0lim zzn
n




 veya 

0zzn   biçiminde gösterilir. 
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1.4 Teorem. Az 0  olması için gerek ve yeter şart 0lim zzn
n




 olacak şekilde A  da bir 

)( nz  dizisinin mevcut olmasıdır (Conway 1995 s: 18). 

1.5 Tanım. CA  olmak üzere CAf :  bir fonksiyon ve Az 0  olsun. Her 0  

sayısı için  

)),((]),([ 00  zfDzDAf   

olacak şekilde bir 0),( 0  z  sayısı varsa, f  fonksiyonuna 0z  noktasında 

süreklidir denir. Eğer her Az  noktası için  

)),((]),([  zfDzDAf   

olacak şekilde bir 0)(    sayısı varsa, f  fonksiyonuna A  kümesinde düzgün 

süreklidir denir. Eğer 0lim zzn
n




 özelliğinde her bir )( nz  dizisi için )()(lim 0zfzf n
n




 

ise, f  fonksiyonuna 0z  noktasında dizisel süreklidir denir. C  de dizisel süreklilik ile 

süreklilik bir birini gerektirir. 

1.6 Tanım. CA  olsun. Her Az  için  Mz ||  olacak şekilde 0M  sayısı 

varsa A  kümesine sınırlıdır denir. A  kümesinde alınan her dizinin yığılma noktası yine 

A  kümesine ait ise, A  kümesine dizisel kompakt veya kompakt denir.  

1.7 Teorem. CA  kümesinin kompakt olması için gerek ve yeter şart kapalı ve sınırlı 

olmasıdır (Palka 1991).  

1.8 Tanım. CA  herhangi bir küme, U  ve V  C  de ayrık açık iki küme olsun. Eğer 

UA , VA  ve VUA   ise A  kümesine bağlantısızdır denir. Bağlantısız 

olmayan kümeye bağlantılıdır denir. Açık ve bağlantılı bir kümeye bölge adı verilir.  

1.9 Tanım. ],[ ba  kapalı aralığının )(tz   sürekli fonksiyonu altındaki resmine C  de 

bir yol veya eğri denir. Her ],[ bat  için )(t  mevcut ve 0)(  t  ise eğriye düzgün 

eğri, ],[ ba  aralığının sonlu sayıda alt aralıklarında düzgün olan eğriye parçalı düzgün 

eğri adı verilir. Kendi kendini kesmeyen eğriye basit eğri, uç noktaları bitişik bir eğriye 
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kapalı eğri ve sadece uç noktalarında kesişen eğriye de basit kapalı eğri veya Jordan 

eğrisi denir. Jordan eğrisinin sınırladığı bölgeye Jordan bölgesi adı verilir. CB  

bölgesinde her basit kapalı eğrinin sınırladığı küme sadece B  kümesinin noktalarından 

oluşmuş ise, B  bölgesine basit bağlantılı bölge denir. 

1.10 Tanım. f  bir B  bölgesinde kompleks değişkenli bir fonksiyon ve Bz 0  olsun. 

Eğer  

0

0 )()(
lim

0 zz

zfzf
zz 




 

limiti mevcut ise, f  fonksiyonuna 0z  noktasında differansiyellenebilir veya 

türevlenebilir, limit değerine de f  fonksiyonunun 0z  noktasındaki türevi denir ve bu 

türev )( 0zf   biçiminde gösterilir. Eğer f  fonksiyonu 0z  noktasının belli bir 

komşuluğundaki bütün noktalarda diferansiyellenebiliyorsa, f  fonksiyonuna 0z  

noktasında analitiktir denir. 

1.11 Tanım. CD  açık bir küme, CDf :  ve ivuf   fonksiyonu D de birinci 

mertebeden sürekli kısmi türevlere sahip olsun. Dz 0  olmak üzere  

)()()()(
)()(

)()(
)( 0000

00

00
0 zvzuzvzu

zvzu

zvzu
zJ xyyx

yy

xx
f    (1.1) 

sayısına f  fonksiyonunun 0z  noktasındaki Jakobiyeni denir. Eğer her Dz  için 

0)( zJ f  ise, f  fonksiyonuna D  de bir diffeomorfizm, 0)( zJ f  ise f  fonksiyonuna 

D  de yön koruyan ve 0)( zJ f  ise f  ye D  de yönü ters çeviren adı verilir.  

(1.1) eşitliği ve f  fonksiyonunun kısmi türevlerinden 22 |||| zzf ffJ   ve f  

fonksiyonu analitik ise 2|)(|)( zfzJ f   olduğu görülür. 

1.12 Tanım. CD  bir bölge, CDf :  bir fonksiyon ve Dz 0  olsun. 0z  

noktasında kesişen D  de yönlendirilmiş her 1C  ve 2C  düzgün eğri çiftinin 0z  
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noktasında aralarındaki açı, )( 1Cf  ve )( 2Cf  görüntü eğrilerinin )( 0zf  noktasında 

aralarındaki açıya büyüklük olarak eşit, yön olarak aynı ise, f  fonksiyonuna 0z  

noktasında konform denir (Zill 2003 s:353). 

1.13 Teorem. f  fonksiyonu bir D  bölgesinde analitik ve Dz 0  olsun. Eğer 

0)( 0  zf  ise f  fonksiyonu 0z  noktasında konformdur (Zill 2003 s:354). 

1.14 Teorem. f  fonksiyonu bir D  bölgesinde analitik ve Dz 0  olsun. 1n  doğal 

sayısı 0)()()( 0
)1(

00   zfzfzf n  ve 0)( 0
)( zf n  olacak biçimde bir sayı ise, 

0z  da kesişen herhangi iki düzgün eğri arasındaki açıyı, )(zfw   fonksiyonu n  

çarpanı kadar büyütülür. Bu durumda, )(zfw   fonksiyonu 0z  da konform değildir 

(Zill 2003 s:355). 

1.15 Teorem. CB  bir bölge, CBf :  bir fonksiyon olsun. f  fonksiyonunun B  

de konform olması için gerek ve yeter şart f  fonksiyonunun B  de analitik ve yalınkat 

olmasıdır (Palka 1991).  

Yalınkat fonksiyon teorisinin en önemli sonuçlarından biri de Riemann dönüşüm 

teoremidir.  

1.16 Teorem (Riemann Dönüşüm Teoremi). D , C  kompleks düzleminin basit 

bağlantılı bir öz alt bölgesi olsun. D  bölgesini D  birim dairesi üzerine bire bir ve 

analitik (konform) olarak resmeden Dz 0  için 0)( 0 zf  ve 0)( 0  zf  özelliğinde bir 

tek f  fonksiyonu vardır (Palka 1991). 

Riemann dönüşüm teoremi gereği basit bağlantılı bir bölgede yalınkatlıkla ilgili bir çok 

problemi çözmek için bu bölge yerine D  birim dairesini almak uygundur. O halde 

bundan böyle çalışmalarımızı birim daire üzerinde yoğunlaştıracağız.  

Eğer D  bir Jordan bölgesi ise, Riemann dönüşüm teoremi sürekli olarak D  bölgesinin 

sınırına genişletilebilir ve genişletilmiş fonksiyon sınır eğrisini bire bir olarak birim 

çember üzerine dönüştürür. Caratheodary’ye ait olan bu sonuç aşağıda ifade edilmiştir. 
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1.17 Teorem (Caratheodary Genişleme Teoremi). D  bir   Jordan eğrisi ile sınırlanmış 

bir bölge ve f  D  bölgesini D  birim dairesi üzerine konform olarak dönüştürsün. Bu 

takdirde, f  fonksiyonu D  bölgesinden D  üzerine bir homomorfizme genişletilebilir 

(Palka 1991). 

1.18 Teorem. f  fonksiyonu D  de analitik ve D  de yalınkat olsun. Bu takdirde f  

fonksiyonu D  de yalınkattır ve D  dairesini )( Df  Jordan eğrisinin sınırladığı bölge 

üzerine konform olarak resmeder (Pommerenke 1975 s:13). 

Bu teoremin daha genel hali aşağıda verilmiştir. 

1.19 Teorem. f  bir D  Jordan bölgesinde analitik, D  üzerinde sürekli ve bire bir 

olsun. Bu takdirde, f  fonksiyonu D  bölgesini )( Df   Jordan eğrisinin sınırladığı 

bölge üzerine konform olarak resmeder (Pommerenke 1975 s:282). 

1.20 Tanım. Bir D  bölgesinde tanımlı ),( yxuu   fonksiyonu ikinci mertebeden 

sürekli kısmi türevlere sahip ve D  de 0 yyxx uuu  ise u  fonksiyonuna D  

bölgesinde harmonik denir. 

1.21 Teorem (Harmonik Fonksiyonlar için Maksimum ve Minimum Prensibi). Sabit 

olmayan reel değerli bir ),( yxu  fonksiyonu, sınırlı bir D  bölgesinde harmonik olsun. 

),( yxu  maksimum veya minimum değerini D  bölgesinin sınırında alır. 

1.22 Teorem (Schwarz Lemma). f  fonksiyonu D  birim dairesinde 0)0( f  ve 

1|)(| zf  özelliğinde analitik bir fonksiyon olsun. Bu takdirde D  dairesinde 

1|)0(| f  ve |||)(| zzf   dir. Eşitlik zezf i)(  fonksiyonu için geçerlidir. 

1.23 Teorem (Schwarz-Pick Lemma). CD:f  analitik bir fonksiyon ve her Dz  

için 1|)(| zf  olsun. Bu takdirde 

2

2

||1

|)(|1
|)(|

z

zf
zf
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dir (Gamelin 2001 s:264). 

1.24 Teorem (Helly Seçme Teoremi). )( n , ],[ ba  aralığında 0)( an  ve 1)( bn  

özelliğinde azalmayan bir fonksiyon dizisi olsun. Bu takdirde ],[ ba  aralığında 

azalmayan bir   fonksiyonuna yakınsayan )( n  dizisinin bir )(
kn  alt dizisi vardır. 

Üstelik ],[ ba  aralığında sürekli her   fonksiyonu için  

 


b

a

b

a n
k

tdttdt
k

)()()()(lim   

dir (Duren 1983). 

1.25 Teorem (Hurwitz Teoremi). D bölgesinde sıfırı olmayan analitik fonksiyonların 

bir )( nf  dizisi, D bölgesinin kompakt alt kümelerinde f  fonksiyonuna düzgün 

yakınsasın. Bu takdirde, f  fonksiyonunun D bölgesinde ya hiç sıfırı yoktur ya da f  

özdeş olarak sıfırdır (Duren 1983). 

1.26 Teorem. D bölgesinde analitik ve yalınkat fonksiyonların bir )( nf  dizisi, D 

bölgesinin kompakt alt kümelerinde f  fonksiyonuna düzgün yakınsasın. Bu takdirde 

f  fonksiyonu D bölgesinde ya yalınkattır ya da sabittir (Palka 1991). 

1.27 Tanım. Bir X  vektör uzayında }10:)1({],[  tgttfhgfL  kümesine, 

f  ve g  noktalarını birleştiren doğru parçası denir. f  ve g  noktalarına ],[ gfL  doğru 

parçasının uç noktaları, 10  t  için h  noktasına da ],[ gfL  doğru parçasının iç 

noktası adı verilir. Bir XC   alt kümesi verildiğinde her Cgf ,  için CgfL ],[  

oluyorsa C  ye konveks küme denir. Eğer C  konveks kümesindeki bir f  noktası 

herhangi bir CgfL ],[  doğru parçasının bir iç noktası değil ise, f  noktasına C  

kümesinin ekstrem noktası denir. C  kümesinin ekstrem noktalarının kümesi )(CE  ile 

gösterilir (Goodman 1983). 
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2. YALINKAT ANALİTİK FONKSİYONLAR 

Bu bölümde birim dairede yalınkat analitik fonksiyonların sınıfı ile reel kısmı pozitif 

analitik fonksiyonların sınıfı üzerinde durulacak. Bu sınıflara ait fonksiyonların kat sayı, 

distorsiyon ve büyüme özellikleri incelenecektir. Ayrıca, Alan teoremleri verilecektir. 

2.1 Yalınkat Analitik Fonksiyonlar ve Temel Özellikleri 

Bu kısımda birim dairede analitik bire bir ve normalize edilmiş fonksiyonların S  sınıfı 

tanımlanıp, bu sınıfa ait fonksiyonların özellikleri incelenecektir. 

2.1.1 Tanım. D  kompleks düzlemde bir bölge olsun. CDf :  fonksiyonu bire bir 

ise f  fonksiyonuna D  de yalınkat veya univalent fonksiyon denir. Başka bir deyişle 

Dzz 21 ,  için 21 zz   olması )()( 21 zfzf   olmasını gerektiriyorsa, f  fonksiyonu D  

de yalınkattır. Geometrik anlamı; düzlemde )(Df  görüntü bölgesinin katlı bölge 

olmaması demektir. 

Eğer f  fonksiyonu bir Dz 0  noktasının belli bir komşuluğunda yalınkat ise, f  

fonksiyonuna 0z  noktasında yerel (lokal) yalınkat denir. Analitik bir f  fonksiyonunun 

yerel olarak yalınkat olması için 0)( 0  zf  olması yeterlidir (Palka 1991). Ayrıca, D  

bölgesinde yalınkat bir fonksiyon, D  bölgesinin bütün alt bölgelerinde de yalınkattır. 

Bundan başka, bir D  bölgesinde f  fonksiyonunun yalınkat olması ile f/1  

fonksiyonunun yalınkat olması birbirini gerektirir. Bundan böyle çalışmamızda yalınkat 

fonksiyon denildiğinde yalınkat analitik fonksiyon anlaşılacaktır. 

Bu çalışmada, en az iki sınır noktasına sahip basit bağlantılı düzlemsel bir D  bölgesi 

yerine, Rieamann Dönüşüm Teoremi gereği, ona konform olarak denk olan D  açık 

birim dairesi alınacak. Bundan başka, D  de tanımlı analitik fonksiyonlar için adına 

normalleştirme denilen ve işlemleri kolaylaştıran bazı kabuller yapılacak. Bu 

kabullerden biri; D  de  2
210)( zbzbbzg  biçiminde Taylor açılımına sahip bir 

g  analitik yalınkat fonksiyonu için,  2
210 /])([)( zazbbzgzf  fonksiyonu 

da D  de analitik ve yalınkat olur. Böylece, D  de g  fonksiyonu f  biçimine getirilerek 

analitiklik ve yalınkatlık bozulmadan normalleştirilmiş olur. 
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2.1.2 Tanım. D  de analitik, yalınkat ve 01)0()0(  ff  bağıntısını sağlayan 







2

)(
n

n
n zazzf      (2.1) 

biçimindeki fonksiyona normalize edilmiş yalınkat analitik fonksiyon denir. D  de 

normalize edilmiş bütün yalınkat analitik fonksiyonların sınıfı S  ile gösterilir. 

Aşağıdaki teorem, S  sınıfının bazı elemanter dönüşümler altında değişmez kaldığını 

gösterir. 

2.1.3 Teorem. Dz  ve Sf   ise, aşağıda tanımlanan g  fonksiyonu da S  sınıfına 

aittir. 

(i)  3
3

2
2)()( zazazzfzg  eşlenik dönüşümü.  

(ii) R  olmak üzere, )()( zefezg ii   rotasyonu. 

(iii) 10  r  için, )(
1

)( rzf
r

zg   genleşmesi. 

(iv) 1||   ve 
z

z
z








1

)(  olmak üzere, 
)()||1(

)())((
)(

2 


f

fzf
zg




  disk otomorfizmi. 

(v) Zn  için, 

n

n

n
n n

z

zf
zzfzg

/1
)(

)()( 







  n. kök dönüşümü. 

(vi) wzf )(  olmak üzere, 
)(

)(
)(

zfw

zfw
zg


  atlanmış değer dönüşümü. 

(vii)  , f  fonksiyonunun değer kümesi üzerinde yalınkat ve analitik bir fonksiyon 

olmak üzere ))(()( zfzg   bileşke dönüşümü.  
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İspat. Bir fikir vermesi açısından teoremin (iv), (v) ve (vi) özellikleri ispat edilecektir. 

Diğerlerinin ispatı benzerdir.  

(iv) 
z

z
z








1

)(  fonksiyonu D  dairesini kendi üzerine konform olarak dönüştürür.

)]()||1/[(1 2  fc   denirse, )]())(([)(  fzfczg   biçiminde yazılabilir. Önce 

g  fonksiyonunun yalınkat olduğunu gösterelim. )()( 21 zgzg   ise  )())(( 1  fzf

)())(( 2  fzf   olur. f  fonksiyonu yalınkat olduğundan, )()( 21 zz    ve   yalınkat 

olduğundan, 21 zz   bulunur. Bu ise, g  fonksiyonunun yalınkat olduğunu gösterir. 

Ayrıca, 1)]0()(/[)]0()([)0(   ffg  ve 0)0( g  olduğundan, Sg   elde 

edilir.  

(v) Sf   olduğundan, g  iyi tanımlı ve D  de analitiktir.  , 1 in .n  köklerinden biri ise, 

Dz  için )()( zgzg    dir. g  fonksiyonunun yalınkat olduğunu gösterelim. 

21, zz D  için )()( 21 zgzg   olsun. Buradan, )()( 21 zgzg nn   ve )()( 21
nn zfzf   olur. 

f , D  de yalınkat olduğundan, 12 zz   olacak biçimde 1n  özelliğinde bir C  

sayısı vardır. )()( zgzg    olduğundan,  )()( 12 zgzg  )()( 21 zgzg    olur. 

Bu durumda, ya 1  veya 0)( 2 zg  dır. Eğer 1  ise, 21 zz   dir. Eğer 0)( 2 zg  

ise, 021  zz  olur. Böylece her iki durumda da g  fonksiyonu D  de yalınkattır. 

Ayrıca 0)0( g  ve 1)0( g  olduğundan Sg   elde edilir.  

(vi) )(Dfw  olduğundan, g  fonksiyonu D  de analitiktir. Üstelik, f  fonksiyonunun 

normalizasyonları sağlaması ve yalınkat olması, g  fonksiyonunun da normalizasyonları 

sağlamasını ve yalınkat olmasını gerektirir. ■ 

S  sınıfına ait en önemli fonksiyonlardan biri; Dz  için 2)1/()( zzzk   biçimindeki 

Koebe fonksiyonudur. Koebe fonksiyonu birim daireyi }4/1:{  wwC  bölgesi 

üzerine bire bir olarak dönüştürür (Şekil 2.1). 
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Şekil 2.1 )(Dk  görüntü bölgesi 

Koebe fonksiyonunun rotasyonu, 2)1/()( zezzk i
   fonksiyonu S  sınıfına ait olup, 

açık birim daireyi orijinden çıkan ışının 4/ie   den  ’a uzanan parçası hariç bütün 

kompleks düzlem üzerine bire bir olarak resmeder.  

Bundan başka, Dz  ve ]2,0(  için 






















 1
1

1

2

1
)(



 z

z
zf  fonksiyonuna 

genelleştirilmiş Koebe fonksiyonu denir ve bu fonksiyonun da S  sınıfına ait olduğunu 

görmek zor değildir.  

Ayrıca, )1/()()( 22 zzzkzf   biçiminde Koebe fonksiyonunun karekök 

fonksiyonu S  sınıfına ait olup, birim daireyi }2/1veya2/1:{  yyiyC  bölgesi 

üzerine bire bir olarak dönüştürür.  

3)1/()( zzzf   fonksiyonu D  de analitik fakat yalınkat değildir. Çünkü 

0)2/1( f  dır. Bununla birlikte bu fonksiyon 2/1D  dairesinde yalınkattır. 

Bazen birim daire yerine birim dairenin dışını almak kullanışlı olabilir. O halde 

}||1:{  wwD  bölgesi üzerinde  







2

2
21

0)(
n

n
n

w

b
w

w

b

w

b
bwwg     (2.2) 
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biçiminde tanımlı yalınkat fonksiyonların sınıfını   ile, bu sınıfa ait olup 00 w  

değerini almayan fonksiyonların sınıfını ise 0  ile gösterelim. Buna göre 0  ve   

sınıfına ait her bir fonksiyonun D  bölgesini kompakt ve bağlantılı bir bölgenin 

tümleyeni üzerine dönüştürdüğü açıktır.  

Ayrıca, S  sınıfı ile 0  sınıfı arasında yakın bir ilişki mevcuttur. Gerçekten, Sf   ise, 

 zaaazzfzg /)()/1(/1)( 3
2

22  fonksiyonu 0  sınıfına aittir. Tersine, 

0g  ise  3
1

2
0

2
0 )()/1(/1)( zcczczzgzf  fonksiyonu da S  sınıfına 

aittir. Eğer Sk   Koebe fonksiyonu göz önüne alınırsa, 

z
z

zk
zg

1
2

)/1(

1
)(   

olup, g  fonksiyonu D  bölgesini ]0,4[C  bölgesi üzerine konform olarak dönüştürür 

(Şekil 2.2). 

 

Şekil 2.2 )( Dk  görüntü bölgesi 

2.2 Alan Teoremi 

Bu kısımda amacımız adına alan teoremi denilen,   sınıfına ait fonksiyonların Laurent 

açılımının katsayılarıyla ilgili bir teoremi vermek. Gronwall (1916) tarafından 

gösterilen bu teorem,   ve S  sınıflarının elemanter özellikleriyle ilgili çalışmalarda 

önemli bir rol oynar. 
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Önce S  sınıfına ait fonksiyonlar altında kompakt dairelerin görüntü bölgesinin alanını 

vererek başlayalım. 

2.2.1 Teorem. Sf   ve }1||:{  rzzDr  olsun. Bu durumda )( rDf  sınırlı 

bölgesinin alanı  

n

n
n ranrA 2

1

2||)( 




      (2.3) 

dir. 

İspat. rDiyxz   ve )()()( zvizuzfw   olsun. )( rDf  bölgesinin alanı 

 



rr DDf

dydx
yx

vu
dvdurA

),(

),(
)(

)(
 

eşitliği ile verilir. viuf   fonksiyonu analitik olduğundan, 

|)(|
),(

),( 22 zfvu
uv

vu

vv

uu

yx

vu
xx

xx

xx

yx

yx 






 

ve  iez   için 

  
  

2

0 0

22 |)(||)(|)(
r i

D
ddefdxdyzfrA

r

   (2.4) 

olur. (2.1) bağıntısı gereği      )1(1
21 2)( nin

n
ii enaeaaef  

olduğundan, 

  ik

k
k

n
n

n

iii ecanefefef 








0

222

1

22 ||)()(|)(|  

elde edilir. Burada kc  katsayıları na  ve   ya bağlıdır. Bu ifade (2.3) de yerine yazılıp 

terim terime integrallenir ve 0k  için 0
2

0
 

 deik  olduğu göz önüne alınırsa (2.3) 

eşitliği elde edilir. ■ 



13 

 

2.2.2 Açıklama. (i) Eğer 10  r  için  MrA )(  ise ZN  olmak üzere, 

MranrS n
N

n
nN  



2

1

2||)(   

dir. ))(( rSN  monoton artan ve sınırlı bir dizi olduğundan, 1r  iken limiti mevcuttur. 

O halde, 

ManSS
N

n
nNN  

1

2||)1(   

elde edilir. )( NS  kısmi toplamlar dizisi sınırlı ve 


1

2||
n

nan  serisi yakınsak olduğundan 

N  için 








1

2

1
||)(lim

n
n

r
anrAA      (2.5) 

elde edilir. 

(ii)   )||21( 2
2 aA  olduğundan zzf )(  fonksiyonu için A  olup, diğer 

bütün Sf   fonksiyonlar için A  dir. 

(iii) Eğer )(rA , 1r  iken sınırlı değil ise (2.5) deki seri ıraksak ve A  olur. 

Alan teoremi olarak bilinen aşağıdaki teorem,   sınıfına ait fonksiyonların Laurent 

açılımının katsayılarıyla ilgilidir.  

2.2.3 Teorem (Alan Teoremi).   fonksiyonu (2.2) bağıntısıyla verilmiş ise,  

1||
1

2 


n
nbn      (2.6) 

dir. 
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İspat. )()(  DC EE  diyelim. Belli bir 1  değeri için  DC   ve 

 )(Cf  olsun.   fonksiyonu D  da yalınkat olduğundan,   eğrisi  

)()()()(   ivuwew i  ,  20  , 

biçiminde pozitif olarak yönlendirilmiş bir Jordan eğrisidir. E ,   tarafından 

çevrelenen bölge olsun (Şekil 2.3). Bu durumda, EE   ve Green Teoremi gereği, E  

bölgesinin )(A  alanı,  

 


rD
d

i
dww

i
vduudvA 



)()(
2

1

2

1
)(

2

1
)(  

eşitliği ile verilir.   fonksiyonunun D  bölgesindeki Laurent açılımı, }1{Zk  için 

0
||

 
 dk  ve 1k  için idk 


2

||
 

 olduğu dikkate alınırsa, düzgün 

yakınsaklıktan  

 








 























||

1
1

0

1
2

1
)( d

nbb

i
A

n
n

n

n n

n  

        








 


























||
1

1
0

2

2

1
2

1
d

nbb

i n
n

n

n
n

n
n  

      







 



1
2

2
2 ||

n
n

nbn


  

olarak bulunur. 0)( A  olduğundan,  

2

1
2

2||







n
n

nbn
 

olur. Buradan 1  iken 

1

2||
n nbn  yakınsak olduğundan, (2.6) bağıntısı elde 

edilir. ■ 
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Şekil 2.3 E  görüntü bölgesinin tümleyeni 

2.2.4 Açıklama. Yukarıdaki ispatta geçen E  bölgesinin alanı  









 



1
2

2
2 ||

)(
n

n
nbn

A


  

olup, 1  iken E  daralır ve 
1




EE  olur. Böylece, E  bölgesinin alanı (Lebesgue 

ölçümü) A  ise,  









 



1

2||1
n

nbnA   

olur. 0A  olduğundan, 2.2.3 Teoremi elde edilir. Eğer 0A  ise, (2.6) bağıntısı eşitlik 

olarak sağlanır.  

Aşağıdaki sonuç,   sınıfına ait fonksiyonlar için katsayı sınırlarının alan teoreminden 

elde edilebileceğini gösterir. 

2.2.5 Sonuç.   fonksiyonu (2.2) tipinde verilmiş olsun. Bu takdirde 1|| 1 b  dir. 

Eşitlik 1
0)(   ieb , R , fonksiyonu için geçerlidir. Üstelik, 1||   için 

0)(   ise, 2|| 0 b  dir. Eşitlik, 122)(    ii ee , R , fonksiyonu için 

geçerlidir. 

İspat. (2.6) bağıntısından 1|| 1 b  olduğu hemen görülür. Ayrıca 1|| 1 b  ise, (2.6) 

bağıntısından 2k  için 0kb  dır. 
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Şimdi, 1||   için 0)(   olduğunu kabul edelim. Bu takdirde 1|| z  için 

)/1(/1)( zzf   fonksiyonu S  sınıfına ait olup, 2.1.3 Teoremi gereği, )()( 2zfzg   

fonksiyonu da S  sınıfına aittir. Buradan  

2/1

2

2 )(

)/1(

1
)( 
















g
 

biçiminde tanımlanan   fonksiyonu   sınıfına ait ve 1||   için )()]([ 22    dir. 

1||   için   fonksiyonunun Laurent açılımının 



 1

0)(  

biçiminde olduğunu kabul edelim. O halde, 

 )2(2)]([ 1
2
00

22   

           
2
1

0
22 )(


 b

b  

olur. Katsayıların eşitliğinden, 00   ve 10 2b  olduğu görülür.   olduğundan, 

1|2/| 0 b  ve dolayısıyla 2|| 0 b  elde edilir. 

2|| 0 b  ve 1|| 1   eşitliklerinin sağlanması için gerek ve yeter şart, R  için 

1)(   ie  olmasıdır. Bu durumda,   ii ee 2)]([)( 22222    

eşitliğinden  ii ee 2)( 12    bulunur. Bu ise ispatı tamamlar. ■ 

Şimdi elde edilen bu sonuçların S  sınıfına yansıması üzerinde duralım. Önce, 2.2.5 

Sonucunun S  sınıfındaki fonksiyonların Taylor açılımındaki ikinci katsayı için bir sınır 

verdiğini gösterelim. Bieberbach (1916)’a ait bu sonuç aşağıda verilmiştir. 

2.2.6 Teorem. Sf   fonksiyonu Dz  için 




2
)(

n

n
n zazzf  biçiminde verilmiş 

ise, 2|| 2 a  dir. Eşitlik )()( zkzf   fonksiyonu için geçerlidir. 
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İspat. Sf   ise, 1||   için )/1(/1)(  f   dir. Üstelik, 1||   için 0)(   

dır.   fonksiyonunun Laurent açılımı  







2

2)(
k

k
kc

a


  

biçiminde olup, 2.2.5 Sonucundan 2|| 2 a  elde edilir. ■ 

S  sınıfına ait (2.1) tipindeki fonksiyonların na  katsayıları için nan ||  ( ,...3,2n ) 

eşitsizliği Bieberbach tahmini olarak bilinir. Bieberbach (1916) tarafından ortaya atılan 

bu tahmin üzerinde bir çok matematikçi çalışmış ve binlerce yeni sonuç ve problemin 

ortaya çıkmasına vesile olmuştur. Ancak esas problem 1985 yılında Le Branges (1985) 

tarafından ispatlanabilmiştir.  

2.2.7 Teorem (Bieberbach Tahmini). Sf   fonksiyonu Dz  için )(zf


 2n

n
n zaz  biçiminde verilmiş ise, her 1n  için, nan ||  dir. Eşitlik )()( zkzf   

biçimindeki Koebe fonksiyonu ve onun rotasyonları için geçerlidir (Le Branges 1985).  

2.3 S  Sınıfında Büyüme, Örtme ve Distorsiyon Sonuçları 

2|| 2 a  eşitsizliği, S  sınıfına ait fonksiyonlarla ilgili bazı sonuçların elde edilmesinde 

önemli rol oynar. Bu sonuçlar yalınkat fonksiyonlar teorisinin temel teoremleri olarak 

bilinir. Bunlardan birincisi, Koebe 4/1 -teoremi olarak adlandırılan aşağıdaki teorem, S  

sınıfına ait fonksiyonların görüntü bölgesinin daima 4/1  yarıçaplı merkezi açık bir 

daireyi örttüğünü ifade eder.  

2.3.1 Teorem. Sf   ise, 4/1)( Df D  dür. Bu sonuç )()( zkzf   Koebe fonksiyonu 

için kesindir. Üstelik, 4/1)( Df
Sf



 D  dür.  

İspat. )(0 Dfw   özelliğindeki 0w C  noktası için 4/1|| 0 w  olduğunu göstermek 

yetecektir. Dz  için 












 2

0
2

0

0 1

)(

)(
)( z

w
az

zfw

zfw
zg  
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biçiminde CD:g  fonksiyonunu göz önüne alalım. 2.1.3 Teoremi gereği, Sg   ve 

2|| 2 a  olduğundan, 2|)/1(| 02  wa  ve 

4||
11

2
0

2
0

 a
w

a
w

 

bulunur. Böylece, 4/1|| 0 w  elde edilir. 

Öte yandan, 4/1|| 0 w  olması için gerek ve yeter şart, 2|| 2 a  ve 2|)/1(| 02  wa  

olmasıdır. Bu ise, f  fonksiyonunun Koebe fonksiyonunun bir rotasyonu olması 

durumunda geçerlidir. 

Şimdi, 4/1)( Df
Sf



 D  olduğunu göstermek için )(zk , R , fonksiyonunu göz önüne 

alalım. 4/1D  çemberi üzerindeki her bir nokta )(Dk  bölgelerinden birinin sınır 

noktasıdır ve 4/1)( Dk 


R

D


  dir. Böylece, 4/1)( Df
Sf



 D  elde edilir. ■ 

S  sınıfına ait fonksiyonlar için 2a  katsayısına bağlı önemli sonuçlardan biri de Koebe 

distorsiyon teoremidir. Bu teoreme geçmeden önce, teoremin ispatına yardımcı olacak 

aşağıdaki sonuçları verelim. 

2.3.2 Yardımcı Teorem. Sf   ise herhangi D  için, 

22)||1(
)(

)(

2

1 2 







f

f
    (2.7) 

dir. 

İspat. Keyfi fakat sabit bir D  ve Sf   için, 2.1.3 Teoremi gereği, 















 2
22 )||1)((

)(
1

)( zbz
f

f
z

z
f

zg




   (2.8) 

fonksiyonu S  sınıfına aittir. 2.2.6 Teoreminden, 
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2
)(2

)||1()(
||)0(

2
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f

f
bg    (2.9) 

olur. D  keyfi olduğundan,   yerine   almakta (2.7) elde edilir. ■ 

2.3.3 Yardımcı Teorem. )(zf  fonksiyonu  ie  noktasında analitik ve 0)(  f  

ise,  

)(

)(
Re|)(|log







f

f
f

d

d



        (2.10) 

ve 

)(

)(
Im)(arg







f

f
f

d

d



     (2.11) 

dir. 

İspat. )](arg|)(|[log)(log 





 fiff 







  

eşitliği göz önüne alınırsa, 

 
)(

)(

)(

)(
)(log)(log














 

f

f
e

f

f
f

d

d
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yazılabilir. Bu iki bağıntının eşitliğinden, 

)(

)(
)(arg)(log







f

f
fif








 

elde edilir. Reel ve imajiner kısımlarının eşitliğinden (2.10) ve (2.11) bağıntıları elde 

edilir. ■ 

2.3.4 Teorem (Distorsiyon Teoremi). Sf   ise bu takdirde her bir D irez  için, 

33 )1(

1
|)(|

)1(

1

r

r
zf

r

r








    (2.12) 
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dir. Eşitlik )()( zkzf   fonksiyonu için geçerlidir. 

İspat. (2.7) ifadesi |)||1/(|2 2   ile çarpılırsa, 

22

2

||1

||4

||1

||2

)(

)(



















f

f
 

olur. Buradan,  ||  için 

22

2

2 1

4

1

2

)(

)(
Re

1
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f

f
   (2.13) 

ve 

22

2

2 1

4

1

2

)(

)(
Im

1

4

































f

f
   (2.14) 

eşitsizlikleri elde edilir. (2.10) ve (2.11) eşitlikleri (2.13) ve (2.14) de kullanılırsa, 

2

2

2

2

1

42
|)(|log

1

42





















f    (2.15) 

ve 

22 1

4
)(arg

1

4




















f    (2.16) 

bulunur. (2.15) eşitsizliği, 0  ile bölünür ve 0  ile irez   noktasını birleştiren 

doğru parçası boyunca,   ya göre integrali alınırsa,  

33 )1(

1
log|)(|log

)1(

1
log

r

r
zf

r

r








 

olur. Bu ise, (2.12) bağıntısına denktir. 

Eğer benzer işlemler (2.16) için yapılırsa, 
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r

r
zf





1

1
log2|)(arg|  

bulunur. Ancak, bu eşitsizlik Sf   iken kesin değildir. |)(arg| zf   için kesin üst sınır  

















12/2;
1

log

2/2;arcsin4
|)(arg|

2

2

r
r

r

rr
zf


 

biçiminde olup, Goluzin (1936) tarafından elde edilmiştir. ■ 

2.3.5 Sonuç. Sf   ise, her D irez  için, 

2

2

1

42

)(

)(

r

r

zf

zf
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, 4)1(

)2(2
|)(|

r

r
zf
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2

2

2

2

1

42

)(

)(
Re

1

42

r

rr

zf

zf
z

r

rr











 

dir. Her üç bağıntıda eşitlik )()( zkzf   fonksiyonu için geçerlidir. 

İspat. (2.11) ve (2.12) eşitsizliklerinde r  alınırsa istenilen eşitsizlikler elde edilir. ■ 

2.3.6 Teorem. Sf   ve 10  r  olsun. Ayrıca, )(rm  ve )(rM   reel değerli 

fonksiyonları için )(|)(|)( rMzfrm   ise, 

 
rr

dttMzfdttm
00

)(|)(|)(    (2.17) 

dir.  

İspat. Önce, (2.17) bağıntısında ikinci eşitsizliğin sağlandığını gösterelim. Bunun için, 

0  noktasını D  iet  noktasına birleştiren doğru parçası boyunca integral alınırsa, 

 
rr ir iizi dttMdttefdtetefdfref

0000
)(|)(|)()(|)(|    

bulunur.  
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Şimdi, birinci eşitsizliğin doğruluğunu gösterelim. }1|:|{  rzzCr  olmak üzere, 

)( rCf  ve 1w  noktası orijine en yakın nokta olsun. S  sınıfı rotasyonlar altında 

değişmez kaldığından, 01 w  alınabilir (Şekil 2.4). }0:{ 1wwwL   olsun. 1z  

noktasının ve   eğrisinin )(zf  altındaki görüntüleri sırasıyla, 1w  ve L  olsun.    

olmak üzere, 0)(  dwdf   olur. Buradan, ||||  dd   gerçeği kullanılarak, 

      1 1 1

0 0 0 0 01 )(|)(||||)(|)(
w z z r ri dttmdttefdfdfdww   

elde edilir. ■ 

 

Şekil 2.4 )(1  f  

Aşağıdaki teorem büyüme teoremi olarak bilinir. 

2.3.7 Teorem. Sf   ise bu takdirde D irez  için, 

22 )1(
)(

)1( r

r
zf

r

r





    (2.18) 

r

r

zf

zfz

r

r











1

1

)(

)(

1

1
          (2.19) 

dir. Eşitlik Koebe fonksiyonu için geçerlidir (Bieberbach 1916). 

İspat. (2.12) ifadesinde 3)1/()1()( rrrm   ve 3)1/()1()( rrrM   olarak alınır 

ve 2.3.6 Teoremi uygulanırsa, ilk eşitsizlik elde edilir. Ayrıca, (2.7) bağıntısında verilen 

)(zg  fonksiyonunda z  alınır ve 2.3.6 Teoremi uygulanırsa, 
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222 |)|1(

||

)||1)((

)(
)(

)||1(

||

















 f

f
g  

elde edilir. D  keyfi olduğundan, ikinci eşitsizlik elde edilmiş olur. ■ 

2.3.8 Sonuç. S  sınıfı )(DA  analitik fonksiyonların kompakt bir altkümesidir. 

İspat. (2.18) bağıntısından S , lokal düzgün sınırlı bir aile olup, normal aile oluşturur. 

S  sınıfının kompaktlığı için geriye, kapalı olduğunu göstermek kalır. Bunun için D  de 

lokal olarak düzgün ffn   özelliğinde S sınıfına ait bir )( nf  dizisini göz önüne 

alalım. Sf   olduğunu göstermek yeterlidir. 1.25 Hurwitz Teoremi gereği, f  limit 

fonksiyonu ya yalınkattır yada sabittir. 0)0( f  ve 1)0(lim)0(' 
 n

n
ff  olduğundan, 

f  fonksiyonu D  de yalınkat olmak zorundadır. ■ 

Aşağıdaki teorem, S sınıfına ait herhangi bir fonksiyonun maksimum modülünün 

büyümesini belirleyen, Hayman (1994)’e ait bir sonuçtur. Hayman Düzgünlük Teoremi 

olarak da bilinen bu teorem, yeterince büyük k değerleri için, Bieberbach Tahmininin 

doğru olduğunu gösterir. 

2.3.9 Teorem. Sf   ve 10  r  için |)(|max),(
||

zffrM
rz    olsun. Eğer f  

fonksiyonu Koebe fonksiyonunun bir rotasyonu değilse, ),()1(
1

)( 2 frMr
r

r   

fonksiyonu )1,0(  aralığında kesin olarak azalandır. Üstelik, 


)()(lim
1

fr
r

  

)1,0[  dir. 

İspat. )1,0(||  rz  için (2.18) den, 

)1(

1

)(

)(
)(logRe|)(|log

rr

r

ref

ref
ref

r
ref

r i

i
ii






















  

olur. f  fonksiyonu Koebe fonksiyonunun bir rotasyonu değil ise, 2.3.6 Teoreminden, 

yukarıdaki kesin eşitsizlik sağlanır. 10 21  rr  için, bu eşitsizliğin 1r  den 2r  ye 

integrali alınırsa, 
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1

2
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1

1

2

)1(

)1(
log

)1(

1

)(

)(
log

2

1 rr

rr
dr

rr

r

erf

erf r
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olur. Buradan, 10 21  rr  ve her R  için,  

|)(|
)1(

|)(|
)1(

1
1

2
1

2
2

2
2  ii erf

r

r
erf

r

r 



  

bulunur. Eğer R  sayısı, ),(|)(| 22 frMerf i
  olacak biçimde seçilirse, üstteki 

eşitsizlik  

),(
)1(

|)(|
)1(

),(
)1(

1
1

2
1

1
1

2
1

2
2

2
2 frM

r

r
erf

r

r
frM

r

r i








   

halini alır. Böylece, kf   olmadıkça, )1,0(r  için )(r  fonksiyonu kesin olarak 

azalandır. (2.18) bağıntısındaki üst sınır kullanılarak  

1),(
)1(

lim
2

1



 

 
frM

r

r
r

  

sonucu elde edilir. Elbette, f  fonksiyonu Koebe fonksiyonunun bir rotasyonu ise, 

1  olacağı açıktır. Böylece ispat tamamlanmış olur. ■ 

Aşağıdaki teorem, Hayman’in düzgünlük teoreminin Krzyz (1955) tarafından 

genişletilmiş olup, S  sınıfına ait bir fonksiyonun türevinin büyümesiyle ilgilidir.  

2.3.10 Teorem. f , S  sınıfına ait ve Koebe fonksiyonunun bir rotasyonu olmayan 

herhangi bir fonksiyon olmak üzere )1/()1)(,( 3 rrfrM   fonksiyonu )1,0(r  için 

monoton azalandır. Ayrıca )()1)(,(lim 3

1
frfrM

r


 
 ve ]2,0[)( f  dir. Eşitlik 

2)( f  eşitliği f  nin Koebe fonksiyonunun bir rotasyonu olması durumunda 

sağlanır. 

İspat. )1,0(||  rz  için (2.9) bağıntısından, 
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32 )1(

1
log

1

42

)(

)(

r

r

dr

d

r

r

zf

zf
 

olur. Eşitlik, f  fonksiyonunun Koebe fonksiyonunun bir rotasyonu olması durumunda 

geçerlidir. Eğer f  fonksiyonu Koebe fonksiyonunun bir rotasyonu değil ise, )1,0(r  

için )1/()1)(,( 3 rrfrM   ve )1/()1(|)(| 3 rrref i    fonksiyonlarının kesin olarak 

azalan olduğu görülür. 

1)1/()1)(,(lim 3

0


rrfrM
r

 

olduğundan,  

1)(
2

1
)1)(,(lim

2

1

1

)1(
),(lim 3

1

3

1



 

frfrM
r

r
frM

rr
  

elde edilir. 2)( f  eşitliği f  fonksiyonunun Koebe fonksiyonunun bir rotasyonu 

olması durumunda sağlandığı açıktır. Bu ise ispatı tamamlar. ■ 

Dinghas (1959)’da S  sınıfına ait f  fonksiyonunun |)(|min),(
||

zffrm
rz 

 , 10  r , 

değeri için 

r

r
frm

2)1(
),(


   ve   

r

r
frm




1

)1(
),(

3

 

fonksiyonlarının )1,0[  aralığında r’nin azalmayan fonksiyonları olduğunu göstermiştir. 

Aşağıdaki teorem (2.1) biçiminde verilen fonksiyonlar için, bir yalınkatlık testi 

vermektedir. 

2.3.11 Teorem. Dz  için 




2
)(

n

n
n zazzf  olsun. Eğer 1||

2


n nan  ise, f  

fonksiyonu D  de yalınkattır. 

İspat. Dwz,  ve wz   için  
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0||1||

)||||(||1||

)(|)()(|

2

11

2

2










































k
k

kk

k
k

k

kk
k

akwz

wzawz

wzawzwfzf

  

olur. Yani )()( wfzf   dır. Dolayısıyla, f  fonksiyonu D  de yalınkattır. ■ 

2.4 P  Sınıfı ve Temel Özellikleri 

Bu kısımda, D  de analitik ve reel kısmı pozitif fonksiyonların sınıfı tanımlanacak, bu 

sınıfın temel özellikleri ve bu sınıfa ait fonksiyonların integral temsili verilecek. Ayrıca, 

kompleks düzlemde sabordinasyon prensibi ve domine edilmiş seri kavramları üzerinde 

durulacak.  

2.4.1 Tanım. D  de analitik, 1)0( f  ve Dz  için 0)}(Re{ zf  olan 

n

n
n zpzpzpzf 






1

2
21 11)(     (2.20) 

biçiminde tanımlı fonksiyonlara reel kısmı pozitif analitik fonksiyon denir. D  de reel 

kısmı pozitif analitik fonksiyonların sınıfı P  ile gösterilir.  

P  sınıfına ait önemli bir fonksiyon örneği Dz  için, 

z

z
zp





1

1
)(      (2.21) 

fonksiyonudur. Bu fonksiyon D  birim dairesini }0Re:{  wwH  bölgesi üzerine 

konform olarak resmeder. Bir anlamda Koebe fonksiyonunun S  sınıfında oynadığı 

temel rolü, p  fonksiyonu P  sınıfında oynar.  

P  sınıfına ait bir fonksiyonun yalınkat olması gerekli değildir. Örneğin, 2n  

tamsayısı için, nzzf 1)(  fonksiyonu P  sınıfına ait fakat, D  de yalınkat değildir. 

Bununla birlikte, P  sınıfı konveks ve kompakttır. Gerçekten, 10    ve Pff 21,  
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için Pfff  21 )1(   dir. P  sınıfının kompaktlığı, S  sınıfının kompaktlığına 

benzer biçimde gösterilebilir: D  de lokal düzgün olarak ffn   özelliğindeki P  

sınıfına ait her )( nf  dizisi için, Pf   olduğunu göstermek yeterlidir. Hurwitz teoremi 

gereği, f  limit fonksiyonunun ya D  de sıfırı yoktur, yada özdeş olarak sıfırdır. 

1)0(lim)0( 
 n

n
ff  olduğundan, Pf   dir.  

Aşağıdaki teorem, P  sınıfına ait fonksiyonların belli işlemler altında değişmez 

kaldığını gösterir. İspatı 2.4.1 Tanımından açıktır. 

2.4.2 Teorem. f , 1f  ve 2f , fonksiyonları P  sınıfına ait ise, aşağıda verilen g  

fonksiyonu da P  sınıfına aittir. 

(i) R  için )()( zefzg i . 

(ii) 11  t  için tzfzg )]([)(   veya )()( tzfzg  . 

(iii) )(/1)( zfzg  . 

(iv) 0, 21 tt  ve 121  tt  için 21 )]([)]([)( 21
tt zfzfzg  . 

(v) D  ve ibaf )(  ise 



















 bi
z

z
f

a
zg




1

1
)( . 

(vi) Rb  için 
)(1

)(
)(

zfib

ibzf
zg




 . 

2.4.3 Tanım. )(, DAgf   olsun. Her Dz  için, ))(()( zwgzf   eşitliğini sağlayan 

0)0( w ve 1|)(| zw  özelliğinde )(DAw  fonksiyonu varsa, f  fonksiyonu g  

fonksiyonuna sabordinedir denir ve bu durum gf   biçiminde gösterilir (Şekil 2.5). 
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Şekil 2.5 gf   

Dikkat edilirse 2.4.3 Tanımında geçen )(zw , Schwarz lemmasının şartlarını sağlayan 

bir fonksiyondur. 

Aşağıdaki teorem sabordinenin geometrik yorumunu vermektedir. 

2.4.4 Teorem. )(DAf   ve g  fonksiyonu D  dairesinde analitik ve yalınkat olsun. 

gf   olması için gerek ve yeter şart, )0()0( gf   ve )()( DD gf   olmasıdır. 

İspat. )(zgw   fonksiyonu D  de analitik ve yalınkat olduğundan, )(1 wg   fonksiyonu 

da )(Dg  de analitiktir. Eğer )()( DD gf   ise, )(1 wgz   fonksiyonu )(Df  bölgesinde, 

dolayısıyla fg 1  fonksiyonu D  de analitiktir. fg 1  denirse, Dz  için 

1|)(| z  ve ))(()( zgzf   olur. )0()0( gf   olduğundan, 0))0(()0( 1   fg  

bulunur. Böylece, gf   elde edilir.  

Tersine, gf   ise, ))(()( zwgzf   olacak biçimde Schwarz lemmasının şartlarını 

sağlayan bir )(z  fonksiyonu vardır. |||)(| zz   olduğundan, }1|:|{  rzzDr  

olmak üzere, )(1 rDz   noktası için, 1)( zz   olacak şekilde bir rDz  noktası 

vardır. Böylece, rzzz  |||)(||| 1   yani, rr DD )(  olur. g  fonksiyonu D  de 

yalınkat olduğundan, )())(( rr DgDg   dir. Buradan, )0())0(()0( ggf   , 

)()( rr DgDf   ve 1r  için )()( DD gf   elde edilir. Bu ise, teoremin ispatını 

tamamlar. ■ 

Aşağdaki teorem, P  sınıfına ait fonksiyonların (2.21) bağıntısıyla verilen p  

fonksiyonuna sabordine olduğunu gösterir. 
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2.4.5 Teorem. Pf   olması için gerek ve yeter şart, pf   olmasıdır. 

İspat. pf   ise, Dz  için ))(()( zwpzf   olacak şekilde, Schwarz lemmasının 

şartlarını sağlayan bir w fonksiyonu vardır. O halde, )(DAf  , 1)0( f  ve (2.21) 

bağıntısı gereği 

0
|)(1|

|)(|1

|)(1|

)])(1())(1Re[(
)(Re

2

2

2











zw

zw

zw

zwzw
zf  

olduğundan, Pf   dir. 

Tersine, Pf   olsun. 1)0()0(  pf  ve )()( DD pHf    ve f  fonksiyonu D  

dairesinde analitik ve yalınkat olduğundan, pf   dir. ■ 

Sabordine fonksiyonlar arasına güzel bir eşitsizlik, gelen teoremde verilmiştir. 

2.4.6 Teorem. D  de gf   ise, )1,0(r  için 

|)('|)||1(max|)('|)||1(max 2

||

2

||
zgzzfz

rzrz



 

dir. 

İspat. gf   olsun. )1,0(r  için |)(|max|)(|max
||||

zgzf
rzrz 

  olur. Schwarz-Pick 

Lemması gereği istenen eşitsizlik elde edilir. ■ 

P  sınıfına ait fonksiyonların integral temsilini elde etmede Herlogz(1911)’un temsil 

teoreminden faydalanılacak. Bu teorem, ilerde incelenecek olan, S  sınıfının alt sınıfları 

için de integral temsil elde edilmesinde yardımcı olacak. Bu fonksiyon integral 

temsilleri Lobesgue integrali yardımıyla elde edilebileceği gibi, Poisson çekirdeği 

yardımıyla da elde edilebilir. Aşağıdaki teorem ikincisi ile ilgilidir. 

2.4.7 Teorem. )(DAf   olsun. Bu takdirde, D  de 0)(Re zf  olması için gerek ve 

yeter şart,  
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    (2.22)  

olacak şekilde ]2,0[   üzerinde tanımlı )0(Re)0()2( f   özelliğinde azalmayan 

bir   fonksiyonu vardır. 

İspat. f  fonksiyonu (2.22) bağıntısını sağlasın.  , ]2,0[   aralığında azalmayan ve 

)0(Re)0()2( f   özelliğinde bir fonksiyon olsun. İntegrali alınan fonksiyonun 

reel kısmı pozitif olduğundan  

0)(
1

1
Re)(Re

2

0





  


 td

ez

ez
zf

it

it

 

elde edilir. 

Tersine, D  üzerinde 0)(Re zf  olsun. 0)(Re zf  almak genelliği bozmayacaktır. 


 0)( n

n
n zazf  ve ...,1,0n  için nn ab Re , nn ac Im  olsun. 10  r  ve 

20  t  olmak üzere, 
t

i dreftr
0

)(Re
2

1
),( 


   biçiminde tanımlanırsa, .),(r  

fonksiyonu ]2,0[   aralığında azalmayan ve 0)2,( br   özelliğinde bir fonksiyondur. 

Üstelik, basit bir hesaplamayla 










 

0,

,...2,1,
2),(

0

2

0

int

nb

n
r

a
trde

n

n
  

olduğu görülür. Böylece, 

0

2

0

int

1

2

0
),(

2
),()( icztrde

r
trdzf n

n
n






  






  

olur. Son integrant, t ’nin düzgün yakınsak bir fonksiyonu olduğundan, rz ||  için 

0

2

0
1

),(21)( citrd
r

ze
zf

n

nit
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olarak yazabilir. Serinin toplamından, 

0

2

0
),()( citrd

zre

zre
zf

it

it





  


     (2.23) 

olur. 

Şimdi, 1lim 
 n

n
  özelliğinde )1,0(  aralığında artan bir )( n  dizisini göz önüne alalım. 

Üstelik, ]2,0[ t  için ),()( tt nn    olsun. Bu durumda )( n , ]2,0[   aralığında 

azalmayan bir fonksiyon dizisidir. 1.24 Teoremi gereği k  iken  
kn  olacak 

biçimde )( n  dizisinin bir )(
kn  alt dizisi ve ]2,0[   aralığında azalmayan bir   

fonksiyonunu bulunabilir. Ayrıca, ]2,0[   aralığında her bir sürekli h  fonksiyonu için 
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0

2

0
)()()()(lim tdthtdth

kn
k

 

dir. O halde, sabit z  değeri ve k  için 

ze

ze

ze

ze
it

it

it
n

it
n

k

k












 

yakınsaması t  ye göre düzgündür. Buradan 
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0

2

0
)()(lim td

ze

ze
td

ze

ze
it

it

nit
n

it
n

k k

k

k  

bulunur. Bu eşitlik ve (2.23) den (2.22) bağıntısı elde edilir. ■ 

P  sınıfına ait fonksiyonların integral temsilini veren ve Herglotz temsil teoremi olarak 

bilinen aşağıdaki sonuç, 2.4.7 Teoreminin doğrudan bir sonucudur. 

2.4.8 Sonuç (Herglotz temsil teoremi). )(DAf   ve 1)0( f  olsun. Bu takdirde Pf   

olması için gerek ve yeter şart D  de 

 










2

0
)(

1

1
)( td

ze

ze
zf

it

it

    (2.24)  
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olacak biçimde ve 1)0()2(    özelliğinde ]2,0[   aralığında tanımlı azalmayan bir 

  fonksiyonu vardır.  

Herglotz temsil teoremi, P  sınıfına ait fonksiyonların büyüklük ve distorsiyon 

sonuçlarının elde edilmesinde oldukça kullanışlıdır. 

2.4.9 Teorem. Pf   ise, irez   için 

r

r
zf

r

r








1

1
|)(|

1

1
     (2.25) 

dir. Eşitlik, R  olmak üzere )( zep i  fonksiyonu için geçerlidir. 

İspat. Pf   ise, Dz  için )()( zpzf   ve ))(1/())(1()( zwzwzf   olacak şekilde 

Schwarz lemmasının şartlarını sağlayan bir w  fonksiyonu vardır. |||)(| zzw   

olduğundan,   

r

r

z

z

zw

zw

zw

zw
zf

















1

1

||1

||1

|)(|1

|)(|1

)(1

)(1
)(  

elde edilir. 2.4.2 Teoremi gereği, bu son eşitsizlik Pf /1  fonksiyonu için de geçerli 

olduğundan, |)(|
1

1
zf

r

r





 bulunur. Böylece (2.25) eşitsizliği elde edilmiş olur. ■ 

2.4.10 Açıklama. (2.25) eşitsizliğinin her tarafından )1/()1( 22 rr   çıkarılırsa, Pf   

ve D irez  için, 

22

2

1

2

1

1
)(

r

r

r

r
zf







    (2.26)  

bulunur. Bu, )( zf  değerler kümesinin merkezi )1/()1( 22 rr   ve yarıçapı )1/(2 2rr   

olan kapalı daire içinde bulunması anlamına gelir (Şekil 2.6).  
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Şekil 2.6 rC , rD  nin görüntüsü 

P  ve S  sınıfına ait bazı temel eşitsizlikleri göstermede birkaç yol vardır. Bunlardan biri 

aşağıda verilecek olan domine edilmiş seriler tekniğidir. 

2.4.11 Tanım. 
 0)( n

n
n zazf  ve 

 0)( n
n

n zAzF  serileri, }|:|{ rzzDr   

diskinde yakınsak olsunlar. Bu takdirde, her 0n  tamsayısı için nn Aa ||  ise, f  

fonksiyonuna F  ile domine edilmiştir denir ve bu durum, Ff   biçiminde gösterilir. 

2.4.11 Tanımından hareketle aşağıdaki sonucun doğruluğunu görmek zor değildir. 

2.4.12 Teorem. )()( zFzf   ise, aşağıdaki ifadeler doğrudur. 

(i) ,...2,1,0n  için 0nA  dir. 

(ii) Rrz  ||0  için )(|)(| rFzf   dir. 

(iii) )()( zFzf   dir. 

(iv)  



2

0

2

0
)()( dFdf  dır.  

Aşağıdaki sonuçlar domine edilmiş serilerin tekniğin kullanılarak elde edilebilir. 

2.4.13 Teorem. Pf   ise, bu takdirde 0n  için  
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1)1(

)!(2
)( 


n
n

r

n
zf  

dir. Eşitlik )()( zepzf i  fonksiyonu için geçerlidir. 

İspat. Pf   ve Dz  için )()( zpzf   dir. 2.4.12 Teoremi gereği, ,...2,1n  için 

)()( )()( zpzf nn   olur. 1||  rz  için  

1
)()(

)1(

)!(2

1

1
)()( 

 












n

rz
n

n
nn

r

n

z

z

dz

d
rpzf  

elde edilir. ■ 

2.4.14 Teorem. Sf   ise, ...,2,1n  için 

1)1(
!)( 




n
n

r

rn
nzf  

dir. 

İspat. Sf   ise, )()( zkzf   olduğundan, 2.4.13 Teoremindeki yol izlenerek 

istenilen sonuç elde edilir. ■ 

2.4.15 Teorem. Pzpzf
n

n
n  

1
1)(  ise, 2|| np  dir. Eşitlik R  olmak üzere, 

)()( zepzf i  fonksiyonu için geçerlidir. 

İspat. 2.4.14 Teoreminde 0z  alınırsa, her 1n  için )!(2||!|)0(| npnf n
n   olur. 

Buradan, 2|| np  elde edilir. ■ 

Aşağıdaki teorem konveks bölgeler için bir yalınkatlık testini vermektedir. 

2.4.16 Teorem. D  konveks bir bölge olsun. Belli bir R  sayısı ve Dz  için, 

0)](Re[  zfei  

ise, f  fonksiyonu D  de yalınkattır. 
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İspat. 1z  ve 2z , D  de farklı iki nokta olsun. f  fonksiyonunun  

Dtzztzzz  }10),(:{ 121  

doğrusu boyunca integrali alınırsa, 












1

012

1

0 1212

))(()(

)())(()()()(

dttzfeezz

dtzztzfdzzfzfzf

ii 
 

olur. Hipotezden dolayı, bu son integral sıfır olamaz. Dolayısıyla, )()( 21 zfzf   elde 

edilir. Yani, f  fonksiyonu D  de yalınkattır. ■ 

D  dairesinde 1|)(| zf  özelliğinde  2
21)( zbzbzf  biçimindeki fonksiyonların 

kümesini 0B  ile gösterelim. Gerçekte 0B  kümesi D  de sınırlı fonksiyonların kümesidir. 

Bu fonksiyonlar Schwarz lemmasının şartlarını sağlar. Normalizasyon için 11 b  

alınamaz. Çünkü 0)( Bzf   ise, Schwarz lemması gereği ya 1|| 1 b  ya da zezf i)(  

dir.  

0B  sınıfı ile P  sınıfı arasında  

)(1

)(1
)(

zf

zf
zg




  ve 
1)(

1)(
)(





zg

zg
zf  

fonksiyonları yardımıyla ilişki kurulabilir. 

2.4.17 Teorem. 0Bf   olması için gerek ve yeter şart Pg  olmasıdır. 

2.4.18 Tanım. 10    için D  dairesinde )(Re zp  şartını sağlayan P  sınıfının alt 

kümesini )(P  ile gösterelim. )(Pp  ise,  

)(1

)()21(1
)(

zb

zb
zp







 

olacak şekilde 0Bb  vardır. 
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2.4.19 Teorem. Dz  ve }10,)(Re:{)(   zpPpP  olmak üzere 

)(Pp  olması için gerek ve yeter şart 

 
















2

0
)(

1

)21(1

2

1
)( d

ze

ze
zp

i

i

 

olacak şekilde 1)(
2

02
1 



 d  özelliğinde azalmayan bir )(  fonksiyonunun mevcut 

olmasıdır. 

İspat. )(Pp   ve Dz  için iken )1/(])([)(   zpzq  olarak tanımlanırsa 

1)0( q  ve 0)(Re zq  olup Pq   dir. Herglotz Temsil Teoremi gereği, 
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1

1

2

1
)( d

ze
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i

 

olacak şekilde istenilen özelliğe sahip )(  fonksiyonu vardır. Böylece, 
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 (2.27) 

elde edilir. ■ 
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3. YALINKAT FONKSİYONLARIN BAZI ALT SINIFLARI 

Bu bölümde, birim dairede yalınkat analitik fonksiyonların görüntü bölgelerinin yıldızıl 

veya konveks bölge olması durumunda oluşan alt sınıflar tanımlanıp, bu sınıflara ait 

fonksiyonların kat sayı, distorsiyon ve büyüme özellikleri incelenecektir. Ayrıca bazı 

yalınkatlık kriterleri verilecektir. 

3.1 Yıldızıl ve Konveks Fonksiyonlar 

Bu kısımda, açık birim dairenin yalınkat analitik fonksiyonlar altında görüntü 

bölgesinin yıldızıl veya konveks bir bölge olması durumunda fonksiyonların analitik 

ifadeleri, integral temsilleri ve sağladıkları çeşitli bağıntılar üzerinde durulacaktır.  

3.1.1 Tanım. CA  olsun. Eğer sabit bir Aw 0  noktasını, her bir Aw  noktasına 

birleştiren doğru parçası A  içinde kalıyorsa, yani her ]1,0[t  için Atwwt  0)1(  ise, 

A  kümesine 0w  noktasına göre yıldızıl küme denir. Eğer bütün Aww 21,  noktalarını 

birleştiren doğru parçası A  içinde kalıyorsa, yani her ]1,0[t  için Awtwt  21)1(  

ise, A  kümesine konveks küme denir. Başka bir deyişle, konveks küme, her bir 

noktasına göre yıldızıl olan kümedir. 

3.1.2 Tanım. ]1,0(r , )( rDAf   ve rDz 0  olsun. Eğer f  fonksiyonu rD  de 

yalınkat ve )( rDf  bölgesi )( 00 zfw   noktasına göre yıldızıl ise, f  fonksiyonuna rD  

üzerinde 0z  noktasına göre yıldızıl fonksiyon denir. Orijine göre yıldızıl olan 

fonksiyonlara kısaca yıldızıl fonksiyon adı verilir. Ayrıca, f  fonksiyonu rD  de yalınkat 

ve )( rDf  bölgesi C  de konveks ise, f  fonksiyonuna rD  üzerinde konveks fonksiyon 

denir. 

rD  dairesinde yıldızıl ve konveks fonksiyonların sınıfları sırasıyla, )(*
rDS  ve )( rDK  

ile gösterilir. Özel olarak, D  de 




2
)(

n

n
n zazzf  biçiminde bir Taylor açılımına 

sahip yıldızıl ve konveks fonksiyonların sınıfları sırasıyla, *S  ve K  ile gösterilir.  
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3.1.3 Tanım.  , C  de btatiytxtz  ),()()( , parametrik ifadesi ile verilmiş 

düzgün bir eğri ve f  fonksiyonu   eğrisini bulunduran bir bölgede analitik olsun. 

)(f , 0w  ve w  olduğunu kabul edelim. Eğer )arg( 0ww , t  değişkeninin 

azalmayan tek değişkenli bir fonksiyonu, yani bta   için 

0)arg( 0  ww
dt

d
 

ise,   eğrisine 0w  noktasına göre yıldızıl eğri denir. Eğer   eğrisine teğet olan 

doğrunun   argümenti t  değişkeninin azalmayan bir fonksiyonu, yani bta   için 

  0)()(arg  tzzf
dt

d

dt

d
 

ise,   eğrisine konveks eğri denir. 

Aşağıdaki iki teorem yıldızıl ve konveks fonksiyonların analitik ifadesini vermektedir. 

3.1.4 Teorem. CD:f  analitik bir fonksiyon ve 0)0( f  olsun. Bu takdirde, f  

fonksiyonunun yıldızıl olması için gerek ve yeter şart, 0)0( f  ve her Dz  için  

0
)(

)(
Re 







 

zf

zfz
 

olmasıdır. 

İspat. Önce f  fonksiyonunun yıldızıl olduğunu kabul edelim. Bu durumda f  yalınkat 

ve 0)0( f  dır. )1,0(r  için )( rDf  bölgesinin yıldızıl olduğunu gösterelim. Bunun 

için sabit bir )1,0(r , )1,0(t  ve her Dz  için ))(()( 1 zftfzg   fonksiyonunu 

tanımlayalım. f  yıldızıl olduğundan, g  fonksiyonu iyi tanımlı olup, D  de analitiktir. 

Üstelik, D  de 0)0( g  ve 1|)(| zg  olup, g  fonksiyonu Schwarz lemmasının şartlarını 

sağlar. O halde, D  de |||)(| zzg   ve her rDz   için )())(()( rDfzgfzft   olur. 

Böylece, )( rDf  yıldızıl bir bölgedir. Dolayısıyla, rz ||  eğrisinin f  altındaki resmi 
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orijine göre yıldızıl bir eğridir. Bu durumda )(arg iref  fonksiyonu   değişkeninin 

artan bir fonksiyonu olur. Buradan ]2,0[    için 

  















)(logIm)(logIm)(arg 


iii refrefref  








 










)(

)(
Im)(logIm

zf

zfziz
ref

dz

d i


  

   0
)(

)(
Re 







 


zf

zfz
 

bulunur. 0)0( f  olduğundan, harmonik fonksiyonlar için minimum prensibine gereği 

rDz   için 

0
)(

)(
Re 







 
zf

zfz
 

ve r  sayısı keyfi olduğundan, D  üzerinde  

0
)(

)(
Re 







 
zf

zfz
 

elde edilir.  

Tersine, 0)0( f  ve 1|| z  için 0)](/)(Re[  zfzfz  olduğunu kabul edelim. Dz  

için 0)( zf  dır. Aksi halde )(/)( zfzfz  fonksiyonu D  de bir kutba sahip olabilir. 

Sabit bir )1,0(r  sayısı seçelim. İspatın birinci kısmında olduğu gibi basit bir 

hesaplamayla ]2,0[    için 

0)(arg 

 


iref  

olduğu görülür. Buradan )(arg iref  fonksiyonu   değişkeninin artan bir fonksiyonu 

olur. Ayrıca f  fonksiyonu D  üzerinde yalnız bir basit sıfıra sahip olduğundan, 
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argüment prensibi gereği, ]2,0[    için )( iref  fonksiyonunun argüment değişimi 

2  dir. Gerçekten, 




  2
)(

)(1
Re)(arg

||

2

0








 





 rz

i dz
zf

zf

i
dref  

dir. Böylece rz ||  çemberinin görüntüsü basit bir yıldızıl eğri ve )( rDf  de yıldızıl bir 

bölgedir (Şekil 3.1). Üstelik f  fonksiyonu rz ||  eğrisi üzerinde bire bir olduğundan, 

1.17 Teoremi gereği, f  fonksiyonu rD  dairesinde yalınkattır. r  sayısı keyfi 

olduğundan f  fonksiyonu D  dairesi üzerinde yalınkattır. Sonuç olarak 


10

)()(



r

rDff D  olduğundan )(Df  orijine göre yıldızıl bir bölgedir. ■ 

 

Şekil 3.1 )( rDf  nin yıldızıllığı 

3.1.5 Teorem. CD:f  analitik bir fonksiyon olsun. f  fonksiyonunun konveks 

olması için gerek ve yeter şart, 0)0( f  ve Dz  için 

0
)(

)(
1Re 












zf

zfz
 

olmasıdır. 

İspat. f  konveks olsun. Bu takdirde f  fonksiyonu yalınkat ve dolayısıyla 0)0( f  

dır. Her )1,0(r  için )( rDf  görüntü kümesinin konveks olduğunu göstermeliyiz. 

)1,0(r  keyfi sabit bir sayı, rDzz 21 ,  için ||||,0 212 zzz   ve 10  t  olsun. 

DD:g  fonksiyonu  
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  )()1()(

2

11 zftz
z

z
ftfzg  

biçiminde tanımlansın. f  konveks bir fonksiyon olduğundan, g  fonksiyonu iyi tanımlı 

ve D  de analitiktir. Üstelik, 0)0( g  dır. Schwarz lemması gereği, Dz  için 

|||)(| zzg   dir. 2zz   için rzzg  |||)(| 22  olup, )()()()1( 21 rDfztfzft   dir. 

Böylece, )( rDf  bölgesinin konveksdir (Şekil 3.2). 

 

Şekil 3.2 )( rDf  nin konveksliği 

rz ||  çemberinin görüntüsü r  olsun. r  pozitif yönlü bir Jordan eğrisi ve onun iç 

bölgesi konveks bir bölgedir. Üstelik, r  eğrisi  20),(  irefw , parametrik 

ifadesiyle verilir. )( rDf  konveks bir bölge olduğundan, r  eğrisine teğet vektörün 

argumenti, ]2,0[    değişkeninin azalmayan bir fonksiyonudur. Yani, 

)](arg[)(arg)( 


 iii referiref 







  

denirse, ]2,0[    için 0)(    veya irez   için 

  0))(log(Im 



zfiz


 

dir. Önceki teoremde yapılan hesaplamaya benzer hesaplamayla, irez   için 

0
)(

)(
1Re

)(

)(
1Im))](Im[log( 


































zf

zfz

zf

zfz
izfzi
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olduğu görülür. 0z  için eşitsizlik kesin olduğundan, harmonik fonksiyonlar için 

minumum prensibi gereği, rDz  için 

0
)(

)(
1Re 












zf

zfz
 

olur. r  sayısı keyfi olduğundan Dz  için  

0
)(

)(
1Re 












zf

zfz
 

elde edilir.  

Tersine, 0)0( f  ve Dz  için 

0
)(

)(
1Re 












zf

zfz
 

olsun. Bu durum Dz  için 0)(  zf  olmasını gerektirir. )1,0(r  keyfi sabit bir sayı 

olmak üzere, yukarıdaki hesaplamadaki adımlar tersine atılacak olursa,  20   için 

0)](arg[ 

 


ii refire  

olur. Buradan r = )( rDf   eğrisinin eğiminin argümentinin   değişkeninin azalmayan 

bir fonksiyonu olduğu görülür. Üstelik, ]2,0[   üzerinde )(  fonksiyonunun toplam 

değişimi 2  dir. Gerçekten; 
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dir. Böylece, r  eğrisinin basit konveks bir eğri ve )( rDf  bölgesinin konveks bir bölge 

olduğu gösterilmiş olur. Buradan, 
10

)()(



r

rDff D  olduğundan, )(Df  bölgesi de 

konveks bir bölge olur. Ayrıca, f  fonksiyonu rz ||  çemberi üzerinde bire bir 

olduğundan, 1.17 Teoremi gereği, f  aynı zamanda her bir )1,0(r  için rD  üzerinde 

yalınkattır. O halde, f  fonksiyonu D  üzerinde yalınkat ve konvekstir. ■ 

Konvekslik için başka çift gerektirmeli sonuçlar Sheil-Small (1969) ve Suffridge (1970) 

tarafından verilmiştir.  

3.1.6 Teorem. CD:f  normalize edilmiş analitik bir fonksiyon olsun. Kf   olması 

için gerek ve yeter şart, D,z  için 

0
)()(

)(2
Re 


















 z

z

fzf

zfz
     (3.1) 

olmasıdır. 

İspat. Kf   olsun. D,z  için  















z

z

fzf

zfz
zg

)()(

)(2
),(  

fonksiyonu  }1||,1|:|),{( 2  zzP C 2C  birim polidiskinde analitiktir. Çünkü 

)(

)(
1),(lim

zf

zfz
zg

z 








 

dir. rz || <1 eğrisinin f  altındaki resmi konveks bir eğri olduğundan, çember içindeki 

her bir noktaya göre yıldızıldır. Buradan r||   olmak üzere,   sabiti için z , rz ||  

çemberi üzerinde değişirken )(zf  ve )(f  arasındaki vektörün argümenti zarg  

değişkeninin azalmayan bir fonksiyonudur. 3.1.4 Teoreminin ispatından yukarıdaki 

şartın 1||||  rz  için 
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0
)()(

)(
Re 











fzf

zfz
     (3.2) 

olduğu görülür. Eğer zz   |,|||  ise (3.2) bağıntısı  

0
)()(

)(
Re 











fzf

zfz
 

olmasını gerektirir. Bu durumda 0)]/()Re[(   zz  olduğundan, 0),(Re zg  

sonucuna ulaşılır. z , ),( zg  fonksiyonunun kaldırılabilir singüler noktası 

olduğundan, 1||||  rz   için 0),(Re zg  elde edilir. Harmonik fonksiyonlar için 

minumum prensibi gereği, (önce z, rz || , değişkeni sabit tutulup   değişkenini 

değiştirilir, sonra da   sabit tutup, z değiştirilir) rz || , r||   için 0),(Re zg  

olur. 1r  için istenilen (3.1) eşitsizliği elde edilir. 

Tersine, (3.1) eşitsizliği sağlansın. (3.1) de z  iken limite geçilirse Dz  için 

0
)(

)(
1Re 












zf

zfz
 

elde edilir. Böylece 1.21 Teoremi ve 3.1.5 Teoremi gereği, f  fonksiyonu konvekstir. ■ 

3.1.6 Teoreminin ispatından normalize edilmiş analitik fonksiyonlar için aşağıdaki 

konvekslik kriteri çıkarılabilir. 

3.1.7 Sonuç. CD:f  normalize edilmiş analitik bir fonksiyon olsun. Kf   olması 

için gerek ve yeter şart 1||||  z  için 

0
)()(

)(
Re 











fzf

zfz
 

olmasıdır (Suffridge 1970). 
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3.1.4 ve 3.1.5 Teoremlerinden *S  ve K sınıfları arasında oldukça kullanışlı olan 

aşağıdaki bağıntıyı elde etmek mümkündür. Bu bağıntı ilk olarak Alexander (1915-16) 

tarafından bulunmuştur. 

3.1.8 Teorem. f , D  de normalize edilmiş analitik bir fonksiyon ve Dz  için 

)()( zfzzg   olsun. Kf   olması için gerek ve yeter şart, *Sg   olmasıdır. 

Koebe fonksiyonu ve onun rotasyonları *S  sınıfına ait olduğundan 2.3 Bölümünde 

verilen S sınıfı için büyüme ve distorsiyon sonuçları *S  sınıfı için de geçerlidir. 

3.1.9 Teorem. *Sf   ve 1||  rz  olsun. Bu durumda 

22 )1(
|)(|

)1( r

r
zf

r

r





     (3.3) 

33 )1(

1
|)(|

)1(

1

r

r
zf

r

r








     (3.4) 

dir. Eşitlik hali, Koebe fonksiyonu ve onun uygun bir rotasyonu için geçerlidir 

(Goodman 1983). 

Aşağıdaki teorem konveks fonksiyonlar için büyüme ve distorsiyon sonucunu verir. 

3.1.10 Teorem. Kf   ve 1||  rz  olsun. 

)1(
|)(|

)1( r

r
zf

r

r





     (3.5) 

22 )1(

1
|)(|

)1(

1

r
zf

r 



     (3.6) 

dir. Eşitlik, R  olmak üzere, )1/()( zezzf i  fonksiyonu için geçerlidir. 

İspat. (3.6) eşitsizliği, 3.1.8 Teorem ve (3.3) bağıntısının bir sonucudur. (3.5) 

eşitsizliğinin üst sınırı, (3.6) eşitsizliğinin üst sınırının integrali alınarak elde edilebilir. 

(3.5) eşitsizliğinin alt sınırını elde etmek için, 1||  rz  özelliğinde bir z  sabiti alalım. 
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Kf   olduğundan, 0 ile )(zf  noktalarını birleştiren   doğru parçası )(Df  içinde 

kalır.   yolunun f  fonksiyonu altındaki ters görüntüsü   ise,   yolu, D  de 0 ile z  

noktalarını birleştiren basit bir eğridir. (3.6) bağıntısındaki alt sınır kullanılarak 

r

r
defdfdzf

r i


  1

|)(||||)(||||)(|
0

 


 

elde edilir. ■ 

Aşağıdaki sonuç konveks fonksiyonlar için örtme teoremi olarak bilinir ve konveks 

fonksiyonlar altında birim dairenin görüntü bölgesinin daima 2/1  yarıçaplı daireyi 

örttüğünü gösterir. 

3.1.11 Teorem. Kf   ise, )(2/1 DfD   dir. 

İspat. )(Dfw  ise, 2/1|| w  olduğunu göstermeliyiz. Dz  için 2])([)( wzfzg   

biçiminde tanımlanırsa, g  fonksiyonu D  de yalınkat ve 2)0( wg  , wg 2)0('   dır. 

Dz  için )2/())(()( 2 wzgwzh   denirse, Sh  olur. Böylece, 2.3.1 Teoremi gereği, 

4/1|2/| w  veya 2/1|| w  olduğu görülür. ■ 

3.1.12 Tanım. 1k  bir tamsayı olsun. Eğer D  bölgesinin orijin etrafında k/2  açılık 

dönmesi, D  bölgesini yine kendi üzerine resmediyorsa, D  bölgesine k katlı simetrik 

bölge denir. Eğer her Dz  için, 

)()( /2/2 zfzefe kiki    

ise, f  fonksiyonuna D  dairesinde k katlı simetrik fonksiyon adı verilir. 

Gronwall (1916), D  de k katlı simetrik analitik bir fonksiyonun  

1

0
1)( 




 kn

n
kn zbzf      (3.7) 
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biçiminde bir seri açılımına sahip olduğunu, tersine, (3.7) biçiminde bir açılıma sahip f  

fonksiyonunun, serinin yakınsaklık dairesinde k katlı simetrik bir fonksiyon olduğunu 

gösterdi.  

Tanıma dikkat edilirse, k katlı simetrik fonksiyonların yalınkat olması gerekli 

değildir. Çalışmamızı daha çok yalınkat k katlı simetrik fonksiyonlar üzerinde 

yoğunlaştıracağımızdan, Dz  için  

1

1
1)( 




 kn

n
kn zbzzf  

biçiminde bir açılıma sahip yalınkat k katlı simetrik fonksiyonların )(kS  sınıfını 

tanımlamak zorunlu hale gelmiştir. Özel olarak, 2k  için )2(S  sınıfına ait 

fonksiyonlara tek yalınkat fonksiyonlar denir. 

Büyüme ve örtme sonuçları ve katsayı sınırları k katlı simetrik fonksiyonlar için daha 

da inceltilebilir (Graham ve Varolin 1996). 

Aşağıdaki sonuçlar )(kS  sınıfına ait fonksiyonlar için bir katsayı tahmini, örtme ve 

büyüme sınırlarını vermektedir. 

3.1.13 Teorem. )(kSg   ise, 

k
bk

2
1   

dır. Eşitlik, kkkk zzzkzg /2/1 )1/()]([)(   k katlı simetrik Koebe fonksiyonu ve 

onun rotasyonları için geçerlidir. 

İspat. )(kSg  olsun. 2.1.3 (v) Teoremi gereği kkzfzg /1)]([)(   olacak şekilde bir 

Sf   fonksiyonu vardır. (2.1) açılımına sahip Sf   fonksiyonu için 2|| 2 a  ve 

 1
2)/1()( kzakzzg  olduğundan, kbk /21   elde edilir. ■ 

3.1.14 Teorem. (i) )(kSf   olsun. Bu takdirde, k
k

/14   olmak üzere, 
k

Df )(D  

dır.  
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(ii)  
1

0

/2)1( dttr kk
k  olmak üzere, Kf   için, 

krDf )(D  dır. 

Her iki durumda da eşitsizlik kesindir. 

İspat. (i) 2.1.3 Teoreminden Sf   için Szfzg k k  )()(  dir. 3.1.9 Teoremi gereği, 

Dz  için 

kkkk z

z
zf

z

z
/2/2 )||1(

||
|)(|

)||1(

||





    (3.8) 

elde edilir. 10  r  için )( rDf  bölgesinin sınırı )( rDf   olduğundan, (3.8) bağıntısı 

)( rDf   kümesinin orijine olan uzaklığının en az kkrr /2)1/(   olduğunu gösterir. 1r  

için limit alınırsa, istenilen kapsama gösterilmiş olur.  

(ii) )()( zfzzh   denirse, (3.8) bağıntısı h  fonksiyonuna uygulanıp, 3.1.10 

Teoreminin ispatına benzer olarak, 1||  rz  için  

 



r

kk

r

kk t

dt
zf

t

dt
0 /20 /2 )1(

|)(|
)1(

 

bulunur. 1r  çin limite geçilirse, istenilen sonuç gösterilmiş olur.  

Birinci kapsama için eşitlik kkzzzg /2)1/()(   biçiminde k katlı simetrik Koebe 

fonksiyonu için geçerlidir. İkinci durumda ise eşitlik, 































 3,
)1(

2,
1

1
log

2

1

1,
1

)(

0 /2
k

t

dt

k
z

z

k
z

z

zg

z

kk

k     (3.9) 

konveks fonksiyonunu için geçerlidir. 3k  için kg  fonksiyonu birim daireyi, düzgün 

bir k-gen üzerine konform olarak resmeder (Nehari s.196). ■ 
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Graham ve Varolin (1996) konveks fonksiyonlar için 032  kaaa   şartı altında 

k katlı simetrikten daha zayıf olan aşağıdaki distorsiyon sonucunu elde etmişlerdir. 

3.1.15 Teorem.  





2
2

1
1)( k

k
k

k zazazzf  fonksiyonu D  de konveks olsun. Bu 

durumda her Dz  için, 

kkkk z
zf

z /2/2 )||1(

1
|)(|

)||1(

1





 

dır. Eşitlik (3.9) bağıntısı ile verilen kg  fonksiyonu için geçerlidir. 

3.1.8 Teoremi kullanılarak benzer bir eşitsizlik yıldızıl fonksiyonlar için de verilebilir.  

3.1.16 Teorem.  





2
2

1
1)( k

k
k

k zazazzf  fonksiyonu D  de yıldızıl ise,  

kkkk z

z
zf

z

z
/2/2 )||1(

||
|)(|

)||1(

||





  

eşitsizliği sağlanır. Eşitlik, (3.9) ile verilen kg  fonksiyonu yardımıyla tanımlanan 

)()( zgzzf kk   fonksiyonları için geçerlidir. 

3.1.17 Sonuç.  





2
2

1
1)( k

k
k

k zazazzf  fonksiyonu D  de konveks olsun. Bu 

takdirde,  
1

0

/2)1( dttr kk
k  olmak üzere 

kr
Df )(D  dır. 

Şimdi, yeniden S  ve K  sınıfına dönelim. Bu sınıflara ait fonksiyonlar için katsayı 

sınırlarını verelim.  

3.1.18 Teorem.  2
2)( zazzf  fonksiyonu D  de yıldızıl ise, her ,...3,2n  için 

nan ||  dir. Eşitlik, f  fonksiyonunun Koebe fonksiyonu ve onun bir rotasyonu olması 

durumunda geçerlidir (Nevanlinna 1920). 

İspat. Sf  olsun. Dz  için Pzfzfzzp  )(/)()(  dir. 2.4.15 Teoremi gereği, 

 zpzp 11)(  denirse, 2|| np  dir. )(zfz   ve )()( zpzf  fonksiyonların seri 

açılımındaki katsayıları eşitlendiğinde ,...3,2n  için, 
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12211)1(   nnnn ppapaan   

bulunur. Buradan tümevarımla,  

)1()121(2||)1(  nnnnan n   

elde edilir. Bu ise, nan ||  olduğunu gösterir. ■ 

Aşağıdaki teorem konveks fonksiyonların katsayı tahminini vermektedir. İspatı 3.1.8 

Teoreminden açıktır. 

3.1.19 Teorem. Kzazzf
n

n
n  

2
)(  ise, ,...3,2n  için 1|| na  dir. Eşitlik, R  

olmak üzere )1/()( zezzf i  fonksiyonu için geçerlidir (Löwner 1923). 

Konveks fonksiyonlar için kullanışlı bir katsayı tahmini Hummel (1957) ve Trimble 

(1975) tarafından elde edilen aşağıdaki sonuçtur. 

3.1.20 Teorem. Dz  için Kzazzf
n

n
n  

2
)(  ise,  

3

||1
||

2
22

23

a
aa


      (3.10) 

dır. 

Aşağıdaki sonuç ilk olarak Nehari (1976) tarafından elde edilmiştir. 

3.1.21 Sonuç. Dz  için Kzazzf
n

n
n  

2
)(  ise, 

3

1
|| 2

23  aa       (3.11) 

dır. Eşitlik, 1||   olması durumunda, 













z

z
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 1

1
log

2

1
)(     (3.12) 
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fonksiyonu için geçerlidir. 

İspat. (3.10) bağıntısından (3.11) eşitsizliği açıktır. Ayrıca, (3.10) bağıntısında 02 a  

ve 3/1|| 3 a  olarak alınırsa, (3.11) bağıntısının eşitlik hali elde edilir. Gerçekten, Dz  

için f  fonksiyonunun Taylor açılımı  3
3)( zazzf  biçiminde olup, Dz  için 





 2
361

)(

)(
1 za

zf

zfz
 

bulunur. Bu fonksiyon P  sınıfına aittir. 2||6 3 a  ve burada birinci dereceli terim 

bulunmadığından, 1||   olmak üzere 

22

22

1

1

)(

)(
1

z

z

zf

zfz











  

bulunur. Bu ise ispatı tamamlar. ■ 

2.3.11 Teoreminde olduğu gibi, belli katsayı bağıntısını sağlayan fonksiyon sınıfları 

yıldızıl ve konveks olabilir. 

3.1.22 Teorem. )(DAf   ve Dz  için 




2
)(

n

n
n zazzf  olsun. Eğer 

1||
2



n nan  ise,  Sf  ve 1||
2

2 

n nan  ise, Kf   dır.  

İspat. f  fonksiyonunun yalınkatlığı 2.3.11 Teoreminde gösterildi. Şimdi f  

fonksiyonunun yıldız olduğunu gösterelim. Dz  için  

|)(|||||||||||)1(|)()(|
22

zfzazzanzfzfz
n

n
n

n

n
n  








 

yazılabilir. Eşitsizliğinin her iki yanını |)(| zf  ile bölünürse, 1|1)](/)([|  zfzfz  ve 

buradan 0)}(/)(Re{  zfzfz  olduğu görülür. Bu ise, f  fonksiyonunun yıldızıl 

olması demektir. ■ 
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Aşağıdaki teorem, yıldızıl fonksiyonlar altında D  dairesinin görüntü bölgesinin alanı ile 

fonksiyonun katsayıları arasındaki bağıntıyı verir. 

3.1.23 Teorem. 




2
)(

n

n
n zazzf  fonksiyonu D  de yıldızıl ve )(Df  bölgesinin 

alanı A  olsun. Bu takdirde, 2n  için  

2/1

1

2
|| 












A

n
an      (3.13) 

dir. 

İspat.  Sf  olduğundan, 
)(1

)(1
)(/)(

zw

zw
zfzfz




  olacak biçimde D  de 1|)(| zw  

özelliğinde bir 




1
)(

n

n
n zwzw  fonksiyonu vardır. Bu eşitlikten  

)()()()}()({ zfzfzzwzfzfz   

veya  
























212

)1()1(2
n

n
n

n

n
n

n

n
n zanzwzanz    (3.14) 

yazılabilir. (3.14) eşitliğindeki katsayılar karşılaştırılırsa, 2n  için 

nnnn anwnawaw )1(32 11221     

bulunur. Böylece (3.14) eşitliğinin sağ tarafındaki na  katsayısı, sadece 121 ,,, naaa   

katsayılarına bağlı gelir. Buradan 2n  için 




















12

1

2

)1()()1(2
nk

k
k

n

k

k
k

n

k

k
k abzakzwzakz   (3.15) 

olur. (3.15) eşitliğinin her iki yanın modülünün karesi alınıp, 1||  rz  çevresi 

üzerinden integralini hesaplar ve 1|)(| zw  eşitsizliği göz önüne alınırsa, 
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1

2

22
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22
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222 ||)1(4||||)1(
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k

nk

k
k

n

k

k
k akrbrak  

elde edilir. 1r  için, 
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22 ||)1(4||)1(
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n

k
k akak  

veya 2n  için, 









 





1

2

222 ||14||)1(
n

k
kn akan      (3.16) 

bulunur. Öte yandan 2.2.1 Teoremi gereği )(Df  görüntü bölgesinin alanı  









 



2

2||1
k

kakA   

bulunur. (3.15) ve (3.16) bağıntılarından 2n  için /4||)1( 22 Aan n   veya  

2/1

1

2
|| 












A

n
an  

elde edilir. ■ 

3.1.24 Tanım. F , S  sınıfının boş olmayan bir alt sınıfı olsun. F  sınıfındaki her bir 

fonksiyon 
)(Fr

D   dairesinde yıldızıl olacak biçimdeki en büyük )(Fr  pozitif sayısına, 

F  sınıfının yıldızıllık yarıçapı denir. Benzer şekilde, F  sınıfındaki her bir fonksiyon 

)(FrK
D  dairesinde konveks olacak şekilde en büyük )(FrK  pozitif sayısına, F  sınıfının 

konvekslik yarıçapı adı verilir. 

Aşağıdaki teorem, S  sınıfına ait fonksiyonların konvekslik yarıçapını verir. 

3.1.25 Teorem. 32)( SrK  dır. 
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İspat. Sf   olduğundan, (2.10) eşitsizliği sağlanır. O halde 1||  rz  için, 

2

2

1

41

)(

)(
1Re

r

rr

zf

zfz















  

bulunur. 320  r  için 041 2  rr  olduğundan, her bir ]32,0[ r  için 

)( rDf  konveks bölgedir. O halde 32)( SrK  dir. 132  r  için 

2)1/()( zzzf  , Dz , fonksiyonu rz ||  çemberini konveks bir bölge üzerine 

resmetmez. Gerçekten,  

2

2

1

14

)(

)(
1

z

zz

zf

zfz








  

ifadesi )32(1  z  özelliğindeki z  reel sayıları için negatif olduğundan, 

32)( SrK  olduğu görülür. Böylece, 32)( SrK  elde edilir. ■ 

H. Grunsky (1933), )(Sr  yıldızıllık yarıçapını 
21

1
log







r

r
 denkleminin bir kökü 

olarak bulmuştur.  

3.1.26 Teorem. )4/tanh()(  Sr  dır.  

3.2 Yalınkatlık Kriterleri 

Bu kısımda, daha önce verilen yalınkatlık kriterlerine ek olarak Schwarzian türevi 

yardımıyla elde edilen yalınkatlık kriterleri verilecektir. İlk olarak Nehari (1949) 

tarafından verilen ve Kraus (1932) tarafından geliştirilen bu kavramı tanımlayalım. 

3.2.1 Tanım. CD:f  fonksiyonu analitik ve yerel yalınkat olsun. f  fonksiyonunun 

Schwarzian türevi, Dz  için  

2

)(

)(

2

1

)(

)(
};{ 


























zf

zf

zf

zf
zf  

biçiminde tanımlanır.  
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Schwarzian türevinin lineer kesirsel dönüşüm altında değişmez kalması önemli bir 

özelliktir. Gerçekten, f  ve g  yerel yalınkat fonksiyonlar olmak üzere, gfh   

bileşke fonksiyonu için, 

};{))()}((;{};{ 2 zgzgzgfzh   

olur. T  lineer kesirsel dönüşümü için 0};{ zT  olduğundan, };{};{ zgzgT   ve 

2))()}((;{};{ zTzTfzTf   elde edilir. 

Bundan başka, konveks fonksiyonların Schwarzian türevinin bir eşitsizliği dikkate 

değerdir. 

3.2.2 Teorem. Kf   ise, Dz  için 

22 )||1(

2
|};{|

z
zf


      (3.17) 

dır. Eşitlik, 1||   olmak üzere  













z

z
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 1

1
log

2

1
)(     (3.18) 

fonksiyonu için geçerlidir. 

İspat. 0z  için (3.17) eşitsizliğini göstermek yeterlidir. D  için 















 3
3

2
22 )()||1(

)(
1

)( 




 bb
zfz

zf
z

z
f

g   (3.19) 

biçiminde tanımlanırsa, g  fonksiyonu D  de konveks ve 3.1.21 Teoremi gereği 

3/1|| 2
23  bb  dür. Basit hesaplamalar sonucunda  

2||6|}0;{||};{)||1(| 2
23

22  bbgzfz  

bulunur. Buradan (3.17) eşitsizliği elde edilir. ■ 
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Schwarzian türevinin yalınkatlık kriterleri, yalınkat fonksiyonlar teorisinde önemli bir 

yere sahiptir. 

3.2.3 Teorem. (i) Dz  için Sf   ise  

22 )||1(

6
|};{|

z
zf


  

dir. 

(ii) CD:f  analitik bir fonksiyon olmak üzere, Dz  için 

22 )||1(

2
|};{|

z
zf


  

ise, f  fonksiyonu D  de yalınkattır. 

İspat. (i) sabit bir Dz  ve keyfi Dt  için, 2.1.3 Teorem (iv) gereği, 















 3
3

2
22 )()||1(

)(
1

)( tbtbt
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zf
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tg  

fonksiyonu S  sınıfına aittir. Buradan, 
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zf

zf
zb  

olarak bulunur. D  için 
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şeklinde tanımlanan   fonksiyonunu göz önüne alalım. Sg   olduğundan,   

fonksiyonu için 20 b  ve 

};{)||1(
6

1 22
3

2
21 zfzbb   

olduğu görülür. 2.2.5 Sonucundan 1|| 1   ve böylece, Dz  için 

22 )||1(

6
|};{|

z
zf


  

elde edilir. Eşitsizlik kesin olup, eşitlik Koebe fomksiyonu için sağlanır. 

Teoremin ikinci kısmının ispatı için J. Becker (1972)’e bakılabilir. ■ 

3.2.4 Teorem. CD:f  analitik bir fonksiyon ve Dz  için  

2
|};{|

2
zf  

ise, f  fonksiyonu D  de yalınkattır (Nehari 1949). 

Burada 2/2  sınırı ideal sınırdır. Çünkü,    için zezf )(  fonksiyonu D  üzerinde 

yalınkat değildir. Bu durumda 2/|};{| 2zf  dir. 

3.2.5 Teorem. CD:f  analitik bir fonksiyon ve 0)0( f  olsun. Eğer Dz  için  

1
)(

)(
)||1( 2 





zf

zfz
z  

ise, f  fonksiyonu D  de yalınkattır (Becker 1972). 

3.2.6 Teorem. CD:f  fonksiyonu analitik ve yerel yalınkat olsun. Dz  için 

2||1

4
|};{|

z
zf
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ise, f  fonksiyonu D  üzerinde yalınkattır (Pokornyi 1951), (Nehari 1979). 

3.2.7 Teorem. CD:f  fonksiyonu analitik ve yerel yalınkat olsun. Dz  için 

2222

2

)||1(

4

)||1(

4
};{

zz

z
zf





  

ise, f  fonksiyonu D  üzerinde yalınkattır (Chuaqui 1995). 
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4. YILDIZIL VE KONVEKS FONKSİYON KAVRAMINDAN HAREKETLE 

TANIMLANAN YALINKAT FONKSİYONLAR  

Bu bölümde, yıldızıl ve konveks fonksiyon kavramlarından hareketle tanımlanan 

yalınkat   mertebeli yıldızıl ve konveks fonksiyonlar, alfa konveks fonksiyonlar, alfa 

spiral fonksiyonlar, gama yıldızıl fonksiyonlar, simetrik noktalara göre yıldızıl 

fonksiyonlar, kompleks mertebeden yıldızıl fonksiyonlar ve konvekse yakın 

fonksiyonların sınıfları tanımlanacak. Bu sınıflara ait fonksiyonların kat sayı, 

distorsiyon ve büyüme özellikleri verilecektir.  

4.1   Mertebeli Yıldızıl ve Konveks Fonksiyonlar 

Bu kısımda ilk olarak Robertson (1936) tarafından verilen, birim dairede normalize 

edilmiş yıldızıl ve konveks fonksiyonların bazı özel alt sınıfları tanımlanarak, bu 

sınıflara ait temel özellikler verilecektir. 

4.1.1 Tanım. CD :f  analitik bir fonksiyon olsun. 10   , 0)0( f  ve 

0)0( f  olmak üzere, Dz  için 








 
)(

)(
Re

zf

zfz
 

ise, f  fonksiyonuna   mertebeli yıldızıl fonksiyon, 













)(

)(
1Re

zf

zfz
 

ise, f  fonksiyonuna   mertebeli konveks fonksiyon denir. 

Dz  için 





2

)(
n

n
n zazzf  biçiminde normalize edilmiş   mertebeli yıldızıl ve 

konveks fonksiyonların sınıfı sırasıyla )(S  ve )(K  ile gösterilir. 3.1.8 Teoreminde 

verilen S  ile K  arasındaki ilişki, )(S  ve )(K  sınıfları arasında da mevcuttur. 

İspatı benzerdir. 
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4.1.2 Teorem. f , D  de normalize edilmiş analitik bir fonksiyon ve Dz  için 

)()( zfzzg   olsun. Bu takdirde, )(Kf   olması için gerek ve yeter şart )(* Sg   

olmasıdır. 

K  ile )(S  sınıfları arasındaki önemli sonuçlardan biri aşağıdaki teoremde verilmiştir. 

İspatı Suffridge (1970)’ye aittir.  

4.1.3 Teorem. Kf   ise )2/1( Sf  dir. Sonuç kesin olup 2/1  sabiti büyütülemez. 

İspat. Kf   olduğundan, 3.1.6 Teoremi gereği D,z  için  

0
)()(

)(2
Re 


















 z

z

fzf

zfz
 

dir. Bu eşitsizlikte 0  konumu yapılırsa, Dz  için 

2

1

)(

)(
Re 







 
zf

zfz
 

bulunur. Harmonik fonksiyonlar için minimum prensibini kullanılarak istenilen sonuç 

elde edilir. Eşitlik )1/()( zzzf   fonksiyonu ve onun rotasyonları için geçerlidir. ■ 

4.1.4 Sonuç. Kf   ise Dz  için 2/1]/)(Re[ zzf  dir. Sonuç kesin olup, sabit 

büyütülemez. 

İspat. Kf   olduğundan (3.1) bağıntısı sağlanır. D,z  için  














zfzf

zfz
zF

)()(

)(
),(  

diyelim. (3.1) bağıntısından D,z  için 2/1),( zF  eşitsizliği elde edilir. D  

sabit tutulup ),( zF , z  değişkenine göre kuvvet serisine açılırsa,  









 z

f
zF

)(

11
1),(
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elde edilir. Bu iki bağıntıyı eşitlersek PzFz  1),(2)(   olur. 2.2.6 Teoremi 

gereği 

1
)(

11


 f
 

eşitsizliği elde edilir. Her iki taraf   ile çarpılırsa, 

1||
)(

1  



f
 

bulunur. Buradan 2/1]/)(Re[ zzf  elde edilir. Eşitlik )1/()( zzzf   fonksiyonu için 

sağlanır. ■ 

4.1.3 Teoreminin Jack (1971)’e ait olan bir genellemesi aşağıda verilmiştir. 

4.1.5 Teorem. )1,0[  ve  

4

8)12(12
)(

2 



  

olmak üzere )(Kf   ise )( Sf  dır. 

Aşağıdaki teorem S  ile )(S  ve )(K  sınıfları arasındaki ilişkiyi verir. İspatı 

sınıfların tanımından açıktır. 

4.1.6 Teorem. )1,0[  olsun.  

(i) Dz  ve )1/(1]/)([)(  zzfzzg  olmak üzere, )(Sf  olması için gerek ve yeter 

şart  Sg  olmasıdır. Burada kuvvet fonksiyonunun dalı 1]/)([
0

)1/(1 



z

zzf   olacak 

şekilde seçilmiştir. 

(ii) Dz  ve )1/(1)]([)(  zfzzh  olmak üzere, )(Kf   olması için gerek ve yeter 

şart  Sh  olmasıdır. Kuvvet fonksiyonunun dalı 1)]([
0

)1/(1 



z

zf   olacak şekilde 

seçilmiştir. 
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4.1.6 Teoremi kullanılarak )1,0[  için   mertebeli konveks fonksiyonlar için 

Robertson (1936)’a ait olan büyüme ve distorsiyon özellikleri verilebilir. 

4.1.7 Teorem. )1,0[  ve 1||  rz  olmak üzere )(Kf   ise, 

)1(2)1(2 )1(

1
|)(|

)1(

1
  


 r

zf
r

    (4.1) 

dır. Eğer 2/1  ise, 

12

)1(1
|)(|

12

1)1( 1212







 



 r
zf

r
   (4.2) 

ve 2/1  ise, 

)1log(|)(|)1log( rzfr      (4.3) 

dir. Yukarıdaki eşitsizlikler kesin olup, eşitlik hali 





















2/1)1log(

2/1
12

)1(1

)(

12








z

z

zf     (4.4) 

fonksiyonu için sağlanır. 

İspat. )(Kf   olsun. Bu durumda 

















 zb
zf

zfz
z 11

)(

)(
1

1

1
)( 


  

fonksiyonu P  sınıfına aittir. Böylece, (3.6) bağıntısından 1||  rz  için 

22

2

1

2

1

1
)(Re

r

r

r

r
z







  

yazılabilir. Buradan, mutlak değer özelliği gereği, 
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r
zf

rr 










1

)1(2
)(log

1

)1(2 
 

bulunur. Her iki tarafın 0  dan r  ye integrali alınırsa, 

)1(2)1(2 )1log()(log)1log(    rzfr  

elde edilir. Bu ise (4.1) eşitsizliğinin sağlandığını gösterir. 2.3.6 Teoremi gereği, 

2/1  için (4.1) bağıntısından (4.2) eşitsizliği elde edilir. Eğer 2/1  ise, (4.1) 

bağıntısı ve 2.3.6 Teoremi birlikte düşünüldüğünde, (4.4) eşitsizliği elde edilmiş olur. ■ 

4.1.6 Teoremi ve (4.1) bağıntısından )(S  sınıfına ait fonksiyonlar için aşağıdaki 

büyüme teoremi elde edilebilir. 

4.1.8 Teorem. )1,0[  ve 1||  rz  olmak üzere, )( Sf  ise Dz  için 

)1(2)1(2 )1(
|)(|

)1(   


 r

r
zf

r

r
 

dır. Sınırlar kesin olup, eşitlik )1(2* )1(),(   zzzk , fonksiyonu için geçerlidir. 

  mertebeli konveks fonksiyonlar için gerek ve yeter şartı ifade eden aşağıdaki teorem, 

Brown (1989) tarafından elde edilmiştir. Bu sonuç, 1||   için D  de konveks bir 

fonksiyonun her ||1||   rz  dairesini konveks bir bölge üzerine dönüştürdüğünü 

gösterir. 

4.1.9 Teorem. )1,0[  ve CD :f  normalize edilmiş analitik bir fonksiyon olsun. 

)(Kf   olması için gerek ve yeter şart, 1||   ve ||1||  z  için  
















)(

)()(
1Re

zf

zfz
 

olmasıdır. 
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İspat. İlk olarak, 1||   ve ||1||  z  için 














)(

)()(
1Re

zf

zfz
 olduğunu 

kabul edelim. Bu eşitsizlikte 0  konumu yapılırsa, )(Kf   olduğu görülür. 

Tersine, )(Kf   ise, 1||  r  özelliğinde belli bir   noktası için  

)(

)(

1
1

zf

zfz
A



















 

olsun. Harmonik fonksiyonlar için minimum prensibi dikkate alınarak, 

rz  1||   için 0Re A  olduğunu göstermek yetecektir. Bunun için   || z  

özelliğinde bir Dz  noktası seçelim. )(Kf   olduğundan, Pp  için  

1
)1)()((





z

zpz
A


    (4.5) 

olarak yazılabilir. P  sınıfının ekstrem noktaları, R  için, 

)1/()1()( zezezp ii 
   fonksiyonları olduğu biliniyor. (4.5) eşitliğinin sağ tarafı P  

üzerinde bir afin dönüşüm olduğundan, A
Pp

Remin


 değerini P  sınıfının bir ekstrem 

noktasında alır (Hallenbeck ve MacGregor 1984).  ier  ve  iez   için, 

gerekli hesaplamalar yapılırsa 





 





1

)1)()((
ReminRe

20 z

zpz
A 




 

])cos(21[|1|min 222

20
rrzei  





 

        0])1[(|1|min 222

20
 





rzei  

bulunur. Bu ise, ispatı tamamlar. ■ 

Son olarak, )(S  ve )(K  sınıflarına ait fonksiyonlar için Robertson (1936)’a ait 

katsayı tahminlerini verelim. 
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4.1.10 Teorem. )1,0[  ve Dz  olsun.  

(i) )()(
2




  Szazzf

n

n
n  ise, ...,3,2n  için, 








n

k
n k

n
a

2

)2(
)!1(

1
||      (4.6) 

dir. Eşitlik, )1(2* )1(),(   zzzk  fonksiyonu için geçerlidir. 

(ii) )()(
2

Kzbzzg
n

n
n  


 ise, ...,3,2n  için, 





n

k
n k

n
b

2

)2(
!

1
||       (4.7) 

dir. Eşitlik (4.4) bağıntısında verilen fonksiyonlar için geçerlidir. 

İspat. p  fonksiyonu 

...1
)(

)(

1

1
)( 2

21 












 zczc

zf

zfz
zp 


  (4.8) 

biçiminde tanımlanırsa, Pp  olur. (4.8) bağıntısından elde edilen 

 )())()1(( zfzp  )(zfz   eşitliğinde seri açılımı yapılır ve .n  dereceli terimlerin 

katsayıları eşitlenirse, ...,3,2n  için 

)....)(1( 12211   nnnnn cacacaan     (4.9) 

bulunur. 2|| nc  olduğu göz önüne alınırsa, 

|)|||1)(1(2||)1( 12  nn aaan   

olur. Bur eşitsizlikten, özel olarak, 
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1
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),23)(22(
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1
|)|1)(22(

2

1
||

,22||

4

23

2













a

aa

a

 

bulunur. Böylece, tümevarımla (4.6) eşitsizliğine ulaşılır. (4.6) eşitsizliğinde özel olarak 

2/1  alınırsa, 1|| na  ve 0  alınırsa, nan ||  olduğu görülür. 

(4.7) eşitsizliğini göstermek için, )()(  Szgz  ve (4.6) bağıntısını dikkate alınmak 

yetecektir. ■ 

Aşağıdaki teorem, )(S  sınıfındaki fonksiyonların integral temsilini vermektedir. 

4.1.11 Teorem. )( Sf  olması için gerek ve yeter şart, Dz  için, 





 


    


 2

0
)()1log(

)1(
exp)( dzezzf i

  (4.10) 

olacak biçimde,  2)0()2(   özelliğinde, azalmayan bir )(  fonksiyonunun 

mevcut olmasıdır. 

İspat. )( Sf  ise,  ])()(Re[ zfzfz  dır. 













 

 )(
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1
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zf

zfz
zp     (4.11) 

denirse, Pp  olur. 2.4.8 Sonucu (Herlogz temsil teoremi) gereği,  2)0()2(   

bağıntısını sağlayan azalmayan bir )(  fonksiyonu için, 
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yazılabilir. (4.11) eşitliğinden, 
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bulunur. Bu ifadenin 0z  noktasından z  noktasına integrali alınıp, 00 z  için limite 

geçilirse, 

 
  


2

0
)()]1log()22([log

2

1
)(log dzezzf i  

olur. Buradan (4.10) bağıntısı elde edilir. ■ 

)(Sf  için )(]/)([)(
0

 Kdfzg
z

   olduğundan 4.1.11 Teoreminden 

aşağıdaki sonuç elde edilebilir. 

4.1.12 Sonuç. 10    ve Dz  olsun. )(Kf   olması için gerek ve yeter şart 

  



 


 z i dzezf

0

2

0
)()1log(

)1(
exp)(

  



  (4.12) 

olacak biçimde  2)0()2(   özelliğinde azalmayan bir )(  fonksiyonunun 

mevcut olmasıdır. 

4.1.13 Teorem. Dz , 10    ve
 




2
)(

n

n
n zazzf  olsun. Eğer 
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nan       (4.13) 

ise, )( Sf  dır. 

İspat. (4.13) bağıntısından 
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yazılabilir. Ayrıca, 
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n
nanz   

olur. Buradan 




 1
)(

)(
1

zf

zfz
 veya  

elde edilir. ■ 

Benzer bir sonuç )(K  sınıfı için aşağıdaki şekilde ifade edilebilir. 

4.1.14 Teorem. , 10    ve
 

 olsun. Eğer 







2

1||)(
n

nann      (4.14) 

ise, )(Kf   dir. 

İspat. (4.14) bağıntısından, 
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yazılabilir. Ayrıca,  
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0)1(||)(||
2









 






n

nannz  

olur. Buradan,  
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1Re
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 1
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elde edilir. ■ 

4.2 Alfa Konveks Fonksiyonlar 

Bu kısımda, Mocanu (1969) tarafından verilen S  sınıfının bir alt sınıfı olan, 

konveks fonksiyonlar sınıfı tanımlanıp bu sınıfın özellikleri üzerinde durulacaktır. 

4.2.1 Tanım. f , D  de analitik bir fonksiyon ve Dz  için 0)(
)(

 zf
z

zf
 olsun. 

R  için 

 
)(

)(
)1(

)(

)(
1;,

zf

zfz

zf

zfz
zfJ














   

olmak üzere, Dz  için  

  0;,Re zfJ       (4.15) 

ise, f  fonksiyonuna  konveks fonksiyon denir.  konveks fonksiyonların sınıfı 

K  ile gösterilir. 

4.2.1 Tanımından, eğer 1  ise,  konveks bir fonksiyon konveks, 0  ise, 

konveks bir fonksiyon aynı zamanda yıldızıl olduğu açıktır. 

Mocanu (1969)  konveks fonksiyonların tanımını geometrik olarak yorumlamıştır. 

Şimdi 10    özelliğindeki   sayıları için Mocanu (1969)’nun bu yorumunu 

verelim. 
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Şekil 4.1 rC  eğrisinin  konveksliği 

f  fonksiyonu D  de, 0)0( f  özelliğinde, analitik ve yalınkat olsun. Ayrıca, )1,0(r  

için rz ||  çemberinin f  altındaki görüntüsünü rC  ile gösterelim. f  fonksiyonu D  

de yalınkat olduğundan, rC  eğrisi, )()(  wrefw i  ,  20  , biçiminde tanımlı 

pozitif olarak yönlendirilmiş bir Jordan eğrisidir (Şekil 4.1). 

Eğer z  noktası pozitif yönde rz ||  çemberi boyunca hareket ettikçe )(arg zf  

artıyorsa, rC  eğrisinin yıldızıl bir eğri ve eğer rC  eğrisinin teğet vektörünün argümenti 

 ,  20  , değişkeninin azalmayan bir fonksiyonu ise, rC  eğrisinin konveks bir 

eğri olduğunu biliyoruz. )(arg)(  iref  konum vektörünün argümenti ve )( , rC  

eğrisinin )( irefw   noktasındaki teğet vektörünün argümenti olsun. )( VV


  

vektörü, rC  eğrisinin )( irefw   noktasındaki teğet vektörü ve konum vektörünün 

arasında kalan açıyı   oranında bölen bir vektör olsun. Bu durumda )(V


 vektörünün 

eğim açısı )()()1(    dır. Eğer bu açı  ,  20  , değişkeninin artan bir 

fonksiyon ise, rC  eğrisi  konveksdir. Bu bağıntının, rz ||  için, 0);,(Re zfJ   

eşitsizliğine denk olduğunu görmek zor değildir. 

4.2.2 Teorem. )(zf  fonksiyonu  konveks olsun. Bu takdirde, 

(i) R  için )(zf  yıldızıldır. 

(ii) 1  ise, )( zf  konvekstir. 
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(iii) 1  ise, )/1(/1)( zfzg   fonksiyonu 1|| z  de konvekstir. 

İspat. (i) D irez  için  

)(

)(
)(

zf

zfz
zp


    ve   

)(

)(
1)(

zf

zfz
zq




  

olarak tanımlanırsa, p  ve q  fonksiyonları D  de analitik olur. Böylece,  

 d

dz
zp

dz

d
zpzp
















)](log[Im)](log[Im)(arg  

      )]()(Re[)](log[Im zpzq
d

dz
zp

dz

d











 

bulunur. 1)0( p  olduğundan, orijinin küçük bir komşuluğundaki her bir çemberin 

)(zpw   altındaki görüntüsü, sağ yarı düzlemde bulunan bir r  eğrisi üzerine dönüşür. 

Ayrıca, w  fonksiyonu altındaki resmi imajiner eksene teğet olan olacak biçimde en 

küçük yarıçaplı || z  çemberi bulmak mümkündür. )||(   zw  ve   eğrisinin 

imajiner eksene teğet olduğu noktaya )( 00 zpw   diyelim. || 0z  olduğu açıktır. 

0)(  zf  olduğundan, 00 w  ve 0z  noktasında teğet olma özelliğinden  

0)(arg 0 



zp


 

ve aynı noktada 0)(Re 0 zp  sonucu elde edilir. Ayrıca, 

0)]()(Re[)(arg 000 



zpzqzp


 

eşitliğinden, 0)(Re 0 zq  bulunur. Böylece, herhangi bir R  değeri için 

0)]()1()(Re[))](,(Re[ 000  zpzqzfJ   
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olur. ))(,( zfJ   analitik fonksiyonu için ))](,(Re[ zfJ   harmonik bir fonksiyon olup, 

D  de negatif değildir. Eğer 0z  noktası D  dairesinin bir iç noktası ise, bu durumda D  

de 0))(,(Re zfJ   dır. Bu ise 1))0(,(Re fJ   olmasıyla çelişir. O halde, 0z  noktası 

D  dairesinin dışında olmak zorundadır. Böylece, D  de 0)(Re zp  olur. Yani her 

R  için f  fonksiyonu D  de yıldızıldır. 

(ii) 1  olduğunu kabul edelim. 0))(,(Re zfJ   olduğundan, yukarıda verilen 

ispatın ilk kısmından  

0)](Re[)1()](Re[  zpzq   

elde edilir. Böylece 1  için f  fonksiyonu D  de konvekstir. 

(iii) 1  olsun. 1z  dönüşümü ile D  de )/1(/1)(  fg   fonksiyonunu 

tanımlayalım. 1||   için, 

0
)(

)(1

)(

)(
)1(Re 






















g

g

g

g
   (4.16) 

bulunur. f  fonksiyonu yalınkat ve yıldızıl olduğundan, g  fonksiyonu da yalınkat ve 

yıldızıldır. 01   için (4.16) eşitsizliğinden  

0
)(

)(1
Re 















g

g
 

elde edilir. Böylece )(g  fonksiyonu 1  için konvekstir. ■ 

Aşağıda  konveks fonksiyonlara ait bazı temel sonuçlar verilecektir. 

4.2.3 Teorem. 1/0    özelliğindeki her R ,  sayıları için KK    

dır. 

İspat. Kf   olsun. Dz  için )(/)()( zfzfzzp   olarak tanımlanırsa, p  

fonksiyonu D  de analitik, 1)0( p  ve 0);,(Re zfJ   şartı  
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0
)(

)(
Re)(Re

)(

)(
)(Re 










 


zp

zpz
zp

zp

zpz
zp   

eşitsizliğine dönüşür. Bu ifade daha kısa olarak, 

0 BA       (4.17) 

biçiminde yazılırsa, her 0z  sabit noktası için   ya göre bir doğru denklemi gösterir. 

4.2.2 Teoreminin ispatı gereği, 0A  dır. Eğer (4.17) bağıntısı belli 0  için doğru 

ise,  0  özelliğindeki her bir   için de doğrudur. Böylece, f  fonksiyonu 

konvekstir. (4.17) bağıntısı   ya göre bir doğru denklemi olduğundan, 0   

olmak üzere   ya göre de bir doğru denklemi olur. Böylece f  fonksiyonu   

konvekstir. Bu ise ispatı tamamlar. ■ 

Bu teorem   sayılarının negatif olması durumunda K  sınıfının genişleyeceğini   

sayılarının pozitif olması durumunda ise K  sınıfının daralacağını gösterir. En geniş 

sınıf  SK0  dır. Aşağıdaki sonuç 4.3.1 Teoreminden elde edilebilir. 

4.2.4 Sonuç. (i) 1  için KK   dır. 

(ii) 10   için KK   dır. 

(iii) Dz  için zzI )(  denirse, }{}{
0

IK 






  dir. 

Aşağıdaki teoremde 0  için K  ve S  sınıfları arasındaki geçiş verilmektedir. 

4.2.5 Teorem. Dz  ve 0  olsun. Eğer Kf   ise, 








 
 S

zf

zfz
zfzF



)(

)(
)()(  

dir. Tersine, SF  ise 
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Kd
F

zf
z









  








0

/1)]([1
)(  

dir. Burada )( zF  kuvvet fonksiyonunun dalı 1
)(

)(

0








 

z
zf

zfz


 olacak şekilde 

seçilmiştir. 

İspat. F  fonksiyonunun logaritmik türevi Dz  için, 

)(

)(

)(

)()(

)(

)(

)(

)(

zf

zf

zfz

zfzzf

zf

zf

zF

zF 


















  

olur. Buradan 


















)(

)(
1

)(

)(
)1(

)(

)(

zf

zfz

zf

zfz

zF

zFz     (4.18) 

bulunur. Böylece Kf   olması, SF  olmasını gerektirir. 

Tersine, ])()()[()( zfzfzzfzF   eşitliğinden )(zf  çekilecek olursa, 0  için 

)(

)(
)()( /1/1

zf

zfz
zfzF


   

olur. Buradan, 

))(()()()(
1 /1

1
/1 zfdzfzfzF

z



 



 

diferansiyel denklemi bulunur. Bu ifadenin her iki yanının 0 dan z  ye integrali alınırsa, 







 







 

z
d

F
zf

0

/1)]([1
)(    (4.19) 

elde edilir. (4.18) bağıntısından Kf   olduğu görülür. ■ 
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2)1/()( zzzk   Koebe fonksiyonunun S  sınıfı için ekstramal fonksiyon olduğu göz 

önüne alınırsa, (4.19) bağıntısından, 













 









 
z

dzk
0 /2

/1

)1(

1
),(  

fonksiyonu da K  sınıfı için bir ekstramal fonksiyon olup, adına  konveks Koebe 

fonksiyonu denir. 

K , 0 , sınıfına ait fonksiyonlar için Miller (1973)’e ait büyüme sonucu aşağıda 

verilmiştir. 

4.2.6 Teorem. 0  ve Kf   ise, irez   için 

),(|)(|),(  rkzfrk      (4.20) 

dir. Burada her iki eşitsizlik de kesindir. 

İspat. Önce rz   alalım. Genel durumda ise, 1||   olmak üzere,  /)( zf  

fonksiyonunu incelemek yeterlidir. Teorem 4.2.5 den SF  ve Dz  için, 







 







 

z
d

F
zf

0

/1)]([1
)(  

fonksiyonu  konvekstir. rz   konumu yapılıp, 0  dan r  ye pozitif reel eksen 

boyunca integral alınırsa,  ie  için 







 







 

r
d

F
rf

0

/1)]([1
)(  

olur. SF  olduğundan, 

22 )1(
|)(|

)1( 









F     (4.21) 

yazılabilir. Bu eşitsizlikten faydalanarak 
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r

drf
0

/21)/1(/1 )1(
1

)]([ 


  

bulunur. ur  değişken dönüşümü ile, 

),()1(
1

|)(|
1

0

/21)/1( rkduruurrf 



 



     

olur.  

(4.20) eşitsizliğin sol tarafını göstermek için orijini izf Re)(   noktasına birleştiren   

doğrusunu göz önüne alalım. f  yıldızıl olduğundan,   doğrusu D  de orijini iez   

noktasına birleştiren bir   Jordan yayının resmidir.   yayının /1)}({ zf  fonksiyonu 

altındaki görüntüsü orijin başlangıçlı doğru parçalarından ibarettir. Her birinin uzunluğu  





 





||

)]([1
|)(|

/1
/1/1 d

d

fd
zfR  

dır. Kf   olduğundan, 4.2.5 Teoremi gereği  





  /1/1 )]([1)]([ F

d

fd
  

dır. ||   için (2.10) dan  

  







 








||)1(

1
||

)]([1 /21)/1(
/1

/1 dd
F

R  

          
r

d
0

/21)/1( )1(
1 


  

ve ru  dönüşümü ile ),(|)(| rkzf    eşitsizliğine ulaşırız. (4.20) bağıntısının 

eşitlik hali ),( zk   fonksiyonunda z  yerine r  ve r  alarak elde edilir. ■ 

4.2.6 Teoreminde  ’nın özel değerleri için ilginç sonuçlar elde edilir. 
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4.2.7 Açıklama Kf   ve irez   olsun. 

(i) 1  için 

r

r
zf

r

r




 1
|)(|

1
 

(ii) 2  için 

2

2

1

1
log

4

1
|)(|][arctan 













r

r
zfr  

(iii) 2  için 





 




 



 



    ddzf

r /21

0

1)/1(

0

/21)/1( )1(
1

)1(
1

|)(|  

bulunur.  

4.2.8 Teorem. 1  olmak üzere, Kf   ise rz ||  )10(  r  için, 

),(|)(|),(  rk
r

zfrk
r 







 

dir. 

İspat. 4.2.5 Teoreminden 

||

|)(||)(|
|)(|

)/1(1/1

z

zfzF
zf

 

  

bulunur. (4.21) ve 4.2.6 Teoreminden 10  r  ve rz ||  için, 

  )/1(1

/1

2
),(

)1(

1
)( 



 










 rk
r

r

r
zf  
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1

0

/21)/1(
/2)/1(1

)1(
1

)1(

1



 



 


 




 


r
d

rr
 

),( rk
r





  

elde edilir. Eşitsizliğin sol tarafı benzer şekilde gösterilir. ■ 

4.3 Alfa Spiral Fonksiyonlar 

4.3.1 Tanım. D  de analitik 





2

)(
n

n
n zazzf  fonksiyonu ve 2/||    özelliğindeki 

  sayısı için, 

0
)(

)(
Re 







 
zf

zfz
ei      (4.22) 

eşitsizliğini sağlıyorsa, f  fonksiyonuna D  de  spiral fonksiyon denir.  spiral 

fonksiyonların sınıfı )(SP  ile gösterilir. 

Aşağıdaki iki sonuç Spacek (1932)’e ait olup, )(SP  sınıfına ait fonksiyonların integral 

temsilini yalınkatlığını verir. 

4.3.2 Teorem. Pp  olmak üzere f )(SP  olması için gerek ve yeter şart, 







 

  

 d

p
ezzf

z
i

0

1)(
cosexp)(     (4.23) 

olmasıdır. 

İspat. f )(SP  olsun. Bu takdirde 0z  noktası civarında  









1

sincos
)(

)(

n

n
n

i zbi
zf

zfz
e      (4.24) 

olur. (4.22) bağıntısı gereği 0cos   ve böylece 2/||    elde edilir. Eğer 2/   

ise zzf )(  olur. Bu yüzden 2/||    olarak alınacak. (4.24) ifadesinden 
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1

)(1sin
)(

)(

cos

1

n

n
n

i zpzpi
zf

zf
ze 


    (4.25) 

yazılabilir. Buradan, f  fonksiyonunun (4.23) bağıntısını sağladığı görülür.  

(4.25) de verilen p  fonksiyonu )1/()1()( zzzp   olarak alınırsa,  cosies 

olmak üzere, f  fonksiyonu  

sz

z
zf

2)1(
)(


      (4.26) 

bulunur. Bu fonksiyona  spiral Koebe fonksiyonu denir. 

4.3.3 Teorem. f )(SP  ise, f  fonksiyonu D  de yalınkattır.  

İspat. f  fonksiyonunun D  de yalınkat olmadığını kabul edelim. Bu takdirde, belli bir 

1||  rz  çemberi üzerinde f  fonksiyonu farklı iki noktada aynı değeri alır. O halde, 

21 tt   )2(mod   açıları ve )1,0(r  sabit sayısı için )()( 21 itit refref   olsun. f  

fonksiyonu sadece 0z  da bir sıfıra sahip olduğundan, 2)(arg  rCf  dir. 

20 21  tt  olarak alınırsa, 21 tt   özelliğindeki   sayıları için irez   

noktalarının f  altındaki görüntüsü olan   basit kapalı bir eğri olup orijini çevrelemez. 

Böylece, )(loglog zfw   fonksiyonu   üzerinde tek değerli ve 

)(log)(log 21 titi refref   dir. O halde, irez   için 

 








2

1

2

1 )(

)(

)(

)(
)(log0

t

t

t

t
d

zf

zf
zid

d

dz

zf

zf
dzzf

dz

d 


 

elde edilir. Halbuki, (4.22) eşitsizliğinden integrali alınan fonksiyonun değeri, orijinden 

geçen bir doğrunun bir tarafında kalan yarı düzlem içinde kalır. Böylece integralin 

değeri sıfır olamaz. O halde f  fonksiyonu yalınkattır.  

Zamorski (1960)’ye ait olan aşağıdaki sonuç, )(SP  sınıfına ait fonksiyonların katsayı 

bağıntısını verir. 
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4.3.4 Teorem. f )(SP  ise, 





2

)(
n

n
n zazzf  için 

















1

1

2/122
1

1

)cos4)1((
)!1(

1|12|
||

n

k

n

k
n kk

nk

sk
a   (4.27) 

dir. Eşitsizlik 2n  için kesin olup, eşitlik (4.26) da verilen f  fonksiyonu ve onun 

rotasyonları için geçerlidir.  

İspat. f )(SP  olsun. 




  zi d
p

p
ezI

0 )(

1)(
cos)( 


  

olmak üzere, 4.3.2 Teoremi gereği )()( zIezzf   biçminde yazılabilir.  cosies   için 

)]1)((1[)( )(   zpsezf z  

ve 











)1)((1
]1)((1[

)(

)(
)(

)(

zps
ze

zpsez

zf

zf
z

z

z

  (4.28) 

olur. Pp  olduğundan, 

)(1

)(1
)(

zb

zb
zp




     veya    
)(1

)(2
1)(

zb

zb
zp


  

olacak şekilde Schwarz lemmasının şartlarını sağlayan bir )(zb  fonksiyonu vardır. 

(4.28) bağıntısı kullanılarak, 

)]()()12)[(()()( zfzzfszbzfzfz   

bulunur. Eğer 




1
)(

k

k
k zbzb  ise,  

k
k

k
k

k
k zakzaskzb 





















111

)1()12(  
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yazılabilir. Buradan, 
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1
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)12()1()12(
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k
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k
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k
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n

k

n

k

k
k

k

k
k zaskzbzakzaskzb  

  





11

)1(
nk

k
k

k
k

n

k

zczak  

olur. Burada, kc  katsayılarına ihtiyaç olmadığından açıkça yazılmadı. irez   konumu 

yapılıp   üzerinden integral ve 1r  için limit alınırsa, 
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k
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olur. Böylece, 
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k
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veya 







1

1

2
2

2

||
)1(

cos4
||

n

k
kn ak

n
a


     (4.29) 

bulunur. 11 a  olduğu dikkate alınırsa, bu eşitsizlikten 

cos2|| 2 a     ve   2/12
3 )cos81(cos||  a  

elde edilir. Bu sınırlar teoremde ifade edilen sınırlardır. (4.27) bağıntısını göstermek 

için tümevarım metodu kullanılacak. (4.27) bağıntısı )1...,,3,2(,  nmm  için doğru, 

yani  









1

1

|12|
||

m

k
m k

sk
a  

olsun. (4.29) gereği 1 nm  için, 
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 (4.30) 

elde edilir. na  için (4.29) bağıntısı ve tümevarım hipotezinden,  
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olur. (4.30) bağıntısı kullanılarak,  
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bulunur. 1 nk  olduğunda sağ taraftaki ikinci çarpan 222 /]cos4)1[( kkk   olur. 

Böylece (4.27) bağıntısı elde edilir. Sınırların kesinliğini görmek için )2/,2/(    

olmak üzere )()1/()( 2 SPzzzF s   fonksiyonunu dikkate almak yeterlidir. 

Gerçekten, 
















2

1

1
2

12

)1(
)(

n

n
n

k
s

z
k

sk
z

z

z
zF  

dir.  

4.4 Gama Yıldızıl Fonksiyonlar 

Bu kısımda, ilk olarak Lewandowski, S. Miller ve Zlotkiewicz (1974) tarafından 

tanımlanan gama-yıldızıl fonksiyonların sınıfı üzerinde kısaca durulacak.  

4.4.1 Tanım. D  dairesinde analitik 




2
)(

n

n
n zazzf  fonksiyonu, her }0{Dz  

için 0)( zf , 0)(  zf  ve 0
)(

)(
1 












zf

zfz
 şartlarını sağlasın. R  olmak üzere,  

  0
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)(
1

)(

)(
Re),(Re
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zf

zfz

zf

zfz
zfI    (4.31) 

ise, f  fonksiyonuna gama-yıldızıl denir ve bu fonksiyonların sınıfı  S  ile gösterilir.  

Ayrıca, (4.31) eşitsizliği yerine 

2)(

)(
1arg

)(

)(
arg)1(

 

















 


zf

zfz

zf

zfz
   (4.32) 

eşitsizliği de alınabilir. Eğer 0  ise,   SS0  ve 1  ise, CCS  1  dir. Bu 

sınıf ileride incelenecektir. 

4.4.2 Teorem. R  olmak üzere,   SS  dir. 

İspat. Dz  için  Sf   olsun. w  fonksiyonunu  
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)(1

)(1

zf

zfz

zw

zw 





     (4.33) 

biçiminde tanımlayalım. Buna göre, 0)0( w  ve 1)( zw  olup, w  meromorf bir 

fonksiyondur. Dz  için 0)( zR  olmak üzere )()()( ziezRzw   olsun. D0z  

noktasını 

  1|)(|||||:|)(|max 00  zwzzzw     (4.34) 

olacak biçimde seçelim. Böylece irez   için, 0
)( 0 





zR

, 
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zRz

i
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zR

zR

zw

zw
 

ve buradan 













 )()(

)(

)( zR

R

iz

zw

zwz
 

elde edilir. 0zz   için bu durum,     )()()( 0000 zzwzwz  olup, )(/)( 000 zwzwz   

bir reel sayıdır. Eğer 0)( 0   z  ise )(zw , 0z  noktasında yerel yalınkat olur. Bu 

durum (4.34) ifadesini çelişkiye götürür. O halde, 0)( 0   z  olmalıdır. Yani, 




)(

)(

0

0
0 zw

zw
z       (4.35) 

dir. 1|)(| 0 zw  ve 1)( 0 zw  olduğundan 0  reel sayısı için, 

i
zw

zw





)(1

)(1

0

0      (4.36) 

dir. Ayrıca (4.31) ve (4.33) bağıntılarından, 

  0
)(1

)(

)(1

)(

)(

)(

)(1

)(1

)(1

)(1
Re),(Re

1
































 

















 


zw

zw

zw

zw

zw

zw
z

zw

zw

zw

zw
zfI  
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olur. Burada (4.35) ve (4.36) eşitlikleri kullanılırsa, 

    0
1

2
Re),(Re 1

0 



























 





 iiizfI  

elde edilir.   2//1    denirse, 0  olur. Böylece, 

  0)|||Re(|])()Re[(),(Re 11
0   iiizfI    

bulunur.  Sf   olduğundan bu durum mümkün değildir. O halde, D  dairesinde 

1|)(| zw  olmak zorundadır. Dolayısıyla Szf )(  dir.  

4.4.3 Teorem.  0  veya 0  ise,   SS   dir. 

İspat. 0  durumu önceki teoremde gösterildi. Şimdi  0  olması durumunda 

teoremin doğruluğunu gösterelim.  Sf   olsun. Bu durumda 

)(
)(

)(
1

)(

)(
1

zp
zf

zfz

zf

zfz



















 
 

    (4.37) 

olacak biçimde bir Pp  fonksiyonu vardır. 4.4.2 Teoremi gereği, Sf  olduğundan, 

)(
)(

)(
zq

zf

zf
z 


     (4.38) 

olacak biçimde bir Pq  fonksiyonu vardır. (4.37) eşitliğinin  /  ve (4.38) eşitliğinin 

de )/(1   kuvveti alınıp taraf tarafa çarpılırsa, 

)()]([)]([
)(

)(
1

)(

)( /1/

1

zzqzp
zf

zfz

zf

zfz



















  





  (4.39) 

olur. p  ve q  fonksiyonları P  sınıfına ait olduğundan, 2.4.2 Teoremi gereği P  dir. 

Bu ise, teoremin ispatını tamamlar.  
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4.4.4 Tanım. D  dairesinde analitik 




2
)(

n

n
n zazzf  fonksiyonu, her Dz  için 

0
)(


z

zf
, 0)(  zf  ve 0

)(

)(
1 





zf

zfz
 şartlarını sağlasın. R,  olmak üzere,  

0
)(

)(
1

)(

)(
Re 






























 


zf

zfz

zf

zfz
    (4.40) 

ise, f  fonksiyonuna ),( S  sınıfına aittir denir. 

Özel olarak,   SS )0,1( , KS  )1,0(  ve R  için   SS  ),1(  dır. (4.40) 

bağıntısı yerine 

2)(

)(
1arg

)(

)(
arg

 

















 
zf

zfz

zf

zfz
   (4.41) 

bağıntısı da alınabilir. 

4.4.5 Teorem. }1|:|)0,{(},3414:),{(   ZnnnL

}1|:|),0{(    olmak üzere L),(   ise 

  SS ),(        (4.42) 

dır (Miller 1976). 

Aşağıdaki teorem 4.4.5 Teoreminin daha genel halini vermektedir. 

4.4.6 Teorem. 10  t  ve L),(   ise, ],1)1[(),( ttSS     dir. 

İspat. ),( Sf  ise, Dz  için 

)(
)(

)(
1

)(

)(
zp

zf

zfz

zf

zfz



















 


    (4.43) 

olacak şekilde Pp  vardır. 4.4.5 Teoremi gereği,  
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)(
)(

)(
zq

zf

zfz



      (4.44) 

dir. (4.43) bağıntısının .t  kuvveti ile (4.44) bağıntısının ).1( t  kuvveti taraf tarafa 

çarpılırsa,  

)()]([)]([
)(

)(
1

)(

)( 1

1)1(

zrzqzp
zf

zfz

zf

zfz tt

tt



















  
 

 

bulunur. )(zr  fonksiyonunun verilişinden,  

22
)1(

2
|)(arg|)1(|)(arg||)(arg|


 ttzqtzptzr  

elde edilir. Böylece, 1)0( r  ve 0)(Re zr  olur. Bu ise, ],1)1[( ttSf     

olduğunu gösterir.  

4.4.7 Sonuç.  ve  ise, 

(i)  0  veya 0   ve L),1(   ise ),1(),1(    SS  dır. 

(ii)  0  veya 0   ise, her   reel sayısı için,   SSS ),1(),1(   

dır. 

4.5 Simetrik Noktalara Göre Yıldızıl Fonksiyonlar 

Bu kısımda, ilk olarak Sakaguchi (1958) tarafından tanımlanan ve Stankiewicz (1965) 

tarafından geliştirilen, simetrik noktalara göre yıldızıl fonksiyonların sınıfı tanımlanıp 

bu sınıfın özellikleri incelenecek. 

4.5.1 Tanım. D  dairesinde  

0
)()(

)(
Re 












zfzf

zfz
     (4.45) 

10  t L),( 
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şartını sağlayan 




2
)(

n

n
n zazzf  fonksiyonuna simetrik noktalara göre yıldızıl 

fonksiyon denir. Bu fonksiyonların oluşturduğu sınıf S  ile gösterilir. 

Sf  ise )()( zfzg   ile tanımlanan )(zg  fonksiyonu da S  sınıfına aittir. (4.45) 

bağıntısı gereği,  

)(
)()(

)(2
zp

zfzf

zfz





     (4.46) 

olacak şekilde bir Pp  fonksiyonu vardır. (4.46) bağıntısında z  yerine z  yazılırsa,  

)(
)()(

)(2

)()(

)(2
zp

zgzg

zgz

zfzf

zfz









   (4.47) 

elde edilir. (4.46) ve (4.47) bağıntıları birlikte düşünülürse, 2/)( gfh   

fonksiyonunun yıldızıl olduğu görülür.  
z

dhz
0

1 )()(   fonksiyonu D  dairesinde 

normalize edilmiş yalınkat bir fonksiyondur. (4.46) eşitliğinden )(z  fonksiyonu için 

0)}(/)(Re{  zzf   eşitsizliği sağlanır. Bu durum, simetrik noktalara göre yıldızıl 

fonksiyonların sınıfının, konvekse yakın fonksiyonların sınıfının bir alt sınıfı olduğunu 

gösterir. 

4.5.2 Teorem. Sf  olması için gerek ve yeter şart  

  
z

ddpppzf
0 0

1 }]2)()([
2

1
){exp()( 


 (4.48) 

olacak şekilde bir Pp  fonksiyonunun mevcut olmasıdır (Stankiewicz 1965). 

İspat. Sf  ise, (4.46) ve (4.47) bağıntılarından, )(/)()(/)( zpzpzfzf   ve  

)(

)()(
)(

zp

zfzp
zf


      (4.49) 

bulunur. Böylece (4.46) eşitliğinden )(/)]()()(2[)( zpzpzfzfzzf   elde edilir. 

Bu eşitliğin her iki yanının türevi alınırsa,  
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2

2

)]([

)()()()(2)()(2)()(2
)(

zp

zfzpzfzpzzfzpzfzzp
zf


   (4.50) 

eşitliği elde edilir. (4.49) ve (4.50) eşitliklerinden 

z

zpzp
zq

2

2)()(
)(


    ve   

)(

)(
)(

)(

)(

zp

zp
zq

zf

zf 





 

bulunur. Gerekli hesaplamalar sonucunda (4.48) eşitliği elde edilir. 

Tersine, f  fonksiyonunun (4.48) bağıntısını sağladığını kabul edelim. (4.48) 

eşitliğinden  

 
z

dqzpzf
0

)(exp)()(      (4.51) 

elde edilir. Böylece, D  dairesinde 0)(  zf  dır. Ayrıca  

  
z

ddqpzf
0 0

)(exp)()( 


   (4.52) 

dır. (4.48) ve (4.52) birlikte düşünülürse 

  
z

ddqppzfzf
0 0

)(exp)]()([)()( 


  (4.53) 

elde edilir. (4.51) ve (4.53) den )(/)(2)()( zpzfzzfzf   bulunur. Dolayısıyla f  

fonksiyonu S  sınıfına aittir.  

4.5.3. Teorem. 




2
)(

n

n
n zazzf  fonksiyonu 1|| z  için yalınkat ve simetrik 

noktalara göre yıldızıl olsun. Bu takdirde 2n  için, 

1|| na  

dir. Eşitlik 1||   olmak üzere )1/()( zzzf   fonksiyonu için geçerlidir. 

İspat. (4.46) eşitsizliğinden, 
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)1(2

1

)()(

)(

z

z

zfzf

zfz








 

yazılabilir. Diğer yandan, 1|| z  için )()( zfzf   ifadesi tek fonksiyon ve orijine 

göre yıldızıl olduğundan, )1/(2)()( 2zzzfzf   bulunur. Buradan 

2)1/()( zzzfz   elde edilir. Bu ise, ispatı tamamlar.  

4.6 Kompleks Mertebeden Yıldızıl Fonksiyonlar 

Bu kısımda Nasr (1977) ve Aouf (1988) tarafından tanımlanan kompleks mertebeden 

yıldızıl fonksiyonların sınıfı ve özellikleri üzerinde durulacaktır. 

4.6.1 Tanım. 0b  ve Cb  olsun. D  dairesinde 0/)( zzf  ve  

01
)(

)(1
1Re 






















zf

zfz

b
    (4.54) 

şartlarını sağlayan )(zf  analitik fonksiyonuna ).1( b  mertebeden yıldızıl fonksiyon 

denir. Böyle fonksiyonların sınıfı )1( bS   ile gösterilir. 1b  için,   SS )0(  ve 

10   olmak üzere, 1b  için )(S  sınıfı elde edilir.  

4.6.1 Tanımı; “ )1( bSf    olması için gerek ve yeter şart,  

1]1)([
)(

)(



zpb

zf

zfz
    (4.55) 

olacak biçimde bir Pp  fonksiyonunun mevcut olmasıdır” biçimde de ifade edilebilir. 

(4.55) eşitliği ve reel kısmı pozitif fonksiyonlar için verilen Herlogz temsilinden 

faydalanarak, aşağıdaki teoremin ispatı kolayca elde edilir. 

4.6.2 Teorem. )1( bSf    olması için gerek ve yeter şart, 

  



2

0
)()1log(2exp)( tdzebzzf it    (4.56) 
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olacak biçimde 1)(
2

0



 td , Pzptdzeze itit   )()()1(/)1(

2

0


  eşitliklerini 

gerçekleyen azalmayan bir )(t  fonksiyonu var olmasıdır.  

4.6.2 Teoremi ve S  sınıfındaki fonksiyonlar için temsil teoreminden aşağıdaki sonuç 

elde edilebilir. 

4.6.3 Sonuç. )1( bSf    olması için gerek ve yeter şart, Dz  için, 

bzzgzzf ]/)([)(   olacak şekilde bir Sg  fonksiyonunun var olmasıdır. 

4.6.4 Teorem. 0Re b  olmak üzere ,3,2n  için, )1()(
2

bSzazzf
n

n
n  

  

ise, 










2

0

|2|
)!1(

1
||

n

m
n mb

n
a      (4.57) 

dir. Eşitlik,  























 








2

02
2 1

2

)1(
)(

n

m

n

n
b

z
m

mb
z

z

z
zf   (4.58) 

fonksiyonu için sağlanır. 

İspat. )1( bSf    ise, 

   








122
)1()()12(2

nk

k
k

n

k

k
kk

k
k zdzakzwzakbbz  

olacak şekilde Schwarz lemmasını sağlayan )(zw  analitik fonksiyonu vardır. 1|)(| zw  

olduğundan, 

 








122
)1()12(2

nk

k
k

n

k

k
kk

k
k zdzakzakbbz   (4.59) 

bulunur. (4.59) eşitsizliğinin her iki yanının karesi alınıp, 1||  rz  çevresi üzerinden 

integrali hesaplanır ve 1r  için limiti alınırsa, 
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1

2

222222 ||])1(|12|[|2|||)1(
n

k
kn akkbban   (4.60) 

eşitsizliği elde edilir. 0Re b  olduğundan, ||2|| 2 ba  , !2/|12||2||| 3  bba  ve 

tümevarımla, ,3,2n  için (4.57) eşitsizliği elde edilir.  

4.6.5 Tanım. 0b  ve Cb  olsun. D  dairesinde 0)(  zg  ve  

0
)(

)(1
1Re 













zf

zfz

b
     (4.61) 

şartlarını sağlayan f  analitik fonksiyonuna .b  mertebeden konveks fonksiyon denir. Bu 

fonksiyonların sınıfı )(bC  ile gösterilir.  

4.6.1 Tanımı ve 4.6.5 Tanımından, )(bCf   olması için gerek ve yeter şart 

)1( bSfz    olduğu görülebilir. 

4.7 )(C  Sınıfı 

4.7.1 Tanım. 10    ve 2/2/    olmak üzere, Dz  için  

 











)(

)(
1Re

zf

zfz
ei     (4.62) 

olacak biçimde  ,  sayıları varsa, f  fonksiyonuna )(C  sınıfına aittir denir. 0  

için )0(C  sınıfı   mertebeden konveks fonksiyonların )(K  sınıfını verir. 0  için 

)(zfz   fonksiyonu  spiral fonksiyonların sınıfına aittir. 

4.7.2 Teorem. )(C  sınıfının konvekslik yarıçapı,  

122 )sin)((cos       (4.63) 

dir.  

İspat. 4.7.1 Tanımından  
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]sin)()[(cos
)(

)(
1  




  izpe
zf

zfz i   (4.64) 

olacak şekilde bir Pp  vardır. )()()( zivzuzp   denirse, (4.64) eşitliğinin sağ 

tarafının reel kısmı, 

 cossin]sin)(cos)()[(cos 2  zvzu  

bulunur. Robertson (1965) Pzivzu  )()(  ise,  

2

2

||1

||2cos)||1(
sin)(cos)(

z

zz
zvzu





  

olduğunu göstermiştir. Bundan faydalanarak, 

12222 ]||1)][cos2sin(cos||)cos22(||1[
)(

)(
1Re 











 zzz
zf

zfz   

elde edilir. Eşitsizliğin sağ tarafı 122 )sin)((cos||  z  için pozitiftir.  

4.7.3 Teorem. 2/2/   , 10    olmak üzere  ie  olsun. )(Cf   

olması için gerek ve yeter şart   cos)cos(  ve Dz  için  

)())(()(
0

 


   Cdfzf
z

     (4.65) 

olmasıdır. 

İspat. )(zf  fonksiyonunun birinci ve ikinci türevleri 
 ))(()( zfzf  , 

)())(()( 1 zfzfzf  
   dir. Buradan, 

)1(
)(

)(
1

)(

)(
1 



 















zf

zfz

zf

zfz
   (4.66) 

elde ederiz.  ie  alınırsa, 
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e
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veya  

 



 cos)cos(
)(

)(
1Re

)(

)(
1Re )( 








































zf

zfz
e

zf

zfz
e ii  

elde edilir. )(Cf   olduğundan, son eşitlik  

  


















 cos)cos(cos)cos(
)(

)(
1Re

zf

zfz
ei   

olur. 4.7.1 Tanımı gereği )(  Cf  bulunur. (4.66) bağıntısından,  




 

 

















1

)(

)(
1

1

)(

)(
1

zf

zfz

zf

zfz
 

bulunur. )(  Cf  olduğundan,  







 





















 cos
)cos(1

)(

)(
1Re

zf

zfz
ei  

yazılabilir. Bu ise, )(Cf   olması demektir.  

4.7.4 Sonuç.   reel bir sayı olsun. Bu takdirde, Kf   olması için gerek ve yeter şart 

)1(  Kf  olmasıdır. 

İspat. 4.7.3 Teoreminde 0   ve    alınırsa, istenilen sonuç elde edilir.  

4.7.5 Sonuç. )(Kf   olması için gerek ve yeter şart ))1(1(  Kf  olmasıdır. 

İspat. 4.7.3 Teoreminde 0   ve    alınırsa, istenilen sonuç elde edilir.  
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4.8 Konvekse Yakın Fonksiyonlar 

Bu kısımda konveks fonksiyonlarla dolaylı olarak ilgili olan konvekse yakın 

fonksiyonların sınıfı tanımlanıp, bu sınıfın bilinen özellikleri üzerinde durulacaktır. Bu 

sınıfı tanımlamadan önce Noshiro ve Warchawski (1935) tarafından verilen bir 

yalınkatlık kriterini verelim. 

4.8.1 Yardımcı Teorem. D , C  de konveks bir bölge olsun. )(DAf   fonksiyonu D  

bölgesinde 0)(Re  zf  şartını sağlıyorsa, f  fonksiyonu D  bölgesinde yalınkattır. 

İspat. 21 zz   olacak şekilde Dzz 21,  ve  , D  de 1z  ve 2z  noktalarını birleştiren 

doğru parçası olsun. Bu durumda   yolu 21)1()( tzzttz  , 10  t , parametrik 

denklemi ile verilir. Her ]1,0[t  için Dtz )(  olduğundan, 

 
1

0
1212 ))(()()()()( dttzfzzdfzfzf


  

bulunur. Hipotez gereği  

0))]((Re[
)()(

Re
1

0
12

12 










 dttzf
zz

zfzf
 

elde edilir. Buradan )()( 12 zfzf   olup, bu ise ispatı tamamlar. ■ 

Ozaki (1935) ve Kaplan (1952), 4.8.1 Yardımcı Teoremini kullanarak aşağıdaki 

yalınkatlık kriterini elde etmişlerdir. 

4.8.2 Yardımcı Teorem. D , C  üzerinde bir bölge, f  ve   fonksiyonları D  

bölgesinde analitik,   fonksiyonu D  bölgesinde yalınkat ve )(D  konveks bir bölge 

olsun. Bu durumda Dz  için, 

0
)(

)(
Re 











z

zf


 

ise, f  fonksiyonu D  de yalınkattır. 
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İspat.   fonksiyonu D  bölgesinde yalınkat, )(D  konveks bir bölge ve 

0)](/)(Re[  zzf   olsun. BD )(  olmak üzere, Bzw  )(  için 

))(()( 1 wfwg    

fonksiyonunu göz önüne alalım. Buradan ters fonksiyonun türevi gereği,  

)(

)(
)()())(()( 11

z

zf
wwfwg







   

bulunur. Böylece 0)(Re  wg  olup, 4.8.1 Yardıncı Teoremi gereği, g B  de yalınkattır. 

O halde ))(()( zgzf   fonksiyonu da D  de yalınkattır. ■ 

4.8.3 Tanım. )(DAf   olsun. Her Dz  için, 

0
)(

)(
Re 











zg

zf
    (4.67) 

olacak biçimde D  üzerinde tanımlı g  konveks fonksiyonu varsa, f  fonksiyonuna D  

üzerinde konvekse yakın fonksiyon denir. 

4.1.6 Teoremi kullanılarak, (4.67) şartı, D  üzerinde tanımlı yıldızıl bir h  fonksiyonu 

için 

0
)(

)(
Re 







 
zh

zfz
    (4.68) 

biçiminde verilebilir. Böylece, D  de yıldızıl olan bir f  fonksiyonunun aynı zamanda 

konvekse yakın bir fonksiyon olduğu açıktır. D  de tanımlı normalize edilmiş konvekse 

yakın fonksiyonların sınıfını C  ile gösterelim. Buradan, SCSK    olduğunu 

görmek zor değildir.  

Reade (1955-56), konvekse yakın fonksiyonların katsayılarının Bierbach tahminini 

sağladığını göstermiştir.  
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4.8.4 Teorem.  2
2)( zazzf  fonksiyonu D  de konvekse yakın bir fonksiyon 

olsun. Bu durumda, her ,3,2n  için, nan ||  dir. nan ||  eşitliği f  fonksiyonunun 

Koebe fonksiyonu ve onun bir rotasyonu olması durumunda geçerlidir. 

İspat. Cf   olduğundan, Dz  için  

0
)(

)(
Re 










zh

zf
 

eşitsizliğini sağlayan bir h konveks fonksiyonu vardır. Buradan 0)]0(/1Re[ h  olup, 

)0(arg h  denirse, 2/||    bulunur. Dz  için, 

)0(

)0()(
)(

h

hzh
zg




  

fonksiyonunu tanımlayalım. Bu durumda, Kg   ve  











0)(

)(
)(

n

n
ni
zq

zge

zf
zq   

fonksiyonunu tanımlanırsa, ieq 0  ve 0)(Re zq  bulunur. Ayrıca Dz  için, 




 zp
izq

zp 11
cos

sin)(
)(




 

olarak alınırsa, Pp  ve 1n  için cosnn pq   olduğu kolayca görülür.  

  n
n zczczzg 2

2)(  

denirse, )(zf   ve )()( zqzgei   kuvvet serilerinin katsayılarını eşitlersek 

]2)2()1([ 1222211 
  nnnn

i
n

i
n qqcqcnqcnencena   

bulunur. Pp  olduğundan, ,...3,2n  için 2|| np  olduğu dikkate alınırsa, 

2cos2||  nq  olur. Kg   ve ,...3,2n  için 1|| nc  olduğundan,  



98 

 

2222)2(2)1(2|| nnnnan n    

yazılabilir. Dolayısıyla ,3,2n  için nan ||  elde edilir. ■ 

Konvekse yakın fonksiyonların Kaplan (1952)’a ait geometrik karekterizasyonuna 

geçmeden önce teoremde kullanılacak aşağıdaki sonucu verelim. 

4.8.5 Yardımcı Teorem. RR:v  fonksiyonu Rt  için 

 2)()2(  tvtv      (4.69) 

ve her 21 tt   için 

 )()( 21 tvtv      (4.70) 

şartlarını sağlasın. Bu takdirde, Rt  için, 

 2)()2(  twtw      (4.71) 

ve  

2
|)()(|


 tvtw      (4.72) 

şartlarını sağlayan azalmayan bir RR:w  fonksiyon vardır. 

İspat. w  fonksiyonunu  

2
)(sup)(





svtw

ts
     (4.73) 

biçiminde tanımlayalım. Buna göre, w  fonksiyonunun R  üzerinde azalmayan bir 

fonksiyon olduğu açıktır.  2)()2(  tvtv  olduğundan, 

 2)(
2

)2(sup)2( 


twsvtw
ts

 

elde edilir. Öte yandan, ts   için  )()( tvsv  olduğundan,  
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2
)()(


 tvtw  

olduğu görülür. Ayrıca (4.70) bağıntısından 

2
)()(sup)(





twsvtv

ts
 

yazılabilir. Son iki eşitsizlik birlikte düşünülürse, (4.72) eşitsizliği elde edilir.  

Aşağıdaki teorem konvekse yakın fonksiyonların analitik temsilini verir. 

4.8.6 Teorem. f  fonksiyonu D  dairesinde 01)0()0(  ff  şartını sağlayan yerel 

olarak yalınkat analitik bir fonksiyon olsun. f  fonksiyonunun konvekse yakın bir 

fonksiyon olması için gerek ve yeter şart, )1,0(r  için irez   olmak üzere, 

 20 12   eşitsizliğini sağlayan her 1  ve 2  reel sayıları için  

















 d
zf

zfz2

1 )(

)(
1Re     (4.74) 

eşitsizliğinin sağlanmasıdır. 

İspat. f  konvekse yakın bir fonksiyon olsun. )(zf   ve )(z   fonksiyonlarının D  de 

kutbu olmadığından 10  r  olmak üzere irez   için 

)(arg)( zfzp   ve )(arg)( zzq    

fonksiyonları tanımlanabilir. Her iki fonksiyon sürekli olup 2  periyoduna sahiptir. 

Ayrıca (4.66) bağıntısı gereği her Dz  için  

2
|)()(|


 zqzp      (4.75) 

olacak şekilde )(zp  ve )(zq  fonksiyonları için uygun dallar seçilebilir. Şimdi  

)(arg)(),( zfzreprP i       (4.76) 
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ve 

)(arg)(),( zzreqrQ i       (4.77) 

fonksiyonlarını tanımlayalım.  

),(),( 21  rQrQ       (4.78) 

olur. Çünkü )](arg[ 00 zz  , )( 0z  da 0|| rz   eğrisinin resminin normal vektörünün 

argümentidir ve )(z  konveks olduğu için bu normal, sürekli olarak saat yönünün 

tersine döner. Herhangi 21 ,  ve 0r  için 

)],(),([]),(

),([)],(),([

),(),(),(),(

1111

2222

112212






rqrprq

rqrqrp

rprprPrP





 

yazılabilir. Eğer  20 12   ise, eşitliğin sağ yanındaki ilk ve son ifadelerde (4.75) 

ve ortadaki ifadede (4.78) eşitsizlikleri kullanılırsa,  

 
2

0
2

),(),( 12 rPrP    (4.79) 

elde edilir ve (4.76) bağıntısı gereği, 




 


 











 ),(),(
)(

)(
1Re 12

2

1

rPrPd
ref

ref
re

i

i
i  (4.80) 

bulunur. Böylece (4.66) eşitsizliğinin (4.74) eşitsizliğini gerektirdiği gösterilmiş olur. 

Tersine, f  fonksiyonu D  de yerel yalınkat ve (4.74) bağıntısını sağlasın. f  

fonksiyonunun konvekse yakın olduğunu göstermeliyiz. Bunun için f  fonksiyonu D  

dairesinin sınırı üzerinde de analitik ve 4.8.5 Yardımcı Teoreminde ),1()(  Pv   kabul 

edelim. (4.76) ve (4.80) ifadelerinden )(v  4.8.5 Yardımcı Teoreminin şartlarını sağlar. 

w , 4.8.5 Yardımcı Teoreminde tanımlanan fonksiyon olmak üzere, 
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2

0 2

2

)cos(21

))(()1(

2

1
),( d

rr

wr
rq    (4.81) 

fonksiyonu D  de sürekli olarak sınıra genişletilebilen harmonik bir fonksiyondur ve 

  )(),1( wq  dır. 

 












2

0 2

2

)cos(21

)()1(

2

1
),(),( d

rr

wr
rqrQ   (4.82) 

fonksiyonunu göz önüne alalım. ),( rQ  fonksiyonunun her sabit r  için   değişkenine 

göre monoton artan olduğunu göstermek istiyoruz. Bunun için 

 












2

0 2

2

)cos(21

))()(1(

2

1
),( d

rr

wr
rQ  

yazılırsa,  )(w  ve )cos(   ’nın periyodikliği ve değişken değişimi kullanılarak, 

 












2

0 2

2

cos21

))()(1(

2

1
),( d

rr

wr
rQ  

veya 

 












2

0 2

2

cos21

))()(1(

2

1
),( d

rr

wr
rQ  

elde edilir. Sonuç olarak 12    için )()( 12   ww  ve integral negatif 

olmadığından, 

0
cos21

))()()(1(

2

1
),(),(

2

0 2
12

2

12 



 








 d

rr

wwr
rQrQ  

olur. Böylece 0 Q  elde edilir.  

),()(Im rqzh   ve 0)0(Re h  özelliğinde )(zh  analitik fonksiyonu için istenen 

konveks fonksiyon, 
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z

h dez
0

)(
1 )(        (4.83) 

biçiminde verilebilir. Buna göre 0)0(1   ve 1|||||)0(| ),0()0(
1   iqh ee  dir. Böylece 

uygun bir R  için )()( 1 zez i    olarak alınırsa, 1)0(   olur. Ayrıca, Dz  için 

0

)),(())(Im(

)arg()(arg
)(

)(
1Re )(

1
1

1






































Q

rqzh

ezz
z

zz zh

















  (4.84) 

olur. O halde, 1  fonksiyonu D  de konvekstir.  

D  dairesinin sınırında 

),1(),1(
)(

)(
arg

)(

)(
arg

11




QP
zz

zfz

z

zf









   (4.85) 

dır. 4.8.5 Yardımcı Teoreminde )(),1(  vP   ve (4.81) eşitliği ile )(),1(  wQ   

olduğundan (4.85) ve 4.8.5 Yardımcı Teorem gereği, D  üzerinde 

2
|)()(|

)(

)(
arg

1








wv
z

zf
   (4.86) 

bulunur. ))()(arg( 1 zzf   harmonik fonksiyon olduğundan, (4.86) eşitsizliği D  da 

sağlanır ve D ’nin içinde ise, eşitsizlik kesindir. 

Son olarak, f  fonksiyonu yalnız D ’nin içinde analitik ve sınırında analitik olmasın. 

)1,0(r  olmak üzere, (4.86) eşitsizliğini sağlayan, rD  diskinde konveks )(zr  

fonksiyonlarını göz önüne alalım. Bu özellikte olan sonsuz sayıdaki )(zr  

fonksiyonlarından, 1r  iken konveks bir )(1 z  fonksiyonuna yakınsayan bir 

fonksiyon dizisi elde edilebilir. Bu )(1 z  limit fonksiyonu, D  de, (4.86) eşitsizliğini 

kesin olarak sağlar. Bu ise ispatı tamamlar.  
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4.8.6 Teoreminin ilginç bir geometrik yorumu vardır. f , normalize edilmiş konvekse 

yakın bir fonksiyon ve 10  r  için rrzf  )|(|  olsun. r  eğrisinin )( 1iref  ve 

)( 2iref  noktalarındaki birim teğet vektörlerini sırasıyla 1T


 ve 2T


 ile gösterelim. 

 20 12   olmak üzere (4.29) bağıntısı  12 argarg TT


 eşitsizliğine dönüşür. 

Başka bir deyişle r  eğrisinin saat yönünde bir U-dönüşü yapmaz. Yani,   değeri 

]2,0[   üzerinde artarken teğet vektörü   açısına eşit veya ondan daha büyük bir açı ile 

geri dönemez. 
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