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ÖZET 
 

Yüksek Lisans Tezi 
 

REEL KISMI POZİTİF HARMONİK FONKSİYONLAR 
 

Aydın ÖZBEK 
 

Uludağ Üniversitesi 
Fen Bilimleri Enstitüsü 

Matematik Anabilim Dalı 
 

Danışman: Doç. Dr. Metin ÖZTÜRK 

 

Bu çalışmada, reel kısmı pozitif harmonik fonksiyonların sınıfı ile bu sınıfın bazı alt 
sınıfları tanımlandı. Bu sınıflara ait fonksiyonların çeşitli özellikleri incelendi. 
 
Çalışmanın birinci bölümünde, ikinci, üçüncü ve dördüncü bölümlere temel oluşturacak 
kavramlar verilmiştir. 
 
Çalışmanın ikinci bölümünde, reel kısmı pozitif analitik fonksiyonların oluşturduğu 
sınıfının topolojisi ve temel sonuçları verilmiştir. Ayrıca sabordinasyon prensibi ve 
domine edilmiş seri tanımlanarak, katsayı ve distorsiyon sonuçları elde edilmiştir. 
 
Çalışmanın üçüncü bölümünde, harmonik yalınkat fonksiyonların sınıfının temel 
özellikleri üzerinde durulmuştur. 
 
Dördüncü bölüm ise çalışmanın ana kısmını oluşturmaktadır. Birim daireyi sağ yarı 
düzlem içine ve üzerine dönüştüren, yalınkat olmak zorunda olmayan kompleks değerli 
harmonik fonksiyonların sınıfı ile bu sınıfın bazı alt sınıfları incelenmiştir. Bu 
fonksiyonlar analitik olmadığından, reel kısmı pozitif analitik fonksiyonlar ile 
aralarındaki ilişkiler verilmiştir. Ayrıca, birim daireyi sağ yarı düzlem üzerine 
dönüştüren harmonik yalınkat fonksiyonların sınıfı tanıtılıp, bu sınıfa ait fonksiyonların 
katsayı eşitsizlikleri ve distorsiyon özellikleri elde edilmiştir. 
 
 
 
 
 
Anahtar Kelimeler: Reel kısmı pozitif analitik fonksiyonlar, harmonik yalınkat 
fonksiyonlar, reel kısmı pozitif harmonik fonksiyonlar.  

2011, vii + 51 sayfa. 
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In this work, the class of harmonic functions with positive real part and some subclasses 
are defined. Various properties of these functions that belonging to these classes are 
examined. 

At the first section of this work, we give some basic concepts which we use at the 

second,third and fourth sections. 

 
In the second part of the work, the basic results and topology of analytic functions with 
real part positive are given. In addition, by defining the subordination principle and 
dominated series, coefficient and the distortion results are obtained.  

 
The third section devoted to main features of the class of univalent harmonic functions. 
 
The fourth section is the main part of the study. We investigate the complex valued 
harmonic functions that maps the unit disc to inside and boundary of right half plane. 
We point out that these types of functions is not necessary of being univalent. 
Nevertheless, we examine subclasses of the questioned functions.  
 
This types of functions are not analytic. Hence there exists some relationships between 
of them. We give some conclusions. In addition, we identify the class of harmonic 
univalent functions which maps unit disc to right half plane. Moreover we derive 
coefficient inequalities and distortion properties of these functions that belonging to this 
class.  
 
 
 
Key Words: Harmonic functions, harmonic functions with positive real part.  

2011, vii + 51 pages. 
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1. GİRİŞ  

 

Bu bölümde, gelecek bölümlerde kullanılacak temel kavramlar tanıtılacaktır. Bu 

kavramlarla ilgili ayrıntılı bilgiler (Palka 1991) ve (Conway 1973) kaynaklarında 

bulunabilir. 

 

1.1 Tanım. C  kompleks sayılar kümesi, C0z  ve 0r  olmak üzere  

 

}||:{),( 00 rzzzrzD  C  

}||:{),( 00 rzzzrzD   

}||0:{),( 00
* rzzzrzD   

}||:{),( 00 rzzzrzD   

 

kümelerine sırasıyla 0z  merkezli r yarıçaplı açık daire, kapalı daire, delinmiş açık daire 

ve çember denir. Kısalık olsun diye ),0( rD  açık dairesi rD  ile ve 1D  birim dairesi de 

D  ile gösterilir. 

 

1.2 Tanım. A C  ve Az 0  için ArzD ),( 0  olacak şekilde bir 0r  sayısı varsa 0z  

noktasına A kümesinin bir iç noktası denir. Eğer A kümesinin bütün noktaları iç nokta 

ise A ya açık küme ve tümleyeni açık olan kümeye de kapalı küme adı verilir. Bir A 

kümesini bulunduran kapalı kümelerin en darına (kesişimine) A kümesinin kapanışı 

denir ve A  ile gösterilir. A kümesinin bulundurduğu en geniş açık kümeye, başka bir 

deyişle A kümesinin bütün iç noktalarının kümesine A kümesinin içi denir ve A 

kümesinin içi 

A  ile gösterilir. 

 

1.3 Tanım. A C  ve z C  olmak üzere her ),( rzD  dairesi ile hem A hem de A nın 

tümleyeni olan tA  kümesinin kesişimi boş kümeden farklı ise z  noktasına A kümesinin 

bir sınır noktası denir. A kümesinin sınır noktalarının kümesi A  ile gösterilir. Gerçekte 


AAA   dır. 
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1.4 Tanım. )( nz  kompleks sayıların bir dizisi olsun. Her 0  sayısına karşılık 0nn   

özelliğindeki bütün n doğal sayıları için ),( 0 zDzn   olacak şekilde bir 0n  doğal sayısı 

varsa )( nz  dizisine 0z  noktasına yakınsaktır denir ve bu durum 0lim zzn
n




 veya 

0zzn   biçiminde gösterilir. 

 

1.5 Teorem. Az 0  olması için gerek ve yeter şart 0lim zzn
n




 olacak şekilde A da bir 

)( nz  dizisinin mevcut olmasıdır (Conway 1973). 

 

1.6 Tanım. A C  olmak üzere Af : C  bir fonksiyon ve Az 0  olsun. Her 0  

sayısı için  

)),((]),([ 00  zfDzDAf   

 

olacak şekilde bir 0),( 0  z  sayısı varsa f fonksiyonuna 0z  noktasında süreklidir 

denir. Eğer her Az  noktası için  

 

)),((]),([  zfDzDAf   

 

olacak şekilde bir 0)(    sayısı varsa f fonksiyonuna A kümesinde düzgün 

süreklidir denir. Eğer 0lim zzn   özelliğinde her bir )( nz  dizisi için )()(lim 0zfzf n   

ise f fonksiyonuna 0z  noktasında dizisel süreklidir denir. C  de dizisel süreklilik ile 

süreklilik bir birini gerektirir. 

 

1.7 Tanım. A Colsun. Her Az  için  Mz ||  olacak şekilde  0M  sayısı 

varsa A kümesine sınırlıdır denir. A  kümesinde alınan her dizinin yığılma noktası yine 

A kümesine aitse A kümesine kompakt veya dizisel kompakt denir.  

 

1.8 Teorem. A C  kümesinin kompakt olması için gerek ve yeter şart kapalı ve sınırlı 

olmasıdır (Palka 1991).  
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1.9 Tanım. A C  herhangi bir küme, U  ve V  C  de ayrık açık iki küme olsun. Eğer 

UA , VA  ve VUA   ise A kümesine bağlantısızdır denir. Bağlantısız 

olmayan kümeye bağlantılıdır denir. Açık ve bağlantılı bir kümeye bölge adı verilir. 

 

1.10 Tanım. ],[ ba  kapalı aralığının )(tz   sürekli fonksiyonu altındaki resmine C  

de bir yol veya eğri denir. Her t ],[ ba  için )(t  mevcut ve 0)(  t  ise eğriye düzgün 

eğri, ],[ ba  aralığının sonlu sayıda alt aralıklarında düzgün olan eğriye parçalı düzgün 

eğri adı verilir. Kendi kendini kesmeyen eğriye basit eğri, uç noktaları bitişik bir eğriye 

kapalı eğri ve sadece uç noktalarında kesişen eğriye de basit kapalı eğri veya Jordan 

eğrisi denir. Jordan eğrisinin sınırladığı bölgeye Jordan bölgesi adı verilir.  

 

1.11 Tanım. B C  bölgesinde her basit kapalı eğri sadece B kümesinin noktalarını 

bulunduruyorsa, başka bir deyişle B da alınan her kapalı eğri içinde bölgeye ait herhangi 

bir noktaya büzülebiliyorsa bölgeye basit bağlantılı bölge denir. 

 

1.12 Tanım. f  bir B bölgesinde kompleks değişkenli bir fonksiyon ve Bz 0  olsun. 

Eğer  

0

0 )()(
lim

0 zz

zfzf
zz 




 

limiti mevcut ise f  fonksiyonuna 0z  noktasında differansiyellenebilir veya 

türevlenebilir denir. Limit değerine de f  fonksiyonunun 0z  noktasındaki türevi adı 

verilir ve )( 0zf   biçiminde gösterilir. Eğer f  fonksiyonu 0z  noktasının belli bir 

komşuluğunda ki bütün noktalarda differansiyellenebiliyorsa f  fonksiyonuna 0z  da 

analitik denir. 

 

1.13 Tanım. CB  bir bölge olmak üzere, B bölgesinden )(Bf  üzerine bire bir olan 

f  fonksiyonuna B de yalınkat (univalent) fonksiyon denir. Buna göre B de yalınkat bir 

f  fonksiyonu Bzz 21,  olmak üzere, )()( 21 zfzf   olması 21 zz   olmasını 

gerektiren bir fonksiyondur. Geometrik olarak, )(Bf  görüntü bölgesinin katlı bölge 
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olmaması demektir. Eğer f  fonksiyonu B bölgesinin bir 0z  noktasının belli bir 

komşuluğunda yalınkat ise bu takdirde f  fonksiyonuna 0z  noktasında yerel (lokal) 

yalınkat fonksiyon denir.  

 

1.14 Teorem. f  fonksiyonu bir B bölgesinde analitik olsun. Eğer Bz 0  için 

0)( 0  zf  ise f  fonksiyonunun yalınkat olduğu 0z  noktasının bir BrzD ),( 0  

komşuluğu vardır (Palka 1991).  

 

1.15 Tanım. CD  açık bir küme, Df : C , ivuf   ve )(1 DCf   olsun. 

Dz 0  olmak üzere  

 

)()()()(
)()(

)()(
)( 0000

00

00
0 zvzuzvzu

zvzu

zvzu
zJ xyyx

yy

xx
f   

 

sayısına f  fonksiyonunun 0z  noktasında Jakobiyeni denir.  

 

1.16 Teorem. Bir ivuf   fonksiyonunun basit bağlantılı bir D bölgesindeki 

Jakobiyeni 22 |||| zzf ffJ   dir. 

 

İspat. ivuf   olmak üzere  

 

)(
2

)(
2

1
)(

2

1
yxyxyxz uv

i
vufiff   

ve 

)(
2

)(
2

1
)(

2

1
yxyxyxz uv

i
vufiff   

 

olur. Buradan  

 

fxyyxzz Jvuvuff  22 ||||  
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elde edilir. ■ 

 

1.16 Teoreminden f  fonksiyonunun analitik olması durumunda 2|)(|)( zfzJ f   

olduğu görülür. 

 

1.17 Tanım. B C  bir bölge, Bf : C  yalınkat bir fonksiyon ve )(1 BCf   olsun. 

Her Bz  için 0)( zJ f  ise f  fonksiyonuna B de bir diffeomorfizm denir. Eğer 

Bf : C  bir diffeomorfizm ve 0)( zJ f  ise f  fonksiyonuna B de yön koruyan, 

0)( zJ f  ise f  ye yönü ters çeviren adı verilir.  

ff
JJ   olduğundan f  yön koruyan ise f  eşlenik fonksiyonu yönü ters çevirendir.  

 

1.18 Tanım. z, w C }0{ olmak üzere )/(Arg),(θ zwwz   değerine z den w ye 

yönlendirilmiş açı denir. )( wz,θ , z ile w arasındaki en küçük açının ölçüsünü olup bu 

değer ],-(   aralığındadır. Eğer açının yönü saat yönünün tersi ise 0),( wz , saat 

yönünde ise 0),( wz  dır. Buna göre  ),( wz  durumu hariç ),(),( zwwz    

ve ),(),( wzwz    olduğu açıktır.  

 

1.19 Tanım. B C  de bir bölge ve Bf : C  bir diffeomorfizm olsun. B de 0z  köşe 

noktasına sahip eğrisel bir açının kenarları α  ve   olmak üzere  

 

|)(),((||),(|  ff  

 

ise f fonksiyonuna Bz 0  noktasında açı koruyan denir. Eğer 0z  noktasında 

0)( 0 zJ f  ve )](),([),(  ff  ise f fonksiyonuna Bz 0  noktasında 

konform, 0)( 0 zJ f  ve )](),([),(  ff  ise f fonksiyonuna Bz 0  

noktasında ters konform denir. Kısaca; açı ölçüsünü ve yönünü koruyan bir 

diffeomorfizme konform dönüşüm, açı ölçüsünü koruyan fakat yönünü ters çeviren 

diffeomorfizme de ters konform dönüşüm adı verilir. Eğer her Bz  noktası için f 

konform ise f ye B de konform dönüşüm denir.  



 

6 

 

 

Örneğin; bazzf )( , 0a , dönüşümü C  den C  ye bir konform dönüşüm iken 

zzf )(  dönüşümü C  de bir ters konform dönüşümdür.  

 

1.20 Teorem. B C  bir bölge, Bf : C  bir fonksiyon olsun. f  fonksiyonunun B de 

konform olması için gerek ve yeter şart f  fonksiyonunun B de analitik ve yalınkat 

olmasıdır (Palka 1991).  

 

1.21 Uyarı. Bazı yazarlar konform dönüşüm tanımını, Bf : C  analitik fonksiyonu 

ve her Dz  için 0)(  zf  bağıntısıyla verirler. Ancak CC:f , zezf )(  

fonksiyonu için 0)(  zf  olmasına rağmen yalınkatlık yoktur. Bu çalışmada her Dz  

için 0)(  zf  şartı sağlayan f  fonksiyonu D de yerel konform olarak adlandırılacak. 

Gerçekten 1.14 Teoremi gereği 0)( 0  zf  ise f  fonksiyonunun 0z  noktasının bir 

komşuluğunda analitik ünivalent olduğu biliniyor. Bu durumda f  fonksiyonunun bu 

komşuluğa kısıtlanışı konform olur. 

 

Yalınkat fonksiyon teorisinin en önemli sonuçlarından biri de Riemann dönüşüm 

teoremidir.  

 

1.22 Teorem (Riemann Dönüşüm Teoremi). B , C  kompleks düzleminin basit 

bağlantılı bir öz alt bölgesi olsun. B  bölgesini D  birim dairesi üzerine bire bir ve 

analitik (konform) olarak resmeden Bz 0  için 0)( 0 zf  ve 0)(' 0 zf  özelliğinde bir 

tek f  fonksiyonu vardır (Palka 1991). 

 

Riemann dönüşüm teoremi gereği basit bağlantılı bir bölgede yalınkatlıkla ilgili bir çok 

problemi çözmek için bu bölge yerine D  birim dairesini almak uygundur. O halde 

bundan böyle çalışmalarımızı birim daire üzerinde yoğunlaştıracağız.  

 

Eğer B  bir Jordon bölgesi ise Riemann dönüşüm teoremi sürekli olarak B  bölgesinin 

sınırına genişletilebilir ve genişletilmiş fonksiyon sınır eğrisini bire bir olarak birim 
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çember üzerine dönüştürür. Caratheodary ye ait olan bu sonucu aşağıdaki teoremde 

ifade edebiliriz. 

 

1.23 Teorem (Caratheodary Genişleme Teoremi). B  bir   Jordon eğrisi ile sınırlanmış 

bir bölge ve f  B  bölgesini D  birim dairesi üzerine konform olarak döndürsün. Bu 

takdirde f  fonksiyonu B  bölgesinden D  üzerine bir homomorfizme genişletilebilir.  

 

1.24 Teorem (Schwarz Lemma). f  fonksiyonu D  birim dairesinde 0)0( f  ve 

1|)(| zf  özelliğinde analitik bir fonksiyon olsun. Bu takdirde D  dairesinde 

1|)0(| f  ve |||)(| zzf   dir. Eşitlik zezf i)(  fonksiyonu için geçerlidir. 

 

1.25 Teorem (Schwarz-Pick Lemma). CD:f  analitik bir fonksiyon ve her Dz  

için 1|)(| zf  ise bu takdirde 

 

)||1(

||)(|1|
|)('|

2

2

z

zf
zf




  

dir. 

 

1.26 Teorem (Helly Seçme Teoremi). ),( n  ],[ ba  aralığında 0)( an  ve 1)( bn  

özelliğinde azalmayan bir fonksiyon dizisi olsun. Bu takdirde ],[ ba  aralığında 

azalmayan bir   fonksiyonuna yakınsayan )( n  dizisinin bir )(
kn  alt dizisi vardır. 

Üstelik ],[ ba  aralığında sürekli her   fonksiyonu için  

 

b

a

b

a

n
k

tdttdt
k

)()()()(lim   

dir (Duren 1983). 

 

1.27 Teorem (Hurwitz Teoremi). )( nf , bir D bölgesinde sıfırı olmayan analitik 

fonksiyonların bir dizisi ve D bölgesinin kompakt alt kümelerinde ff n   yakınsaması 

düzgün olsun. Bu taktirde f  fonksiyonunun D bölgesinde ya hiç sıfırı yoktur yada f  

özdeş olarak sıfırdır (Duren 1983). 
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2. REEL KISMI POZİTİF ANALİTİK FONKSİYONLAR  

 

Bu bölümde D  birim dairesini herhangi bir yarı düzlem üzerine dönüştüren analitik 

fonksiyonlar üzerinde durulacak. Ancak keyfi bir yarı düzlem yerine sağ yarı düzlemi 

almak genelliği bozmayacağından, D  dairesini sağ yarı düzlem üzerine resmeden 

analitik fonksiyonların sınıfı incelenecektir. 

 

2.1. P Sınıfının Topolojisi ve Elementer Özellikleri 

 

CG  açık bir küme olmak üzere G  de tanımlı kompleks değerli analitik 

fonksiyonların kümesi )(GA  ile, G  de tanımlı kompleks değerli sürekli fonksiyonların 

kümesi )(GC  de gösterilsin. )()( GCGA   olduğu açıktır. )(GC  fonksiyon fonksiyon 

toplama ve çarpma işlemlerine göre bir vektör uzayıdır. Dolayısıyla )(GA  de alt vektör 

uzayı olur.  

R )()(: GCGCd , 

|)()(|sup),( zgzfgfd
Gz




     (1.1) 

 

biçiminde tanımlanan d fonksiyonu iyi tanımlı olması durumunda başka bir deyişle G 

üzerinde bu supremumun olması halinde bir metrik olup )),(( dGC  bir metrik uzay ve 

)),(( dGA  de alt metrik uzay olur. Ancak (1.1) de verilen supremum her bir CG  açık 

alt kümesi için mevcut olmayabilir. O halde bütün bu kümeler için de geçerli olacak bir 

metrik tanımlamamız gerekir.  

 

CG  açık bir küme ve }{ nK , 1 nn KK  ve GK
n

n 





1
 özelliğinde G kümesinin 

kompakt alt kümelerinin bir dizisi olsun.  

 

}),(:{}||:{ 1
nn GzdznzzK  C  
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bu özellikte kompakt kümelerin bir dizisini gösterir. Geometrik olarak }{ nK , kompakt 

kümelerle G kümesinin bir tükenişi demektir. Buna göre };||:{ 1 N  nzzK n
n

n  

}1||:{  zz CD  birim dairesinin bu özellikte bir tükenişini gösterir.  

 

2.1.1 Tanım. }{ nK  kompakt kümelerinin bir dizisi CG  kümesinin bir tükenişini 

göstersin.  

R )()(: GCGCd , 

 
















 |)()(|sup,1inf

2

1
),(

1

zgzfgfd
nKzn

n
  

veya  

|)()(|1

|)()(|
sup

2

1
),(

1 zgzf

zgzf
gfd

n Kz
n

n 


 


 
 

 

yada }:|)()(|sup{),( nn Kzzgzfgfd   olmak üzere  

 

),(1

),(

2

1
),(

1 gfd

gfd
gfd

n

n

n
n 






 

 

fonksiyonları bir metrik olup )),(( dGC  dolayısıyla da )),(( dGA  metrik uzay olur. O 

halde )),(( dGC  uzayının topolojisi bu metriğin ürettiği topolojidir. Bu topolojiye lokal 

düzgün yakınsaklık topolojisi veya kompakt kümenin düzgün yakınsaklık topolojisi 

denir. Çalışmamızda kullanılan topoloji bu topolojidir. 

 

2.1.2 Tanım. D  de analitik, 1)0( f  ve Dz  için 0)}(Re{ zf  özelliğindeki  

 

n

n
n zazazazf 






1

2
21 11)(    (2.1) 
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fonksiyonuna D  de reel kısmı pozitif fonksiyon denir. Bu fonksiyonların sınıfı P ile 

gösterilir.  

 

P  sınıfındaki fonksiyonların yalınkat olması gerekmez. Örneğin 2n  tamsayısı için 

nzzf 1)(  fonksiyonu P sınıfına ait olmasına rağmen D  de yalınkat değildir. 

 

2.1.3 Örnek. D  de analitik  

 











1

2 21221
1

1
)(

n

nzzz
z

z
zp    (2.2) 

 

fonksiyonu P sınıfına ait olup, D  dairesini }0Re:{  ww  üzerine bire bir ve 

analitik (konform) olarak resmeder. )(zp  fonksiyonu P  sınıfındaki bu özellikteki tek 

fonksiyon değildir. Ancak bu fonksiyon P  sınıfına ait fonksiyonlar içinde önemli bir 

yere sahiptir. Şekil 2.1 de )(zp  fonksiyonu altında birim dairenin resmi gösterilmiştir. 

 

Şekil 2.1 

 

Aşağıda P sınıfına ait fonksiyonların bazı önemli özellikleri verilecektir. 

 

2.1.4 Teorem. 1, ff  ve 2f  P sınıfına ait fonksiyonlar olsun. Bu takdirde 

(i)       R  için )()( zefzg i , 

(ii) 11  t  için tzfzg )]([)(   veya )()( tzfzg  , 



 

11 

 

(iii) )(/1)( zfzg  , 

(iv) 0, 21 tt   ve  121  tt   için  21 )]([)]([)( 21
tt zfzfzg  , 

(v)   ,)( ibaf D  ise ]))1(()[/1()( bizzfazg   , 

(vi) b R  için )]()([)( zibfzfzg   

eşitlikleri ile verilen )(zg  fonksiyonu da P sınıfına aittir. 

 

İspat. Bir fikir vermesi açısından sadece (ii) ve (vi) nin ispatını verelim. Diğerlerinin 

ispatı benzer şekilde yapılır. 

 

(ii) z D  için )(zf P olduğundan irezf )(  olacak şekilde 0r  ve  R , 

2/2/   , sayıları vardır. Böylece  

 

)cos()Re()](Re[)(Re trerzfzg ttitt    

 

bulunur. 11  t  için )2/,2/(  t  ve 0tr  olduğundan 0)(Re zg  elde 

edilir. Ayrıca 1)0( g  olup, )(zg P dir. 

 

(vi) b R  için  )1/()()( ibwibww   dönüşümü   sağ yarı düzlemini yine 

kendisi üzerine konform olarak resmeder. )(zfw   denirse ))(()( zfzg   fonksiyonu 

D  dairesini   içine resmeder. Üstelik 1)1())0(()0(   fg  normalizasyonunu 

sağlar. O halde g P dir. ■ 

 

2.1.5 Teorem. P sınıfı konvekstir. 

 

İspat. 0, 21   ve 121    olsun. 21, ff P ve z D  olmak üzere, 

 

2211 fff        (2.3) 

 

fonksiyonu için 0)(Re zf  ve 1)0( f  olduğundan f P dir. Dolayısıyla P sınıfı 

konvekstir. ■ 
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(2.3) ifadesi daha genel olarak sonlu toplama, daha sonrada her k için 0k  ve 







1

1
k

k  olmak üzere, 







1

)()(
k

kk zfzf       (2.4) 

 

şeklinde sonsuz toplama genişletilebilir. 

 

2.2. Sabordinasyon Prensibi ve Domine Edilmiş Kuvvet Serileri 

 

Bu kesimde sabordinasyon prensibi ve domine edilmiş kuvvet tanıtılacak. Bu 

kavramlarla ilgili özelliklerden faydalanarak P sınıfına ait fonksiyonlar ve türevlerinin 

modülü ile ilgili sınırlar verilecektir. Ayrıca P sınıfına ait fonksiyonların seri 

açılımındaki katsayılarıyla ilgili eşitsizlikler elde edilecektir. 

 

2.2.1 Tanım.  zaazg 10)(  fonksiyonu D  de analitik ve yalınkat olsun. 

)0()0( gf   ve )()( DD gf   özelliğinde D  de analitik )(zf  fonksiyonu mevcutsa, f  

fonksiyonu g  fonksiyonuna sabordinedir denir. Bu durum gf   biçiminde gösterilir. 

f  fonksiyonunun g  fonksiyonuna sabordine oluşu Şekil 2.2 de gösterilmiştir. 

 

Şekil 2.2  

 

Sabordine ile ilgili aşağıdaki teorem oldukça kullanışlıdır. 

 



 

13 

 

2.2.2 Teorem. f  ve g  fonksiyonları D  de analitik ve g , D  de yalınkat olsun. D  de 

gf   olması için gerek ve yeter şart 

 

))(()( zwgzf   

 

olacak şekilde Schwarz Lemmasının şartlarını sağlayan bir )(zw  fonksiyonunun 

bulunmasıdır. 

 

İspat. gf   ve Bg )(D  olsun. Bu takdirde 1g  ters fonksiyonu B  de analitik 

D )(1 Bg  ve 0)( 0
1  ag  dır. Böylece ))(()( 1 zfgzw   bileşke fonksiyonu D  

bölgesini kendi içine resmeden 0)0( w  özelliğinde analitik bir fonksiyon olup 

Schwarz Lemmasının şartlarını sağlar. Burada ))(()( zwgzf   dir.  

 

Tersine g , D  de yalınkat ve ))(()( zwgzf   olacak şekilde Schwarz Lemmasının 

şartlarını sağlayan )(zw  fonksiyonu mevcut olsun. Bu takdirde her Dz  için 

|||)(| zzw   ve 0)0( w  dır. Buradan, )0())0(()0( gwgf   ve )())(( DD gwf   olur. 

Buradan gf   elde edilir. ■ 

 

Dikkat edilirse gf   ifadesinde )(zg  fonksiyonu D  de yalınkattır. Ancak 2.2.2 

Teoremi referans alınarak sabordinasyon tanımı yalınkat olmayan fonksiyonlara da 

genişletilebilir. 

 

2.2.3 Tanım. f  ve g  D  de analitik iki fonksiyon olsun. Her Dz  için 0)0( w , 

))(()( zwgzf   ve 1|)(| zw  şartını sağlayan D  de analitik bir )(zw  fonksiyonu 

mevcut ise f  fonksiyonu g  fonksiyonuna sabordinedir denir. 

 

2.2.4 Teorem. D  de gf   olsun. Bu takdirde her bir 10  r  için )()( rr DgDf   

dir.  
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İspat. gf   ise ))(()( zwgzf   olacak şekilde Schwarz Lemmasının şartlarını 

sağlayan bir )(zw  analitik fonksiyonu vardır. Buradan ))(()( rr DwgDf   dir. 

rr DDw )(  olduğundan )())(()( rrr DgDwgDf   elde edilir. ■ 

 

2.2.5 Sonuç. D  de gf   ise )1,0(r  için 

 

|)('|)||1(max|)('|)||1(max 2

||

2

||
zgzzfz

rzrz



 

dir. 

 

İspat. gf   olsun. )1,0(r  için 

 

|)(|max|)(|max
||||

zgzf
rzrz 

  

 

olur. 1.25 Teoremi (Schwarz-Pick Lemması) gereği  

 

|)('|)||1(max|)('|)||1(max 2

||

2

||
zgzzfz

rzrz



 

elde edilir.  

 

2.2.6. Teorem. Pf   olması için gerek ve yeter şart her Dz  için 

 

)(
1

1
)( zp

z

z
zf 


  

olmasıdır. 

 

İspat. 
z

z
zp





1

1
)(  olmak üzere pf   ise  

)(1

)(1
))(()(

zw

zw
zwpzf




  

olacak şekilde Schwarz Lemmasının şartlarını sağlayan D  de analitik bir )(zw  

fonksiyonu vardır. O halde Dz  için 
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0
|)(1|

|)(|1

|)(1|

)])(1())(1Re[(
))(Re(

2

2

2











zw

zw

zw

zwzw
zf , 

 

1)0( f  ve )(zf  D  da analitik olduğundan Pf   elde edilir. 

 

Tersine, Pf   olsun. 1)0()0(  fp , )()( DD pf   ve p  fonksiyonu D  de 

yalınkat olduğundan pf   dir. ■ 

 

2.2.7 Teorem. f , D  de analitik olsun. 0)(Re zf  olması için gerek ve yeter şart  

 

)0(Im)(
1

1
)(

2

0

fitd
ze

ze
zf

it

it





  






    (2.5)  

 

olacak şekilde ]2,0[   aralığı üzerinde tanımlı 1)0(Re)0()2(  f  özelliğinde 

azalmayan bir   fonksiyonu vardır. 

 

İspat. Önce f  fonksiyonunun (2.5) bağıntısını sağladığını kabul edelim. ,  ]2,0[   

aralığında azalmayan bir fonksiyon ve integrali alınan fonksiyonun reel kısmı pozitif 

olduğundan  

0)(
1

1
Re)(Re

2

0





  



td
ze

ze
zf

it

it




 

elde edilir. 

 

Tersine, D  de 0)(Re zf  olsun. 0)(Re zf  almak genelliği bozmayacaktır. 


 0)( n

n
n zazf  olmak üzere nn ab Re  ve nn ac Im  olsun. 10  r  ve 20  t  

olmak üzere 


t

i dreftr
0

)(Re
2

1
),( 


   

biçiminde tanımlanırsa .),(r , ]2,0[   aralığında azalmayan ve 0)2,( br   

özelliğinde bir fonksiyondur. Üstelik basit bir hesaplamayla 
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














2

0
0

int

0,

,...2,1,
2),(

nb

n
r

a
trde

n

n  

 

olduğu görülür. Böylece 

 

  




 
 


2

0 1

2

0

0
int ),(

2
),()(

n

n
n

icztrde
r

trdzf  

 

olur. rz ||  için integral içindeki seri düzgün yakınsak olduğundan bu fonksiyon 

 

  




























2

0

0
1

),(21)( citrd
r

ze
zf

n

nit

 

 

biçiminde yazabilir. Serinin toplamı dikkate alınırsa 

 

0

2

0

),()( citrd
zre

zre
zf

it

it





  


    (2.6) 

olur. 

 

Şimdi 1lim 
 n

n
  özelliğinde )1,0(  aralığında artan bir )( n  dizini göz önüne alalım. 

]2,0[ t  için ),()( tt nn    olsun. Bu takdirde )( n , ]2,0[   aralığında azalmayan 

bir fonksiyon dizisidir. 1.26 Teoremi (Helly Seçme Teoremi) gereği k  iken 

 
kn  olacak şekilde )( n  dizisinin bir )(

kn  alt dizisi ve ]2,0[   de azalmayan bir 

  fonksiyonunu bulunbilir. Üstelik ]2,0[   aralığında her bir sürekli h  fonksiyonu için 

 

 


 


2

0

2

0

)()()()(lim tdthtdth
kn

k
 

 

dir. O halde sabit z  değeri ve k  için 
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ze

ze

ze

ze
it

it

it
n

it
n

k

k












 

 

yakınsaması t  ye göre düzgündür. Buradan 

 

)()(lim
2

0

2

0

td
ze

ze
td

ze

ze
it

it

nit
n

it
n

k k

k

k 

 

 








 

 

bulunur. Bu eşitlik ve (2.6) dan (2.5) bağıntısı elde edilir. ■ 

 

2.2.8 Tanım. ]2,0[   aralığında tanımlı 1)0()2(    veya 1)(
1||

 
d  

özelliğinde azalmayan   fonksiyonlarına }1|:|{  X  üzerinde bir olasılık ölçümü 

denir. X  üzerindeki olasılık ölçümlerinin kümesi  ile gösterilir. 

 

P  sınıfına ait fonksiyonların integral temsilini veren ve Herglotz temsil teoremi olarak 

bilinen aşağıdaki sonuç, 2.2.7 Teoreminin doğrudan bir sonucudur. 

 

2.2.9 Sonuç (Herglotz temsil teoremi). f , D  de analitik bir fonksiyon ve 1)0( f  

olsun. Bu takdirde Pf   olması için gerek ve yeter şart 1)0()2(    ve D  de 

  

)(
1

1
)(

2

0

td
ze

ze
zf

it

it




 






     (2.7)  

 

olacak şekilde ]2,0[   aralığında tanımlı azalmayan bir   fonksiyonu vardır.  

 

Herglotz temsil teoremi, reel kısmı pozitif fonksiyonlar için büyüklük ve distorsiyon 

sonuçlarının elde edilmesinde oldukça kullanışlıdır. 
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2.2.10 Teorem. Pf   ve 1||  rz  ise 

 

r

r
zf

r

r








1

1
|)(|

1

1
     (2.8) 

r

r
zf

r

r








1

1
)(Re

1

1
    (2.9) 

22 )1(

2

1

)(Re2
|)(|

rr

zf
zf





     (2.10) 

 

dir. Eşitlik R  olmak üzere )( zep i  fonksiyonu için geçerlidir. 

 

İspat. Pf   olduğundan 1||  rz  için )()( zpzf   dir. O halde 
)(1

)(1
)(

zw

zw
zf




  

olacak şekilde Schwarz lemmasını sağlayan bir )(zw  fonksiyonu vardır. Dz  için 

|||)(| zzw   olduğundan 

 

r

r

z

z

zw

zw

zw

zw
zf

















1

1

||1

||1

|)(|1

|)(|1

)(1

)(1
|)(|   (2.11) 

 

elde edilir. 2.1.4 Teoremi gereği Pf   iken Pf /1  olduğundan (2.11) eşitsizliği 

f/1  fonksiyonu için de geçerlidir. O halde 

 

r

r

zf 



1

1

)(

1
   veya   |)(|

1

1
zf

r

r





   (2.12) 

 

bulunur. (2.11) ve (2.12) birlikte düşünülürse (2.8) bağıntısı elde edilir. 

 

(2.9) bağıntısı, (2.8) bağıntısından veya (2.7) bağıntısının her iki yanının reel kısmı 

alınarak elde edilir. 

 

(2.10) bağıntısını göstermek için (2.7) bağıntısının z  ye göre türevi alınırsa 
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2
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)(Re
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1

1
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1

2
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)(2
|)('|

rr

zp

td
ze

ze

rze

td
zp

it

it

it














   





 



 

elde edilir. ■ 

 

2.2.11 Uyarı. f P ve D irez  için (2.8) bağıntısının her iki tarafından 

)1/()1( 22 rr   çıkarılırsa  

22

2

1

2

1

1
)(

r

r

r

r
zf







    (2.13)  

 

elde edilir. (2.13) eşitsizliği, P sınıfına ait bir f  fonksiyonunun )(Df  görüntü 

kümesinin, merkezi )1/()1( 22 rr   ve yarıçapı )1/(2 2rr   olan kapalı bir daire içinde 

kaldığını gösterir. Bu durum Şekil 2.3 temsili olarak gösterilmiştir. 

 

 

Şekil 2.3 

 

2.2.12 Tanım. 
 0)( n

n
n zazf  ve 

 0)( n
n

nzAzF  serileri }0,|:|{  RRzzDR  

dairesinde yakınsak olsunlar. Bu takdirde her 0n  tamsayısı için nn Aa ||  ise )(zf  

fonksiyonu )(zF  ile domine edilmiştir (üstten sıkıştırılmıştır) denir ve bu durum 

)()( zFzf   biçiminde gösterilir. 
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Domine edilmiş fonksiyonlarla ilgili bazı sonuçlar aşağıda verilmiştir. Bu sonuçlar P  

sınıfına ait fonksiyonların katsayı eşitsizliklerini bulmada önemli rol oynar. 

 

2.2.13 Teorem. )()( zFzf   ise bu takdirde, 

(i) ,...2,1,0n  için 0nA , 

(ii) Rrz  ||0  için  )(|)(| rFzf  , 

(iii) )(|)( zFzf  , 

(iv) 


dFdf )()(
2

0

2

0
    

dir. 

 

İspat. Bir fikir vermesi açısından sadece (iii) ü ispat edelim. Diğerlerinin ispatı benzer 

biçimde yapılır. )()( zFzf   olsun. Bu takdirde RDz  için 

 

n

n
n zanzf 






0
1)1()(   ve  n

n
n zAnzF 






0
1)1()(  

 

dir. Her 0n  tamsayısı için, nn Aa ||  olduğundan 11 )1(||)1(   nn Anan  olur. 

Böylece )()( zFzf   elde edilir. ■ 

 

2.2.14. Teorem. f P olsun. Her 0n  tamsayısı için  

 

1)1(

)!(2
)( 


n
n

r

n
zf  

dir. Eşitlik durumu )()( zpzf   fonksiyonu için geçerlidir. 

 

İspat. f P ve Dz  için )()( zpzf   dir. 2.2.13 Teorem (iii) gereği )()( zpzf   

dir. Bu son bağıntıya aynı sonuç tekrar uygulanırsa )()( zpzf   ve nihayet 

...,2,1n   için )()( zpzf nn   olur. O halde 1||  rz  için  
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1)1(

)!(2

1

1
)()( 

 












n

rz
n

n
nn

r

n

z

z

dz

d
rpzf  

 

elde edilir. ■ 

 

2.2.15. Teorem.  
11)( n

n
nzazf P ise ...,2,1n  için 2|| na  dir. Eşitlik 

)()( zepzf i , R , fonksiyonu için geçerlidir.  

 

İspat. 2.2.14 Teoreminde 0z  alınırsa, her 1n  için )!(2||!|)0(| nanf n
n   olur. 

Buradan 2|| na  elde edilir. ■ 

 

2.2.16 Sonuç. P  sınıfı )(DA  analitik fonksiyonların kompakt bir altkümesidir.  

 

İspat. Bunun için P sınıfının kapalı olduğunu göstermek gerekir. Bunun için D  de lokal 

düzgün olarak ffn   özelliğindeki P sınıfına ait her )( nf  dizisi için Pf   olduğunu 

göstermek yetecektir. Hurwitz teoremi gereği f  limit fonksiyonu D  de ya sıfırı yoktur 

yada özdeş olarak sıfırdır. 1)0(lim)0( 
 n

n
ff  olduğundan Pf   dir. ■ 

 

2.2.17 Teorem. D konveks bir bölge olsun. Belli bir  R  sayısı ve Dz  için 

 

0)](Re[  zfei  

 

ise f  fonksiyonu D bölgesinde yalınkattır. 

İspat. 1z  ve 2z  D bölgesinde de farklı iki nokta olsun. f  fonksiyonunun 

Dtzztzzz  }10),(:{ 121  doğru parçası boyunca integrali alınırsa 
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1212

)()(

))(()()()(

dtzfeezz

dtzzzfdzzfzfzf
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olur. Hipotez gereği bu son integral sıfır olamaz. Dolayısıyla )()( 21 zfzf   olur. Bu 

durum f  fonksiyonunun D de yalınkat olduğunu gösterir. ■ 
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3. HARMONİK YALINKAT FONKSİYONLAR 

 

Bu bölümde, reel ve sanal kısımları eşlenik olmak zorunda olmayan kompleks değerli 

harmonik yalınkat fonksiyonların sınıfı hakkında genel bilgiler verilecektir. Bu 

fonksiyonlar analitik olmadığından analitik yalınkat fonksiyonlarda olmayan bazı 

zorluklarla karşılaşmak kaçınılmaz olmaktadır. Konform dönüşümlerin bir genellemesi 

olan bu fonksiyonlarla ilgili ilk çalışma James Clunie ve Terry Sheil-Small (1984) 

tarafından yapılmıştır. Bu çalışmada bazı geometrik özellikteki harmonik dönüşümler 

için oldukça güzel tahminler ortaya çıkarılmıştır. Bu çalışmadan faydalanarak bu alanda 

çalışan birçok matematikçi, bu sınıf ve alt sınıfları ile ilgili çok sayıda araştırma ortaya 

koymuş bulunmakta ve halen de konuyla ilgili çalışmalar devam etmektedir. 

 

3.1. Kompleks Harmonik Fonksiyonlar 

 

Önce reel ve kompleks harmonik fonksiyonu tanımlayalım. Bu kesimde verilen 

bilgilerin ayrıntıları (Duren 2004) kaynağında bulunabilir. 

 

3.1.1 Tanım. Bir D bölgesinde tanımlı reel değerli ),()( yxuzu   fonksiyonu D de 

ikinci mertebeden sürekli kısmi türevlere sahip ve  

 

0
2

2

2

2










y

u

x

u
u  

 

Laplace denklemini sağlıyorsa u  fonksiyonuna D de reel harmonik fonksiyon denir. 

Eğer ),()( yxuzu   ve ),()( yxvzv   fonksiyonları bir D  bölgesinde reel harmonik ise 

)(zf )()( zivzu   fonksiyonuna D de kompleks harmonik fonksiyon denir. f ivu   

kompleks harmonik fonksiyonun birebir olması durumunda da f  fonksiyonuna D de 

harmonik yalınkat fonksiyon denir.  

 

Tanıma göre, kompleks değerli harmonik yalınkat bir fonksiyon bir bölgeyi başka bir 

bölge üzerine bire bir ve harmonik olarak dönüştüren bir dönüşümdür. Bu fonksiyonlar 

analitik olmak zorunda olmadığından, analitik yalınkat fonksiyonlar için geçerli olan 
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bazı özellikleri harmonik yalınkat fonksiyonlara taşımak mümkün değildir. Örneğin 

analitik fonksiyonlar bileşke altında korunmasına rağmen, harmonik fonksiyonlar 

korunmaz. Yani f  harmonik,   analitik fonksiyonu için f  harmonik olmasına 

rağmen, f  fonksiyonunun harmonik olması gerekmez. Analitik fonksiyonların 

sınıfı bir cebir oluşturmasına rağmen, harmonik fonksiyonların sınıfı oluşturmaz. Ayrıca 

bir harmonik yalınkat dönüşümün tersi de harmonik olmak zorunda değildir. Üstelik 

harmonik yalınkat dönüşümlerin sınır davranışları analitik yalınkat fonksiyonlardan çok 

daha karmaşıktır. Bununla birlikte, konform dönüşümlerin bilinen teorisi bir şekilde 

harmonik dönüşümlere taşımak mümkündür (Duren 2004). 

 

Konform dönüşümlerde olduğu gibi düzlemde basit bağlantılı her hangi bir bölgede 

harmonik yalınkat dönüşümleri çalışmak yerine, birim dairede çalışmak genelliği 

bozmaz. Çünkü f , basit bağlantılı bir D C  bölgesinden G  bölgesi üzerine harmonik 

yalınkat bir dönüşüm ve   de D  birim diskini D  bölgesi üzerine konform olarak 

resmeden bir dönüşümü ise fF  , D  diskini G  üzerine resmeden harmonik 

yalınkat bir dönüşüm olur. Bu durumda esas dönüşüm ise 1 Ff  biçimindedir.  

 

En basit harmonik yalınkat dönüşüm örneği konform olması gerekmeyen 

zzzf  )( , ||||    biçimindeki afin dönüşümlerdir. Bu dönüşümler C  

kompleks düzlemi kendisi üzerine harmonik olarak dönüştürürler. Bir afin dönüşüm ile 

bir harmonik yalınkat dönüşümün bileşkesi olan ff    dönüşümü yine bir 

harmonik yalınkat dönüşümdür. Diğer bir örnek; 2
2
1)( zzzf   dönüşümüdür. Bu 

dönüşüm D = }1||:{ zz  açık birim diskinde yalınkat ve harmonik olup, D  diskini 

2
3|| w  çemberi ile çevrelenmiş bir eğrisel üçgen içine resmeder (Şekil 3.1). Benzer 

şekilde 2n  için n
n zzzf 1)(   fonksiyonu da harmonik yalınkat olup, bu dönüşüm 

altında açık birim diskin görüntüsü, nnw /)1(||   çemberi içinde kalan 1n  köşeli 

eğrisel bir çokgendir (Duren 2004).  
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a) n = 2         b) n = 3  

Şekil 3.1 

 

1.14 Teoremi gereği analitik bir f  fonksiyonunun bir z noktasında yerel olarak yalınkat 

olması için gerek ve yeter şart 0)( zJ f olması gerektiği biliniyor. Lewy (1936) de bu 

sonucun harmonik yalınkat dönüşümler için de geçerli olduğunu gösterdi. 

 

3.1.2 Teorem. Bir ivuf   harmonik fonksiyonunun yerel olarak yalınkat ve yön 

koruyan olması için gerek ve yeter şart  

 

|)(||)(| zfzf zz   

olmasıdır (Lewy 1936). 

 

3.2. Harmonik Yalınkat Fonksiyonların HS  Sınıfı 

 

Bu kısımda yalınkat analitik fonksiyonların genellemesi olarak harmonik yalınkat 

fonksiyonların sınıfı ve bu sınıfa ait bazı önemli özelliklerden bahsedilecektir.  

 

3.2.1 Tanım. h  ve g  fonksiyonları D  birim dairesinde analitik olsun. )Re( ghu   

)Im( ghv   olmak üzere D  dairesinde harmonik bir ivuf   fonksiyonu 

ghf   biçiminde yazılabilir. f  fonksiyonunun bu yazılışına standart gösterimi 

denir ve bu yazılım tektir (Clunie ve Sheil-Small 1984).  

 

D  dairesinde h  ve g analitik fonksiyonlarının seri açılımları  
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)(
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n zbzg  

 

ise, D  dairesinde yön koruyan harmonik yalınkat ghf   fonksiyonu için 

|)('||)('| zhzg   dir. Bu durum 0)(' zh  olduğunu gösterir. Bu yüzden 0)0( h  ve 

1)0(' h  almak genelliği bozmayacaktır. Böylece D  dairesinde yön koruyan harmonik 

yalınkat ghf   fonksiyonu 

 

)()()( zgzhzf  









12 n

n
n

n

n
n zbzaz     (3.1) 

 

biçiminde gösterilebilir. Ayrıca F veG  fonksiyonları D  de analitik olmak üzere 

ufF  ReRe  ve vfG  ImRe  ise ghf   fonksiyonu için 

 

2

GiF
h


  ve 

2

GiF
g


  

 

yazılabilir (Clunie ve Sheil-Small 1984). 

 

3.2.2 Tanım. (3.1) özelliğinde yön koruyan harmonik yalınkat dönüşümlerinin sınıfı 

HS  ile gösterilir. 0)0( g  özelliğindeki HSghf   fonksiyonların sınıfı 0
HS  ile 

gösterilir. 

 

Eğer 0
HSghf   ise bu takdirde 0)0(' g  ve 1|)('/)('| zhzg  olup Schwarz 

lemması gereği |)('||||)('| zhzzg   olduğu açıktır. Buna göre 0
HSf   ise zz ff /  

fonksiyonu için |||)(| zz   olduğu görülür.  

 

HS  sınıfına ait bir fonksiyon dizisinin limit fonksiyonu harmonik olmasına rağmen 

yalınkat olmak zorunda olmadığından HS  kompakt değildir. Gerçekten  
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z
n

n
zzfn 1

)(


  

 

biçiminde tanımlanan Hn Sf   afin dönüşümlerin bir dizisini göz önüne alalım.  

iyxz   için xzfzfn 2)()(   yakınsaması D  dairesinde düzgündür ancak limit 

fonksiyonu yalınkat değildir.  

 

Her bir HSf   fonksiyonu için 1|||| 11  ab  olduğundan  

 

2
1

1

||1
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b

wbw
w
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      (3.2) 

 

fonksiyonu yön koruyan bir afin dönüşümdür. Böylece  

 

002
1

1
0 ||1

gh
b

fbf
ff 




   

fonksiyonu  

 

0)0()0( 00  gh ,  1)0(' h   ve  0)0(' g  

 

özelliğinde yön koruyan harmonik yalınkat bir dönüşümdür. Bu yüzden HSf 0  

fonksiyonu 0)0(' g  özelliğinde olup 0
0 HSf   dır. 

 

Eğer HSf   fonksiyonunu 0
0 HSf   fonksiyonuna taşıyan fff  0  

dönüşümünün tersi alınırsa 010 fbff   elde edilir. Böylece 1|| 1 b  özelliğindeki 

belli bir 1)0(' bg   değeri için HS  sınıfı ile 0
HS  sınıfı arasında bire-bir bir bağıntı 

kurulmuş olur. Bu durum HS  sınıfında çözümü güç olan birçok problemin 0
HS  sınıfında 

çözümü yapılarak tekrar HS  sınıfına taşımasını sağlar.  
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Aşağıdaki Clunie ve Sheil-Small’a (1984) ait sonuçlar bununla ilgili olup ekstremal 

problemlerin çalışmasında önemli bir yere sahiptirler.  

 

3.2.3 Teorem. 0
HS  sınıfı kompakttır. Üstelik 0

HSghf   fonksiyonları için 2
1

2 || b  

dir. 

 

Henüz 0
HS  sınıfı dolayısıyla da HS  sınıfı için genel katsayı bağıntıları ispat 

edilememiştir. Ancak Clunie ve Sheil-Small (1984), 0
HSghf   fonksiyonları için 

katsayı eşitsizliklerinin  

 

)1)(12(
6

1
||  nnan ,     )1)(12(

6

1
||  nnbn    (3.3) 

ve   

nba nn  ||||||  

 

olduğunu tahmin etmişlerdir. Bu tahminlerine  
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       ve    
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olmak üzere harmonik Koebe fonksiyonu ghK   den hareketle ulaşmışlardır. 

Gerçekten (3.3) bağıntısı için eşitlik harmonik Koebe fonksiyonu için sağlanır. 

2)1/()( zzzk   analitik Koebe fonksiyonu için  

 

}Re{2}Re{2 gkgghghK   

veya  
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olarak yazılabileceğinden 0
HSK   fonksiyonu birim daireyi reel eksenden ],( 6

1  

çıkarılmış kompleks düzlem üzerine bire bir ve harmonik olarak resmeder (Şekil 3.2).  

 

   

Şekil 3.2 

 

0
0 HSf   ve 1|| 1 b  olmak üzere her bir HSghf   fonksiyonu 010 fbff   

biçiminde yazılabileceğinden (3.3) bağıntısı gereği HSf   fonksiyonları için katsayı 

bağıntılarının  

)12(
3

1
|| 2  nan    ve   )12(

3

1
|| 2  nbn     (3.5) 

 

olduğu görülür. Ayrıca (3.3) ve (3.5) bağıntılarından 0
HS  da 2

5
2 || a , HS  da ise 3|| 2 a  

tahminleri elde edilebilir. 
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4. REEL KISMI POZİTİF HARMONİK FONKSİYONLAR 

 

Bu bölümde, birim daireyi sağ yarı düzlem içine ve üzerine dönüştüren, yalınkat olmak 

zorunda olmayan kompleks değerli harmonik fonksiyonların sınıfı ile bu sınıfın bazı alt 

sınıfları incelenecek. Bu fonksiyonlar analitik olmadığından, reel kısmı pozitif analitik 

fonksiyonlar ile aralarındaki ilişkiler verilecek. Daha sonra birim daireyi sağ yarı 

düzlem üzerine dönüştüren harmonik yalınkat fonksiyonların sınıfı tanıtılıp, bu sınıfa ait 

fonksiyonların katsayı eşitsizlikleri ve distorsiyon teoremleri verilecektir. 

 

4.1 Reel Kısmı Pozitif Harmonik Fonksiyonların Sınıfı  

 

Bu kesimde D  de reel kısmı pozitif harmonik fonksiyonların oluşturduğu fonksiyon 

sınıfı ile P sınıfı arasındaki geçiş verilecek. Bu geçişten faydalanarak P sınıfı için 

bilinen bazı sonuçlar yeni sınıfa taşınacaktır.  

 

4.1.1 Tanım. D  de analitik  

 







1

1)(
n

n
nzazh    ve   






1

)(
n

n
n zbzg    (4.1) 

 

fonksiyonları için 0)(Re zf  olmak üzere ghf   fonksiyonlarının oluşturduğu 

sınıf HP , HP  sınıfında reel katsayılı fonksiyonların alt sınıfı HPR  ile gösterilir. HP  

sınıfında ki herhangi bir fonksiyona D  de reel kısmı pozitif harmonik fonksiyon, HPR  

sınıfındaki bir fonksiyona da reel kısmı pozitif ve reel katsayılı harmonik fonksiyon 

denir. 

 

D  de analitik 1)0( p  ve 0)(Re zp  şeklindeki fonksiyonların P  sınıfı için HPP   

olduğu açıktır. Aşağıdaki teorem P  sınıfı ile HP  sınıfı arasındaki geçişi vermektedir. 

 

4.1.2 Teorem. HPghf   ise Pghp   dir. Tersine, h  ve g  D  de analitik, 

)0(1)0( gh   ve Pghp   ise HPghf   dır. 
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İspat. HPghf   olsun. ghp   D  de analitik 1)0( p  ve Dz  için 

0)(Re)(Re  zfzp  olduğundan Pgh   dir.  

 

Tersine, her HPf   fonksiyonu  

 

)Im()Re( ghighghf   

 

olarak yazılabileceğinden ve 0)Re(  gh  olduğundan, f  D  de harmonik ve 

0Re f  dır. Böylece HPf   elde edilir. ■ 

 

Aşağıdaki sonuçlar 4.1.2 Teoremi ve P  sınıfının bilinen özelliklerinden elde edilir 

(Goodman 1983). 

 

4.1.3 Sonuç. HP  konveks ve kompakttır. 

 

İspat. HP  sınıfının kompakt olduğunu göstermek için HP  sınıfındaki her yakınsak 

dizinin limitinin yine HP  sınıfında olduğunu göstermek yetecektir [3, s. 44]. 

Hnnn Pghf   ve ghffn   olsun. 4.1.2 Teoremi gereği Pgh nn   ve P  

kompakt olduğundan Pghgh nn   dir. Ayrıca her n  için 0)0(1)0(  nn gh  

normalizasyonunu sağladığından yakınsaklık gereği h  ve g  fonksiyonları da aynı 

normalizasyonu sağlar. 4.1.2 Teoreminden HPghf   dır. O halde HP  kompakttır. 

 

Benzer şekilde HP  sınıfının konveksliği, konvekslik tanımı ve P  sınıfının konveks 

oluşundan elde edilir. ■ 

 

4.1.4 Sonuç. HPghf   ise Dz  için  
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olacak şekilde }1|:|{  X  üzerinde bir tek   olasılık ölçümü vardır (Goodman 

1983).  

 

4.1.5 Sonuç. HPRghf   ise  

 


 


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1||
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2

)(
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olacak şekilde }1|:|{  X  üzerinde bir tek   olasılık ölçümü vardır.  

 

İspat. HPRf   olsun. 11  z  için )(zf  reel ve )(zf  fonksiyonunun bütün 

katsayıları reel olduğundan )()( zfzf   veya  

 

])()([
2

1
)( zfzfzf   

 

şeklinde yazılabilir. Böylece 4.1.4 Sonucundan istenilen elde edilir. ■ 

 

4.1.6 Sonuç. D  konveks bir bölge, ghf   ve HPghzfzf  '')()(  ise gh   

yalınkattır. 

 

İspat. HPghzfzf  ')()(  ise Pgh  ''  olur. 2.2.17 Teoremi gereği gh   

analitik fonksiyonunun D  de yalınkat olduğu görülür. ■ 

 

4.1.7 Sonuç. HPf   ve 1||  rz  ise  
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dir.  

 



 

33 

 

4.1.8 Sonuç. HPghf   ve h , g  fonksiyonları (4.1) biçiminde verilmiş olsun. Bu 

takdirde ,...2,1n  için  

2||||  nn ba  

dir. Eşitlik, Dz  için  

 


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
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1
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Im

1

1
Re)(  

 

fonksiyonu için geçerlidir. Şekil 4.1,    )1/()31(Im)1/()1(Re)( zzizzzf   

fonksiyonu altında birim dairenin görüntüsünü göstermektedir. 

 

Şekil 4.1 

 

4.1.9 Teorem. HPf   ise Dz  için  

 


z

df
z

zF
0

)(
1

)(   

 

fonksiyonu da HP  sınıfına aittir. Burada integral D  de 0  ile z noktalarını birleştiren 

doğru parçası boyuncadır. 
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İspat. Dz  ve HPghf   olsun. 

 

)()()(
1

)(
1

)()()()(
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1
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olur. Buradan 

 
z

dgh
z

zGzH
0

)]()([
1

)()(   

 

bulunur. Pgh   olduğundan PGH   dir. 4.1.2 Teoremi gereği HPF   dır. ■ 

 

4.1.10 Tanım. (4.1) ifadesi ile verilen HPghf   fonksiyonunda 01 b  

özeliğindeki bütün f  fonksiyonların oluşturduğu sınıf 0
HP  ile gösterilir. HH PP 0  

olduğu açıktır.  

 

HS  sınıfı ile 0
HS  sınıfı arasında verilen bağıntıya benzer bir bağıntı tanımdan 

faydalanarak HP  ile 0
HP  sınıfları arasında verilebilir.  

 

4.1.11 Teorem. HPf   ise 0)0( fJ , f  fonksiyonunun (4.1) ile belli 1a  ve 1b  

katsayıları reel ise  

11

11
0

)()(
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ba

zfbzfa
zf




     (4.2) 

 

fonksiyonu 0
HP  sınıfına aittir. Tersine, eğer 0f

0
HP  fonksiyonu (4.2) biçiminde bir 

fonksiyon ise  

11

0101 )()(
)(

ba

zfbzfa
zf




     (4.3) 
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fonksiyonu HP  sınıfına aittir (Jacobski 1993). 

 

Aşağıdaki teorem 0
HP  sınıfına ait fonksiyonlar için katsayı eşitsizliklerini ifade eder. 

 

4.1.12 Teorem. HPghf   ve f  fonksiyonu D  de yön koruyan olsun. Bu 

takdirde, 1||  rz  ve ,...2,1n  için 
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   (4.4) 

 

dir. Eşitlik 222 )1()()1()(   zzzzf  fonksiyonu için geçerlidir. 

 

İspat. ghp   olmak üzere Dz  için 4.1.2 Teoremi gereği Pp  dir. f  

fonksiyonu yön koruyan olduğundan, 0|)('||)('|)( 22  zgzhzJ f  ve |)('||)('| zgzh   

olur. Böylece )('/)(')( zhzgzw   fonksiyonu Scwarz Lemmasının şartlarını sağlar ve  
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bulunur. Buradan  
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bulunur. Böylece 2.2.13 Teoremi gereği (4.4) bağıntısı elde edilir. ■ 
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4.1.12 Teoreminde 0z  alınırsa aşağıdaki katsayı bağıntıları elde edilir. 

 

4.1.13 Sonuç. HPf   ve f  fonksiyonu yön koruyan ise ,...2,1n  için  

1||  nan    ve   1||  nbn  

dir. 

 

4.1.14 Sonuç. HPRghf   ve f  fonksiyonu yön koruyan ise 
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İspat. HPRf   ise her R  için 
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olur. Katsayı bağıntılarına geçilirse  
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bulunur. Buradan istenilen eşitsizlik elde edilir. ■ 
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4.2 Reel Kısmı Pozitif Harmonik Fonksiyonların Alt Sınıfı 

 

4.2.1 Tanım.  ghf HP  olsun. 10,0    olmak üzere Dz  için 

 

  )}()())(')('(Re{ zgzhzgzhz    (4.6) 

 

eşitsizliğini sağlayan fonksiyonların sınıfı ),( HP  ile gösterilir. Buna göre 

HH PP ),(   ve HH PP )0,0(  dır. Negatif katsayılı ),( HP  sınıfının elamanlarının 

oluşturduğu alt sınıf ),( HPR  ile gösterilir. 

 

Eğer 210    ise ),(),( 12  HH PP   ve 210    ise ),(),( 12  HH PP   

dır. Eğer ),( HPRghf   ise 1n  için 0na  ve 0nb  olmak üzere h  ve g  

fonksiyonları Dz  için  
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biçiminde verilir. 

 

4.2.2 Teorem. ghf   fonksiyonu (4.1) bağıntısıyla verilmiş olsun. 0  ve 

10    olmak üzere 
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ise ),( HPf   dır. 

 

İspat. |1||1|0Re www   önermesi gereği, Dz  olmak üzere ),( HPf   

olduğunu göstermek için  
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            (4.9) 

 

olduğunu göstermek yetecektir. (4.1) bağıntısıyla verilen )(zh  ve )(zg  fonksiyonları 

(4.9) de yerine yazılır ve (4.8) eşitsizliği dikkate alınırsa 
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elde edilir. ■ 

 

Aşağıdaki teorem, 4.2.2 Teoreminin yeter şartının ),( HPRghf   fonksiyonları 

için geçerli olduğu gösterir. 

 

4.2.3 Teorem. ghf   fonksiyonu (4.7) bağıntısıyla verilmiş olsun. O halde 

),( HPRghf   olması için gerek ve yeter şart 0  ve 10    olmak üzere 
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    (4.10) 

olmasıdır.  

 

İspat. Teoremin yeter şartı 4.1.2 Teoreminde gösterildi. Şimdi gerek şartını gösterelim. 

),( HPRghf   olsun. Bu takdirde 0 , 10    ve Dz  için (4.6) 

bağıntısı gereği 
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bulunur. Eğer z  reel seçilir ve 1z  iken limite geçilirse 
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Aşağıdaki sonuç (4.11) ifadesindeki birinci eşitsizlikten elde edilir.  

 

4.2.5 Sonuç. ),( HPRf   ise, 

 

)(
1

|:| Dfww 















 

 

dir. Yani ),( HPR  sınıfına ait f  fonksiyonları için )(Df  görüntü kümesi 

)1/()(||  w  dairesini bulundurur. 
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elde edilir. Böylece ispat tamamlanmış olur. ■ 
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4.3.4 Uyarı. ),(DHS F  dir. Örneğin, 1  için F sınıfına ait  
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fonksiyonu D  birim dairesini }2/|Im|,0Re:{  www  yarı şeridi üzerine yalınkat 

olarak resmeder. Bu durum Şekil 4.2 de gösterilmiştir. Dolayısıyla f F ),(  DHS  

dir. Böylece F sınıfına ait fonksiyonlar D  birim dairesinden   sağ yarı düzlemi 
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üzerine olmak zorunda değildir. Ancak F sınıfındaki fonksiyonlar D  bölgesini   yarı 

düzleminin alt bölgelerine resmeder. 

 

Şekil 4.2 
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fonksiyonlarının kümesidir (Öztürk 1999). 

 

Aşağıdaki teorem ),( DHS  sınıfına ait fonksiyonların katsayı eşitsizliklerini verir. 
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İspat. Bu eşitsizliği ispatlamak için sadece ),( DHS  sınıfının uç noktalarına bakmak 

yetecektir (Duren 1983). 

),(Im2
1

1
Re)(  zki

z

z
zf 










  

olmak üzere  

z

z
zF





1

1
)(   

ve  


























z

z

z

z
ziG

11

1

1

1
log

)1(

2
2)(

2 





 

 

dir. Buradan 

 

  








 




0

),(2
1

1

2

1
)()(

2

1
)(

n

n
n zazk

z

z
zGzFzh   

ve 

  








 




0

),(2
1

1

2

1
)()(

2

1
)(

n

n
n zbzk

z

z
ziGzFzg   

 

olur. İlk eşitlikten 1n  için 

 

  















1

11

)1(

2
1

2 n
a

n

n  

       = 


















 


n

k

k nn
n 2

)2(2
)1(

1
1 


 

      = 
















 









1

0

1

1

)(
1

)(
1

1
n

k

k
n

k

k kn
n

kn
n

  

ve 

1||  nan  

 

elde edilir. Benzer şekilde tüm 2n  için 



 

47 

 

 







1

0

)(
2 n

k

k
n kn

n
b    ve  1||  nbn  

 

elde edilir. Eşitlik )1,(Im2
1

1
Re)( zki

z

z
zf 










  fonksiyonu için geçerlidir. ■ 

 

4.3.8 Teorem.  ghf ),( DHS  ise 

3|)|1(

2
|)(||)(|

z
zhzfz 

  

ve   

3|)|1(

||2
|)('||)(|

z

z
zgzfz 

  

dir. Eşitlik 

 






















2)1(

Im2
1

1
Re)(

z

z
i

z

z
zf  

 

fonksiyonu için geçerlidir. 
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