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OZET
Yiiksek Lisans Tezi
REEL KISMI POZITiF HARMONIK FONKSIYONLAR
Aydin OZBEK

Uludag Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisti
Matematik Anabilim Dali

Danisman: Doc. Dr. Metin OZTURK

Bu calismada, reel kismi pozitif harmonik fonksiyonlarin smifi ile bu sinifin baz1 alt
siniflar1 tanimlandi. Bu siniflara ait fonksiyonlarin ¢esitli 6zellikleri incelendi.

Calismanin birinci boliimiinde, ikinci, tigiincii ve dordiincii boliimlere temel olusturacak
kavramlar verilmistir.

Calismanin ikinci boliimiinde, reel kismi pozitif analitik fonksiyonlarin olusturdugu
siifinin topolojisi ve temel sonuclar1 verilmistir. Ayrica sabordinasyon prensibi ve
domine edilmis seri tanimlanarak, katsay1 ve distorsiyon sonuglari elde edilmistir.

Calismanin iiclincli boliimiinde, harmonik yalinkat fonksiyonlarin sinifinin temel
Ozellikleri tizerinde durulmustur.

Dordiincii boliim ise ¢alismanin ana kismini olusturmaktadir. Birim daireyi sag yari
diizlem igine ve lizerine doniistiiren, yalinkat olmak zorunda olmayan kompleks degerli
harmonik fonksiyonlarin smnifi ile bu smifin bazi alt smiflar1 incelenmistir. Bu
fonksiyonlar analitik olmadigindan, reel kismi pozitif analitik fonksiyonlar ile
aralarindaki iliskiler verilmistir. Ayrica, birim daireyi sag yar1 diizlem {izerine
doniistiiren harmonik yalinkat fonksiyonlarin smifi tanitilip, bu sinifa ait fonksiyonlarin
katsayi esitsizlikleri ve distorsiyon Ozellikleri elde edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Reel kismi1 pozitif analitik fonksiyonlar, harmonik yalinkat
fonksiyonlar, reel kismi1 pozitif harmonik fonksiyonlar.

2011, vii + 51 sayfa.



ABSTRACT
MSc Thesis

HARMONIC FUNCTIONS WITH REAL PART

Aydin OZBEK

Uludag University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Doc. Dr. Metin OZTURK

In this work, the class of harmonic functions with positive real part and some subclasses
are defined. Various properties of these functions that belonging to these classes are
examined.

At the first section of this work, we give some basic concepts which we use at the

second,third and fourth sections.

In the second part of the work, the basic results and topology of analytic functions with
real part positive are given. In addition, by defining the subordination principle and
dominated series, coefficient and the distortion results are obtained.

The third section devoted to main features of the class of univalent harmonic functions.

The fourth section is the main part of the study. We investigate the complex valued
harmonic functions that maps the unit disc to inside and boundary of right half plane.
We point out that these types of functions is not necessary of being univalent.
Nevertheless, we examine subclasses of the questioned functions.

This types of functions are not analytic. Hence there exists some relationships between
of them. We give some conclusions. In addition, we identify the class of harmonic
univalent functions which maps unit disc to right half plane. Moreover we derive
coefficient inequalities and distortion properties of these functions that belonging to this
class.

Key Words: Harmonic functions, harmonic functions with positive real part.

2011, vii + 51 pages.
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COA A kiimesinin kapali konveks zarfi
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fonksiyonlarin sinifi

o Birim ¢ember iizerinde olasilik 6l¢limlerinin kiimesi
A(G) G kiimesinde tanimli analitik fonksiyonlarinin kiimesi
C(G) G kiimesinde taniml stirekli fonksiyonlarinin kiimesi
f<<F f fonksiyonu F ile domine edilmistir

Re f f fonksiyonunun reel kismi1

Im f f fonksiyonunun imajiner kismi

f'(z,) f fonksiyonunun z, noktasindaki tiirevi

f, f fonksiyonunun z ye gore kismi tiirevi

J; f fonksiyonunun Jakobiyeni

f<g f fonksiyonunun g fonksiyonuna sabordine olmasi

f f fonksiyonunun eslenigi

C Kompleks Sayilar Kiimesi

R Reel Sayilar Kiimesi

P Reel kismi pozitif analitik fonksiyonlarin sinifi

-0

Reel kismi1 pozitif harmonik fonksiyonlarin sinifi



PS Reel kismi pozitif harmonik fonksiyonlarin alt sinifi
P,(f,a) Reel kismi pozitif harmonik fonksiyonlarin bir alt sinifi
PR, Reel kismi pozitif ve reel katsayili harmonik

fonksiyonlarin sinifi
PR, (B,) Reel kismi pozitif ve reel katsayilt harmonik

fonksiyonlarin bir alt sinifi

Au u fonksiyonunun Laplasyeni

Sy Y6n koruyan harmonik yalinkat fonksiyonlarin sinifi

Sy Y6n koruyan harmonik yalinkat fonksiyonlarin alt sinifi
S 4(D,Q) D den Q {izerine yon koruyan harmonik yalinkat

fonksiyonlarin alt sinifi

D (z,,1) z, merkezli r yarigapl delinmis acik daire
D (z,.r) z, merkezli r yarigaph kapal daire
C,=0D(z,,r) z, merkezli r yarigcapl agik dairenin sinir1
D, =D(z,,r) z, merkezli r yarigapl agik daire

0(z,w) Z den W ye yonlendirilmis ag1
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1. GIRIS

Bu boéliimde, gelecek boliimlerde kullanilacak temel kavramlar tanitilacaktir. Bu
kavramlarla ilgili ayrintili bilgiler (Palka 1991) ve (Conway 1973) kaynaklarinda

bulunabilir.

1.1 Tanim. C kompleks sayilar kiimesi, z, € C ve r >0 olmak iizere

D(z,,r)={zeC:|z—z,|<r}
B(ZO,I’)={ZZ|Z—ZO|SI”}
D (zp,r)={z: 0<|z—z,|<r}

0D(zy,r)={z:|z—z,|=7}

kiimelerine sirasiyla z, merkezli r yaricaph ag¢ik daire, kapali daire, delinmis agik daire
ve ¢ember denir. Kisalik olsun diye D(0,7) agik dairesi D, ile ve D, birim dairesi de

D ile gosterilir.

1.2 Tanim. 4 c C ve z, € 4 i¢in D(z,,r) < A olacak sekilde bir » > 0 sayis1 varsa z,

noktasina 4 kiimesinin bir i¢ noktas: denir. Eger 4 kiimesinin biitiin noktalar1 i¢ nokta
ise A ya agik kiime ve timleyeni agik olan kiimeye de kapali kiime ad1 verilir. Bir A4

kiimesini bulunduran kapali kiimelerin en darma (kesisimine) 4 kiimesinin kapanisi
denir ve A ile gosterilir. 4 kiimesinin bulundurdugu en genis acik kiimeye, baska bir

deyisle 4 kiimesinin biitiin i¢ noktalariin kiimesine A4 kiimesinin i¢i denir ve A4

kiimesinin i¢i A4 ile gosterilir.

1.3 Tammm. 4 c C ve z € C olmak {izere her D(z,r) dairesi ile hem 4 hem de 4 nin

tiimleyeni olan A4’ kiimesinin kesisimi bos kiimeden farkli ise z noktasina 4 kiimesinin

bir sinir noktas: denir. A kiimesinin sinir noktalarinin kiimesi 04 ile gosterilir. Gergekte

8A=Z—;1 dir.



1.4 Tanim. (z,) kompleks sayilarin bir dizisi olsun. Her & > 0 sayisina karsilik n > n,
ozelligindeki biitiin n dogal sayilar i¢in z, € D(z,,¢) olacak sekilde bir n, dogal say1si

varsa (z,) dizisine z, noktasina yakinsaktir denir ve bu durum limz,6 =z, veya

n—x0

z, — z,, biciminde gosterilir.

1.5 Teorem. z, € A olmasi igin gerek ve yeter sart limz, = z, olacak sekilde 4 da bir

n—>0

(z,) dizisinin mevcut olmasidir (Conway 1973).

1.6 Tammm. 4 < C olmak tizere f: A — C bir fonksiyon ve z, € 4 olsun. Here >0

sayist i¢in

JTAND(2,,6)]=D(f(2),€)

olacak sekilde bir 6 = d(¢,z,) > 0 sayisi varsa f fonksiyonuna z, noktasinda siireklidir

denir. Eger her z € 4 noktasi i¢in

flAND(z,6)]cD(f(2).¢)

olacak sekilde bir 6 =5(&) >0 sayis1 varsa f fonksiyonuna 4 kiimesinde diizgiin

stireklidir denir. Eger limz, = z, dzelliginde her bir (z,) dizisi i¢in lim f(z,) = f(z,)

ise f fonksiyonuna z, noktasinda dizisel siireklidir denir. C de dizisel siireklilik ile

stireklilik bir birini gerektirir.

1.7 Tanm. 4 c Colsun. Her z€ 4 i¢in |z|<M <o olacak sekilde M >0 sayisi

varsa A kiimesine sinirlidir denir. A kiimesinde alinan her dizinin yi1gilma noktasi yine

A kiimesine aitse 4 kiimesine kompakt veya dizisel kompakt denir.

1.8 Teorem. A — C kiimesinin kompakt olmasi i¢in gerek ve yeter sart kapali ve sinirlt

olmasidir (Palka 1991).



1.9 Tanim. 4 c C herhangi bir kiime, U ve V' C de ayrik agik iki kiime olsun. Eger
ANU#¢, ANV ¢ ve AcU UV ise A kiimesine baglantisizdwr denir. Baglantisiz

olmayan kiimeye baglantilidir denir. A¢ik ve baglantil1 bir kiimeye bolge ad1 verilir.

1.10 Tanim. [a, b] kapali aralifinin z =¢(#) siirekli fonksiyonu altindaki resmine C
de bir yol veya egri denir. Her te[a,b] igin ¢'(¢t) mevcut ve ¢'(¢) =0 ise egriye diizgiin
egri, [a,b] araligmin sonlu sayida alt araliklarinda diizgiin olan egriye parcali diizgiin
egri ad1 verilir. Kendi kendini kesmeyen egriye basit egri, ug noktalar: bitisik bir egriye
kapali egri ve sadece u¢ noktalarinda kesisen egriye de basit kapali egri veya Jordan

egrisi denir. Jordan egrisinin sinirladig1 bolgeye Jordan bolgesi adi verilir.

1.11 Tammm. B < C bdlgesinde her basit kapali egri sadece B kiimesinin noktalarini
bulunduruyorsa, bagka bir deyisle B da alinan her kapali egri i¢inde bolgeye ait herhangi
bir noktaya biiziilebiliyorsa bolgeye basit baglantili bélge denir.

1.12 Tanmm. f bir B bolgesinde kompleks degiskenli bir fonksiyon ve z, € B olsun.
Eger
hm f(Z)_f(ZO)

=5 z—z,
limiti mevcut ise f fonksiyonuna <z, noktasinda differansiyellenebilir veya
tiirevlenebilir denir. Limit degerine de f fonksiyonunun z, noktasindaki #irevi adi
verilir ve f'(z,) bi¢iminde gosterilir. Eger f fonksiyonu z, noktasmin belli bir
komsulugunda ki biitiin noktalarda differansiyellenebiliyorsa f fonksiyonuna z, da

analitik denir.

1.13 Tammm. B — C bir bolge olmak iizere, B bolgesinden f(B) lizerine bire bir olan
f fonksiyonuna B de yalinkat (univalent) fonksiyon denir. Buna gore B de yalinkat bir
f  fonksiyonu z,,z, € B olmak ilizere, f(z,)= f(z,) olmast z =z, olmasmi

gerektiren bir fonksiyondur. Geometrik olarak, f(B) goriintii bolgesinin kath bolge

3



olmamas1 demektir. Eger f fonksiyonu B bdlgesinin bir z, noktasinin belli bir
komsulugunda yalinkat ise bu takdirde f fonksiyonuna z, noktasinda yerel (lokal)

yalinkat fonksiyon denir.

1.14 Teorem. f fonksiyonu bir B bolgesinde analitik olsun. Eger z,e€ B igin
f'(z,)#0 ise f fonksiyonunun yalinkat oldugu z, noktasnin bir D(z,,r)c B

komsulugu vardir (Palka 1991).

1.15 Tamm. Dc C agik bir kiime, f:D—>C, f=u+iv ve feC'(D) olsun.

z, € D olmak iizere

u.(z,) v.(z)

TrE=1 ) vz

=u,(z,) v,(2,)—u,(z0)v,(2,)

sayismna f fonksiyonunun z, noktasinda Jakobiyeni denir.

1.16 Teorem. Bir f =u+iv fonksiyonunun basit baglantili bir D bdlgesindeki

Jakobiyeni J, =| /. |> —| f. |” dir.

Ispat. f =u+iv olmak iizere

fo= o fmif) = 4+ 0, -u,)
ve

1 . 1 i
==/ + =—(,-v)+=( +
VE 2(fx if,) 2(% v,) 2(Vx u,)
olur. Buradan

2 2
|f;| _l.fE| :uxvy_uyvx:‘]f

4



elde edilir. m

1.16 Teoreminden f fonksiyonunun analitik olmasi durumunda J, (z)= f'(2) I’

oldugu goriiliir.

1.17 Tammm. B c C bir bdlge, f: B — C yalinkat bir fonksiyon ve f e C'(B) olsun.
Her ze B i¢in J,(z)#0 ise f fonksiyonuna B de bir diffeomorfizm denir. Eger
f:B— C bir diffeomorfizm ve J,(z)>0 ise f fonksiyonuna B de ydén koruyan,
J ;(2)<0 ise f ye yonii ters ¢eviren ad1 verilir.

J,==J, oldugundan f yon koruyan ise f eslenik fonksiyonu ydnii ters ¢evirendir.
1.18 Tanmm. z, we C — {0} olmak lizere 0(z,w) = Arg(w/z) degerine z den w ye
yvonlendirilmis a¢i denir. (z,w) , z ile w arasindaki en kii¢iik acinin Slgiisiinii olup bu
deger (-7, 7] araligindadir. Eger aginin yonii saat yoniiniin tersi ise €(z,w) >0, saat
yoniinde ise #(z,w)< 0 dir. Buna gore 8(z,w) = durumu hari¢ &(z,w) =—60(w,z)

ve O(z,w) =—6(z,w) oldugu agiktir.

1.19 Tanim. B < C de bir bolge ve f: B — C bir diffeomorfizm olsun. B de z, kose

noktasina sahip egrisel bir aginin kenarlar1 o ve £ olmak tizere

10(a, B)|=16(f(), f(P)]

ise f fonksiyonuna z, € B noktasinda a¢i koruyan denir. Eger z, noktasinda
Ji(z))>0 ve O(a,B)=0[f(«),f(B)] ise f fonksiyonuna z,e€ B noktasinda
konform, J (z,)<0 ve O(a,B)=0[f(B),f(«)] ise f fonksiyonuna z,eB

noktasinda fers konform denir. Kisaca; a¢1 Ol¢iisiinii ve yoniinii koruyan bir
diffeomorfizme konform doniisiim, a¢1 Ol¢iisiinii koruyan fakat yoniinii ters ceviren
diffeomorfizme de ters konform doniisim adi verilir. Eger her z € B noktasi igin f
konform ise f'ye B de konform doniisiim denir.

5



Omegin; f(z)=az+b, a+#0, doniisimi C den C ye bir konform doniisiim iken

f(z) =z doniisiimii C de bir ters konform doniigiimdiir.

1.20 Teorem. B c— C bir bolge, f : B— C bir fonksiyon olsun. f fonksiyonunun B de
konform olmasi1 i¢in gerek ve yeter sart f fonksiyonunun B de analitik ve yalinkat

olmasidir (Palka 1991).

1.21 Uyari. Baz1 yazarlar konform doniisiim tanimini, f: B — C analitik fonksiyonu
ve her zeD igin f'(z)#0 bagintisiyla verirler. Ancak f:C—>C, f(z)=¢’
fonksiyonu i¢in f'(z) # 0 olmasina ragmen yalinkatlik yoktur. Bu ¢alismada her z € D
icin f'(z)# 0 sart1 saglayan f fonksiyonu D de yerel konform olarak adlandirilacak.
Gergekten 1.14 Teoremi geregi f'(z,)# 0 ise f fonksiyonunun z, noktasinin bir
komsulugunda analitik tinivalent oldugu biliniyor. Bu durumda f fonksiyonunun bu

komsuluga kisitlanis1 konform olur.

Yalinkat fonksiyon teorisinin en 6nemli sonuglarindan biri de Riemann doniisiim

teoremidir.

1.22 Teorem (Riemann Doniisiim Teoremi). B, C kompleks diizleminin basit
baglantili bir 6z alt bolgesi olsun. B bolgesini D birim dairesi iizerine bire bir ve

analitik (konform) olarak resmeden z, € B i¢in f(z,)=0 ve f'(z,) >0 ozelliginde bir

tek f fonksiyonu vardir (Palka 1991).

Riemann doniisiim teoremi geregi basit baglantili bir bolgede yalinkatlikla ilgili bir ¢ok
problemi ¢ézmek i¢in bu bolge yerine ) birim dairesini almak uygundur. O halde

bundan boyle ¢caligmalarimizi birim daire {izerinde yogunlastiracagiz.

Eger B bir Jordon bolgesi ise Riemann doniisiim teoremi siirekli olarak B bdolgesinin

sinirina genigletilebilir ve genisletilmis fonksiyon sinir egrisini bire bir olarak birim



cember iizerine doniistiiriir. Caratheodary ye ait olan bu sonucu asagidaki teoremde

ifade edebiliriz.

1.23 Teorem (Caratheodary Genisleme Teoremi). B bir y Jordon egrisi ile sinirlanmig

bir bolge ve f B bdlgesini D birim dairesi lizerine konform olarak dondiirsiin. Bu

takdirde f fonksiyonu B bolgesinden D iizerine bir homomorfizme genisletilebilir.

1.24 Teorem (Schwarz Lemma). f fonksiyonu D birim dairesinde f(0)=0 ve

| f(z)|<1 ozelliginde analitik bir fonksiyon olsun. Bu takdirde D dairesinde

| £'(0)| <1 ve | f(2)] < |z| dir. Esitlik f(z)=e"z fonksiyonu igin gegerlidir.

1.25 Teorem (Schwarz-Pick Lemma). f:ID — C analitik bir fonksiyon ve her zeD

icin | f(z)|<1 ise bu takdirde

=1 @I

"(2) <
e

dir.

1.26 Teorem (Helly Se¢me Teoremi). (x,), [a,b] aralifinda g, (a)=0 ve u, (b)=1
ozelliginde azalmayan bir fonksiyon dizisi olsun. Bu takdirde [a,b] aralifinda
azalmayan bir x fonksiyonuna yakinsayan (z,) dizisinin bir (4, ) alt dizisi vardir.

Ustelik [a,b] araliginda siirekli her ¢ fonksiyonu igin

lim [ ¢ (0)du,, (1) = [ o ()du(2)

dir (Duren 1983).

1.27 Teorem (Hurwitz Teoremi). (f,), bir D bolgesinde sifir1 olmayan analitik
fonksiyonlarin bir dizisi ve D bolgesinin kompakt alt kiimelerinde f, — f yakinsamasi

diizgiin olsun. Bu taktirde f fonksiyonunun D boélgesinde ya hig sifir1 yoktur yada f
0zdes olarak sifirdir (Duren 1983).



2. REEL KISMI POZIiTiF ANALITiK FONKSiYONLAR

Bu boliimde I birim dairesini herhangi bir yar1 diizlem iizerine doniistiiren analitik
fonksiyonlar {izerinde durulacak. Ancak keyfi bir yar1 diizlem yerine sag yar1 diizlemi
almak genelligi bozmayacagindan, D dairesini sag yar1 diizlem iizerine resmeden

analitik fonksiyonlarin siifi incelenecektir.
2.1. P Smifinin Topolojisi ve Elementer Ozellikleri

GcC acgik bir kiime olmak tlizere G de tanimli kompleks degerli analitik
fonksiyonlarin kiimesi A(G) ile, G de tanimli kompleks degerli siirekli fonksiyonlarin
kiimesi C(G) de gosterilsin. A(G) < C(G) oldugu agiktir. C(G) fonksiyon fonksiyon
toplama ve carpma islemlerine gore bir vektor uzayidir. Dolayistyla A(G) de alt vektor
uzayi olur.

d:C(G)xC(G) >R,
d(f,g)=sup| f(z)-g(2)| (1.1)

zeG

bi¢ciminde tanimlanan d fonksiyonu iyi tanimli olmasi durumunda bagka bir deyisle G

tizerinde bu supremumun olmasi halinde bir metrik olup (C(G),d) bir metrik uzay ve
(A(G),d) de alt metrik uzay olur. Ancak (1.1) de verilen supremum her bir G — C agik

alt kiimesi i¢in mevcut olmayabilir. O halde biitiin bu kiimeler i¢in de gegerli olacak bir

metrik tanimlamamiz gerekir.

G c C agik bir kiime ve {K,}, K, <K, ve GKn =G oOzelliginde G kiimesinin
n=l1

kompakt alt kiimelerinin bir dizisi olsun.

Kn :{Z:|Z|£n}m{2:d(Z’(C—G)Z%}



bu ozellikte kompakt kiimelerin bir dizisini gosterir. Geometrik olarak {K,}, kompakt
kiimelerle G kiimesinin bir tiikenisi demektir. Buna gore K, ={z:|z|<%l; neN}

D={zeC: z|<1} birim dairesinin bu 6zellikte bir tiikenisini gosterir.

2.1.1 Tanmm. {K } kompakt kiimelerinin bir dizisi G < C kiimesinin bir tiikenisini

gostersin.
d:C(G)xC(G)—> R,
<
d(f.g)=). > mf(l, sup| f(2) ~g(2) IJ
n=1 ZeR,
veya

= i | f(z)—g(2)]
d(f,g)—nzzllzn o 1+] f(z)-g(2)|

yada d,(f,g)=sup{| f(z)—g(z)|:z€ K, } olmak lizere

v 4.8
D=2 rd Fo0)

fonksiyonlar1 bir metrik olup (C(G),d) dolayisiyla da (A(G),d) metrik uzay olur. O
halde (C(G),d) uzayinin topolojisi bu metrigin tirettigi topolojidir. Bu topolojiye lokal
diizgiin yakinsaklik topolojisi veya kompakt kiimenin diizgiin yakinsaklik topolojisi

denir. Calismamizda kullanilan topoloji bu topolojidir.

2.1.2 Tanim. D de analitik, f(0)=1 ve ze D i¢in Re{f(z)} >0 ozelligindeki

f@)=l+az+az"+ =1+ az" 2.1



fonksiyonuna D de reel kismi pozitif fonksiyon denir. Bu fonksiyonlarin sinifi P ile

gosterilir.

P smifindaki fonksiyonlarin yalinkat olmas1 gerekmez. Ornegin n>2 tamsayisi i¢in

f(z)=1+z" fonksiyonu P siifina ait olmasina ragmen D de yalinkat degildir.

2.1.3 Ornek. D de analitik

p(z)=i+—z=l+2z+2zz+---=1+ZZZ" (2.2)
-z n=1

fonksiyonu P sinifina ait olup, D dairesini QQ={w:Rew >0} iizerine bire bir ve
analitik (konform) olarak resmeder. p(z) fonksiyonu P sinifindaki bu ozellikteki tek

fonksiyon degildir. Ancak bu fonksiyon P sinifina ait fonksiyonlar i¢inde dnemli bir

yere sahiptir. Sekil 2.1 de p(z) fonksiyonu altinda birim dairenin resmi gosterilmistir.

B

ML
=

L
o

v

Sekil 2.1

Asagida P sinifina ait fonksiyonlarin bazi 6nemli 6zellikleri verilecektir.

2.1.4 Teorem. f, f, ve f, P sinifina ait fonksiyonlar olsun. Bu takdirde
()  aeR igin g(z) = f(e“2),
(i) —1<z<1 igin g(z) =[f(2)]" veya g(z) = f(12)

10



(i) g(2)=1//(2),
(iv) 4,4,>0 ve t,+t, <1 icin g(z)=[f,(2)]" [f/,(2)]",
v)  f(D)=a+ib,AeD ise g(z) =(/a)[f(z+A(+Az))—bi],

(vi)  be R igin g(z2) =[f(2)+ibf(z)]

esitlikleri ile verilen g(z) fonksiyonu da P sinifina aittir.

Ispat. Bir fikir vermesi acisindan sadece (ii) ve (vi) nin ispatini verelim. Digerlerinin

ispat1 benzer sekilde yapilir.

(i) zeD igin f(z)eP oldugundan f(z)=re'“ olacak sekilde r>0 ve aeR,

—rm/2<a<m/2,sayilar vardir. Boylece

Reg(z)=Re[f(2)]' =Re(r'e™) =7 cos(art)

bulunur. —1<¢<1 i¢in tae(-x/2,7/2) ve r’>0 oldugundan Reg(z)>0 elde

edilir. Ayrica g(0) =1 olup, g(z) € P dir.

(vi) be R i¢cin ¢@(w)=(w+ib)/(1+ibw) doniisimii Q sag yar1 diizlemini yine
kendisi tizerine konform olarak resmeder. w= f(z) denirse g(z)=¢@(f(z)) fonksiyonu
D dairesini Q icine resmeder. Ustelik g(0)=¢(f(0))=¢(1)=1 normalizasyonunu
saglar. O halde g € P dir. m

2.1.5 Teorem. P sinifi konvekstir.

Ispat. 2, 1,>0 ve 4, +4, =1 olsun. f;, f, ePve z e D olmak iizere,

f:ﬂ'lfl'i'/izfz (2.3)

fonksiyonu icin Re f(z) >0 ve f(0)=1 oldugundan f €P dir. Dolayisiyla P smnifi
konvekstir. m

11



(2.3) ifadesi daha genel olarak sonlu toplama, daha sonrada her k i¢in g, 20 ve

o0

Z 4, =1 olmak tizere,

k=1

f@) =Y fif@) 4

seklinde sonsuz toplama genisletilebilir.
2.2. Sabordinasyon Prensibi ve Domine Edilmis Kuvvet Serileri

Bu kesimde sabordinasyon prensibi ve domine edilmis kuvvet tanmitilacak. Bu
kavramlarla ilgili 6zelliklerden faydalanarak P siifina ait fonksiyonlar ve tiirevlerinin
modili ile ilgili sirlar verilecektir. Ayrica P simifina ait fonksiyonlarin seri

acilimindaki katsayilariyla ilgili esitsizlikler elde edilecektir.

2.2.1 Tanm. g(z)=a,+az+--- fonksiyonu D) de analitik ve yalinkat olsun.
f(0)=g(0) ve f(D)c g(D) ozelliginde D de analitik f(z) fonksiyonu mevcutsa, f
fonksiyonu g fonksiyonuna sabordinedir denir. Bu durum f < g biciminde gosterilir.

f fonksiyonunun g fonksiyonuna sabordine olusu Sekil 2.2 de gdsterilmistir.

Sekil 2.2

Sabordine ile ilgili asagidaki teorem oldukc¢a kullanighdir.

12



2.2.2 Teorem. f ve g fonksiyonlar1 ) de analitik ve g, D de yalinkat olsun. I de

f < g olmasi igin gerek ve yeter sart

f(2) =gm(2))

olacak sekilde Schwarz Lemmasinin sartlarmi saglayan bir w(z) fonksiyonunun

bulunmasidir.

Ispat. f<g ve g(D)=B olsun. Bu takdirde g™' ters fonksiyonu B de analitik
g'(B)=D ve g'(a)=0 dir. Béylece w(z)=g'(f(z)) bileske fonksiyonu I
bolgesini kendi igine resmeden w(0)=0 ozelliginde analitik bir fonksiyon olup

Schwarz Lemmasinin sartlarini saglar. Burada f(z) = g(w(z)) dir.

Tersine g, D de yalinkat ve f(z)=g(w(z)) olacak sekilde Schwarz Lemmasinin
sartlarin1 saglayan w(z) fonksiyonu mevcut olsun. Bu takdirde her zeD) igin
|w(z) €| z| ve w(0)=0 dir. Buradan, f(0)=g(w(0))=g(0) ve f(w(D))c g(D) olur.
Buradan f < g elde edilir. m

Dikkat edilirse f <g ifadesinde g(z) fonksiyonu DD de yalinkattir. Ancak 2.2.2

Teoremi referans alinarak sabordinasyon tanimi yalinkat olmayan fonksiyonlara da

genisletilebilir.

2.2.3 Tanmm. f ve g D de analitik iki fonksiyon olsun. Her ze€D i¢in w(0)=0,
f(z)=g(w(z)) ve |w(z)|<1l sartim saglayan D de analitik bir w(z) fonksiyonu

mevcut ise [ fonksiyonu g fonksiyonuna sabordinedir denir.

2.2.4 Teorem. D de f <g olsun. Bu takdirde her bir 0<r <1 icin f(D,)c g(D,)
dir.

13



Ispat. f<g ise f(z)=g(w(z)) olacak sekilde Schwarz Lemmasinin sartlarini
saglayan bir w(z) analitik fonksiyonu vardir. Buradan f(D,)=g(w(D,)) dir.
w(D,) < D, oldugundan f(D,)=g(w(D,))c g(D,) elde edilir. m

2.2.5Sonu¢. D de f < g ise re(0,]) igin

max(1-|z RIFAGI= max(1-|z )1g'()]

dir.
Ispat. < g olsun.  €(0,1) igin

max | f(z) [s max | g(2) |

|z|1<r

olur. 1.25 Teoremi (Schwarz-Pick Lemmast) geregi

max(1-|z RIFAGI=S max(1-|z )1g'()]

elde edilir.

2.2.6. Teorem. f € P olmasi icin gerek ve yeter sart her z € D i¢in

&) =<2 = pea)

olmasidir.

Ispat. p(z) =1+—Z olmak iizere f < p ise
1+w(z2)

1@ = pona) =10 2

olacak sekilde Schwarz Lemmasimin sartlarii saglayan D de analitik bir w(z)

fonksiyonu vardir. O halde z €D igin

14



Re[(1+w(2))(1-w(z))] _ 1=|w(z) [

RUD =050 ewe)!

3

f(0)=1ve f(z) D da analitik oldugundan f € P elde edilir.

Tersine, f € P olsun. p(0)=f(0)=1, f(D)cQ=p() ve p fonksiyonu D de

yalinkat oldugundan f < p dir. m

2.2.7 Teorem. f, D de analitik olsun. Re f(z) > 0 olmasi i¢in gerek ve yeter sart

2z

f@=

0

l1+ze™
1—ze™

du(t)+iIm £(0) (2.5)

olacak sekilde [0,27] aralig1 lizerinde tanimhi w(27)— (0) =Re f(0) =1 06zelliginde

azalmayan bir x4 fonksiyonu vardir.

Ispat. Once f fonksiyonunun (2.5) bagmtisini sagladigini kabul edelim. u, [0,27]

araliginda azalmayan bir fonksiyon ve integrali alinan fonksiyonun reel kismi pozitif

oldugundan

l+ze™

du(t)>0

2z
Re f(z)= |Re -
‘([ 1—ze™

elde edilir.

Tersine, I de Ref(z)>0 olsun. Re f(z) >0 almak genelligi bozmayacaktir.

f(z)=>",a,z" olmak iizere b, =Rea, ve ¢, =Ima, olsun. 0<r<1 ve 0<¢<27

olmak tlizere
1 .
u(r,t) = — j Re f(re'®)do
27 7

bi¢iminde tanimlanirsa u(r,.), [0,27] aralifinda azalmayan ve wu(r,27)=0b,

ozelliginde bir fonksiyondur. Ustelik basit bir hesaplamayla

15



; —,n=12,.
J.e_mtdﬂ(l”,t)Z an 2 an 9&s

by, n=0

(=}

oldugu goriiliir. Boylece

27

2z ©
f(z)= _[dﬂ(raf) + Z% J.e_imdy(r,t) z" +ic,
r
0

n=l1 0

olur. | z |< r i¢in integral i¢indeki seri diizgiin yakinsak oldugundan bu fonksiyon

f(z):zf {1+2i (e_”zj }d,u(r,t)-i—ico

0 n=1 r
bi¢iminde yazabilir. Serinin toplami dikkate alinirsa

re' +z

- du(r,t)+ic,
re' —z

=]

olur.

(2.6)

Simdi limp, =1 ozelliginde (0,1) araliginda artan bir (p,) dizini gz Oniine alalim.

t €0, 27] i¢in u, ()= u(p,,t) olsun. Bu takdirde (), [0,27] araliginda azalmayan

bir fonksiyon dizisidir. 1.26 Teoremi (Helly Se¢me Teoremi) geregi k — o iken

u, —> u olacak sekilde (u,) dizisinin bir (x, ) alt dizisi ve [0,27] de azalmayan bir

4 fonksiyonunu bulunbilir. Ustelik [0,27] araliginda her bir siirekli # fonksiyonu igin

lim [ h(e)du,, (1) = [ h(O)dp()

dir. O halde sabit z degeri ve kK — o igin
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y )
pnkel +z N elt +Zz

pnk el[ —z el[ —z

yakinsamasi ¢ ye gore diizglindiir. Buradan

2z it 2

. thP,€ Tz z

tim [22 2%y, (0= [52 du)
2y P e~z ve'—z

Tl 4+

bulunur. Bu esitlik ve (2.6) dan (2.5) bagintis1 elde edilir. m

2.2.8 Tamm. [0,27] araliginda tanimh  u(27)—u(0)=1 veya J‘”‘Zldﬂ(n)zl

ozelliginde azalmayan u fonksiyonlarima X = {7 :|n|=1} lzerinde bir olasilik 6l¢iimii

denir. X tizerindeki olasilik 6l¢iimlerinin kiimesi g ile gosterilir.

P sinifina ait fonksiyonlarin integral temsilini veren ve Herglotz temsil teoremi olarak

bilinen asagidaki sonug, 2.2.7 Teoreminin dogrudan bir sonucudur.

2.2.9 Sonuc¢ (Herglotz temsil teoremi). f, D de analitik bir fonksiyon ve f(0)=1

olsun. Bu takdirde f € P olmasi i¢in gerek ve yeter sart u(27)— u(0)=1ve ID de

2

f@=]

0

1+ze™

1—ze™

dut) 2.7)

olacak sekilde [0,27] araliginda tanimli azalmayan bir g fonksiyonu vardir.

Herglotz temsil teoremi, reel kismi pozitif fonksiyonlar i¢in biiytikliik ve distorsiyon

sonuclariin elde edilmesinde olduk¢a kullanishdir.
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2.2.10 Teorem. f e P ve |z|=r<1 ise

1+7

-7

—<If@)Is— (2.8)

I+r I-r

-7 I+7

—<Ref(z)<— (2.9)

1+7 l-r

, 2Re f(z 2
| f(2)]< fz( ) < 5 (2.10)
-7 (1-7)
dir. Esitlik @ € R olmak iizere p(e'*z) fonksiyonu i¢in gegerlidir.
: ) . : 1+w(z)
Ispat. f € P oldugundan |z|=r<1 i¢in f(z)< p(z) dir. O halde f(z)= ()
—w(z

olacak sekilde Schwarz lemmasini saglayan bir w(z) fonksiyonu vardir. ze D igin

| w(z) |£| z | oldugundan

1+ w(2)|_ 1+ w(2)|  L+[z]_1+7
1-w(2)| " 1=|w(z)| 1-|z| 1-r

| f(@)I= (2.11)

elde edilir. 2.1.4 Teoremi geregi f € P iken 1/ f € P oldugundan (2.11) esitsizligi

1/ f fonksiyonu icin de gegerlidir. O halde

1+7
1-r

<

‘ 1

1-r
IS veya ms|f(z)| (2.12)

bulunur. (2.11) ve (2.12) birlikte diisiiniiliirse (2.8) bagintisi elde edilir.

(2.9) bagntisi, (2.8) bagintisindan veya (2.7) bagmtisinin her iki yanmin reel kismi

alinarak elde edilir.

(2.10) bagintisin1 gostermek igin (2.7) bagintisinin z ye gore tlirevi alinirsa
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2

2z —it
2du(t) 2 1+ze
"(2) £ - = Re —du(t
P2 !|1—ze” ? l—rz-([ 1—ze™ H(0)
=2Rep(z)S 2
-7~ (1-7)

elde edilir. m

2.2.11 Uyar.. feP ve z=re’ €D igin (2.8) bagmtismin her iki tarafindan
(1+7*)/(1-r?) cikarilirsa

1472

1—r?

< 2r
1—72

(2.13)

‘f (2) -

elde edilir. (2.13) esitsizligi, P smifina ait bir f fonksiyonunun f(ID) goriintii
kiimesinin, merkezi (1+7°)/(1-r*) ve yaricap1 2r/(1—r>) olan kapal bir daire iginde

kaldigini gosterir. Bu durum Sekil 2.3 temsili olarak gosterilmistir.

Sekil 2.3

2.2.12 Tanm. f(z)=)  a,z" ve F(z)=) Az" serileti D, ={z:z|<R, R >0}
dairesinde yakinsak olsunlar. Bu takdirde her »>0 tamsayisi i¢in |a, |< 4, ise f(z)
fonksiyonu F(z) ile domine edilmistir (iistten sikistirilmistir) denir ve bu durum

f(z) << F(z) bigiminde gosterilir.
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Domine edilmis fonksiyonlarla ilgili baz1 sonuglar asagida verilmistir. Bu sonuglar P

sinifina ait fonksiyonlarin katsay1 esitsizliklerini bulmada 6nemli rol oynar.

2.2.13 Teorem. f(z)<< F(z) ise bu takdirde,
(1) n=0,1,2,... i¢cin 4, >0,

(i) O0gzl=r<R igin | f(z) < F(r),

(i) f'(2) << F'(2),

(v)  [f)ds << [ F(&ydg

dir.

Ispat. Bir fikir vermesi acisindan sadece (iii) ii ispat edelim. Digerlerinin ispat: benzer

bigimde yapilir. f(z) << F(z) olsun. Bu takdirde z € D, i¢in
1= (n+Da, 2" ve F'(z)=> (n+1)4,,z"
n=0 n=0

dir. Her n>0 tamsayis1 i¢in, |a, |< A, oldugundan (n+1)|a,,, |<(n+1)4,,, olur.

Boylece f'(z) << F'(z) elde edilir. m
2.2.14. Teorem. f € P olsun. Her n >0 tamsayisi i¢in

) 2n!
O

dir. Esitlik durumu f(z) = p(z) fonksiyonu i¢cin gecerlidir.

Ispat. fePve zeD igin f(z)<< p(z) dir. 2.2.13 Teorem (iii) geregi f'(z) << p'(2)
dir. Bu son baginttya aymi sonug¢ tekrar uygulanirsa f''(z) << p”(z) ve nihayet

n=12,.. i¢in f"(z)<< p"(z) olur. O halde |z |=r <1 igin
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__2(nh)
- (l_r)ml

0 ; d" (1+z
f1@ =" (Tj

z=r

elde edilir. m

2.2.15. Teorem. f(z)=1+) " a,cz"€P ise n=1,2,.. i¢in |a,|<2 dir. Esitlik

f(2) = p(e“z), a € R, fonksiyonu icin gegerlidir.

Ispat. 2.2.14 Teoreminde z =0 alinirsa, her n>1 igin | f"(0)|=n!|a, |<2(n!) olur.

Buradan | a, |<2 elde edilir. m

2.2.16 Sonug. P smifi A(D) analitik fonksiyonlarin kompakt bir altkiimesidir.

Ispat. Bunun igin P sinifinin kapali oldugunu géstermek gerekir. Bunun i¢in I) de lokal

diizgiin olarak f, — f o0zelligindeki P sinifina ait her (f,) dizisi i¢in f € P oldugunu
gostermek yetecektir. Hurwitz teoremi geregi f limit fonksiyonu ) de ya sifir1 yoktur

yada 6zdes olarak sifirdir. f(0)=1im f,(0) =1 oldugundan f € P dir. m

2.2.17 Teorem. D konveks bir bolge olsun. Belli bir & € R sayisi ve z€ D ig¢in
Re[e“ f'(z)] > 0

ise f fonksiyonu D bolgesinde yalinkattir.
Ispat. z, ve z, D bolgesinde de farkli iki nokta olsun. f fonksiyonunun

I'={z:z=2z+t(z,—-2z), 0t <1} € D dogru par¢as1 boyunca integrali alinirsa
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f@)=f()= [ F@)dz= [ f1(2)z,—2)dt

=(z, —z )e_i“jei“f'(z) dt

0

olur. Hipotez geregi bu son integral sifir olamaz. Dolayisiyla f(z,) # f(z,) olur. Bu

durum f fonksiyonunun D de yalinkat oldugunu gosterir. m
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3. HARMONIK YALINKAT FONKSiYONLAR

Bu béliimde, reel ve sanal kisimlar1 eslenik olmak zorunda olmayan kompleks degerli
harmonik yalinkat fonksiyonlarin sinifi hakkinda genel bilgiler verilecektir. Bu
fonksiyonlar analitik olmadigindan analitik yalinkat fonksiyonlarda olmayan bazi
zorluklarla kargilagsmak kaginilmaz olmaktadir. Konform déniisiimlerin bir genellemesi
olan bu fonksiyonlarla ilgili ilk ¢alisma James Clunie ve Terry Sheil-Small (1984)
tarafindan yapilmistir. Bu calismada bazi1 geometrik 6zellikteki harmonik doniisiimler
icin oldukga giizel tahminler ortaya ¢ikarilmistir. Bu ¢aligmadan faydalanarak bu alanda
calisan bir¢ok matematikg¢i, bu siif ve alt siniflar ile ilgili ¢ok sayida aragtirma ortaya

koymus bulunmakta ve halen de konuyla ilgili ¢caligmalar devam etmektedir.

3.1. Kompleks Harmonik Fonksiyonlar

Once reel ve kompleks harmonik fonksiyonu tanimlayalim. Bu kesimde verilen

bilgilerin ayrintilar1 (Duren 2004) kaynaginda bulunabilir.

3.1.1 Tammm. Bir D bolgesinde tanimli reel degerli u(z)=u(x,y) fonksiyonu D de

ikinci mertebeden siirekli kismi tiirevlere sahip ve

Laplace denklemini sagliyorsa u fonksiyonuna D de reel harmonik fonksiyon denir.
Eger u(z) =u(x,y) ve v(z) =v(x,y) fonksiyonlar1 bir D bolgesinde reel harmonik ise
f(2)=u(z)+iv(z) fonksiyonuna D de kompleks harmonik fonksiyon denir. f = u+iv
kompleks harmonik fonksiyonun birebir olmasi durumunda da f fonksiyonuna D de

harmonik yalinkat fonksiyon denir.

Tanima gore, kompleks degerli harmonik yalinkat bir fonksiyon bir bolgeyi bagka bir
bolge ilizerine bire bir ve harmonik olarak déniistiiren bir doniisiimdiir. Bu fonksiyonlar

analitik olmak zorunda olmadigindan, analitik yalinkat fonksiyonlar i¢in gecerli olan
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baz1 6zellikleri harmonik yalinkat fonksiyonlara tasimak miimkiin degildir. Ornegin
analitik fonksiyonlar bileske altinda korunmasina ragmen, harmonik fonksiyonlar

korunmaz. Yani f harmonik, ¢ analitik fonksiyonu i¢in f o¢ harmonik olmasina
ragmen, @o f fonksiyonunun harmonik olmasi gerekmez. Analitik fonksiyonlarin

sinifi bir cebir olusturmasina ragmen, harmonik fonksiyonlarin sinifi olusturmaz. Ayrica
bir harmonik yalinkat déniisiimiin tersi de harmonik olmak zorunda degildir. Ustelik
harmonik yalinkat doniisiimlerin sinir davranislar1 analitik yalinkat fonksiyonlardan ¢ok
daha karmasiktir. Bununla birlikte, konform doniisiimlerin bilinen teorisi bir sekilde

harmonik doniisiimlere tasimak miimkiindiir (Duren 2004).

Konform doniisiimlerde oldugu gibi diizlemde basit baglantili her hangi bir bolgede
harmonik yalinkat dontisiimleri ¢alismak yerine, birim dairede c¢alismak genelligi

bozmaz. Ciinkii 1, basit baglantili bir Dc C bolgesinden G bdlgesi lizerine harmonik
yalinkat bir doniisim ve ¢ de D birim diskini D bdlgesi lizerine konform olarak

resmeden bir donilisiimii ise F = fog, D diskini G {lizerine resmeden harmonik

yalinkat bir doniisiim olur. Bu durumda esas déniisiim ise f = F o' bigimindedir.

En basit harmonik yalinkat donlisim o6rnegi konform olmasit gerekmeyen
f(2)=az+y+pz, |al# B| bigimindeki afin doniisiimlerdir. Bu doniisimler C
kompleks diizlemi kendisi tizerine harmonik olarak donitstiiriirler. Bir afin doniisiim ile
bir harmonik yalinkat déniisiimiin bileskesi olan « f +y + £ f doniisiimii yine bir
harmonik yalinkat doniistimdiir. Diger bir ornek; f(z) =z+§22 dontlistimiidiir. Bu
dontisim D={z:|z|<1} acik birim diskinde yalinkat ve harmonik olup, I diskini
|wl=2 c¢emberi ile ¢evrelenmis bir egrisel tiggen igine resmeder ($ekil 3.1). Benzer
sekilde n>2 i¢in f(z)=z+LZz" fonksiyonu da harmonik yalinkat olup, bu déniisiim
altinda acgik birim diskin goriintiisii, |w|=(n+1)/n ¢emberi i¢inde kalan n+1 koseli

egrisel bir cokgendir (Duren 2004).
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byn=3

Sekil 3.1

1.14 Teoremi geregi analitik bir /' fonksiyonunun bir z noktasinda yerel olarak yalinkat
olmast i¢in gerek ve yeter sart J,(z) # 0 olmasi gerektigi biliniyor. Lewy (1936) de bu

sonucun harmonik yalinkat dontistimler i¢in de gegerli oldugunu gdosterdi.

3.1.2 Teorem. Bir f =u+iv harmonik fonksiyonunun yerel olarak yalinkat ve yon

koruyan olmasi i¢in gerek ve yeter sart

| 2(2) <] 1.(2) ]
olmasidir (Lewy 1936).

3.2. Harmonik Yalinkat Fonksiyonlarm S, Smmfi

Bu kisimda yalinkat analitik fonksiyonlarin genellemesi olarak harmonik yalinkat

fonksiyonlarin sinifi ve bu sinifa ait baz1 6nemli 6zelliklerden bahsedilecektir.

3.2.1 Tamm. & ve g fonksiyonlar1 D birim dairesinde analitik olsun. u = Re(4 + g)
v=Im(h—g) olmak tlizere [ dairesinde harmonik bir f =u+iv fonksiyonu
f =h+g biciminde yazilabilir. f fonksiyonunun bu yazilisina standart gosterimi

denir ve bu yazilim tektir (Clunie ve Sheil-Small 1984).

D dairesinde 4 ve g analitik fonksiyonlarinin seri agilimlari
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h(z)= ianz” ve g(z)= ibnz”
n=0 n=1

ise, I dairesinde yon koruyan harmonik yalinkat f =h+g fonksiyonu igin
|g'(z)|<| A'(z)| dir. Bu durum A'(z) #0 oldugunu gosterir. Bu ylizden 4(0)=0 ve
h'(0) =1 almak genelligi bozmayacaktir. Boylece ) dairesinde yon koruyan harmonik

yalinkat f =h+ g fonksiyonu

F(2)=h(z)+g(z) :Z+ianz" +ibnz” (3.1)

biciminde gosterilebilir. Ayrica F veG fonksiyonlart D de analitik olmak {izere

ReF =Ref=uve ReG=Imf =vise f=h+g fonksiyonu i¢in

F+iG F-iG

h= ve g =
£,

yazilabilir (Clunie ve Sheil-Small 1984).

3.2.2 Tanim. (3.1) 6zelliginde yon koruyan harmonik yalinkat doniisiimlerinin sinifi
Sy, ile gosterilir. g'(0)=0 ozelligindeki f =h+g € S, fonksiyonlarin sinifi S% ile

gosterilir.

Eger f=h+geS, ise bu takdirde g'(0)=0 ve |g'(z)/h'(z)|<1 olup Schwarz
lemmasi geregi |g'(z)|<|z]||#'(z)| oldugu agiktir. Buna gére f €S} ise a)=72/fz

fonksiyonu i¢in | @ (z) |<| z | oldugu goriiliir.

Sy, smifina ait bir fonksiyon dizisinin limit fonksiyonu harmonik olmasma ragmen

yalinkat olmak zorunda olmadigindan §,, kompakt degildir. Gergekten
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n _
z

fu(Z)=z+

n+l1

bi¢giminde tanimlanan f, €S, afin doniisiimlerin bir dizisini gz Oniine alalim.
z=x4+1y i¢in f,(z) > f(z)=2x yakinsamast D dairesinde diizgiindiir ancak limit

fonksiyonu yalinkat degildir.

Her bir f € §, fonksiyonu i¢in | b, |<| @, |=1 oldugundan

w—-bw

1_|b1 |2

p(w) = (3.2)

fonksiyonu yon koruyan bir afin doniistimdiir. Boylece

f=bf_, -

=@of= =h, +
fo=pof a0t E

fonksiyonu
hy(0)=g,(0)=0, 2'(0)=1 ve g'(0)=0

ozelliginde yon koruyan harmonik yalinkat bir doniisiimdiir. Bu yiizden f, €Sy,

fonksiyonu g'(0) =0 6zelliginde olup f, € S;, dir.

Eger feS, fonksiyonunu f, €S, fonksiyonuna tasiyan f — f, =@o f
donilisimiiniin tersi aliirsa f = f, +m elde edilir. Boylece | b, |<1 0Ozelligindeki
belli bir g'(0)=5, degeri i¢in S, smufi ile S, smifi arasinda bire-bir bir bagnti
kurulmus olur. Bu durum S,, simifinda ¢6ziimii gii¢ olan bircok problemin S}, sinifinda

¢oziimii yapilarak tekrar S, sinifina tagimasini saglar.
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Asagidaki Clunie ve Sheil-Small’a (1984) ait sonuglar bununla ilgili olup ekstremal

problemlerin ¢alismasinda 6nemli bir yere sahiptirler.

3.2.3 Teorem. S|, smifi kompakttir. Ustelik f =%+ g e S}, fonksiyonlari igin |5, [<1
dir.

Heniiz S}, smfi dolayisiyla da S, smifi i¢in genel katsayr bagmtilari ispat

edilememistir. Ancak Clunie ve Sheil-Small (1984), f =h+g €S, fonksiyonlar1 igin

katsay1 esitsizliklerinin

la, |S%(2n+l)(n+l), b, |Sé(2n—1)(n—l) (3.3)

Ve
la,[=1b,[<n

oldugunu tahmin etmislerdir. Bu tahminlerine

z—1z2 4173
h(z) Zﬁ ve g(z)=

1,2 41,3
72 +t4zZ

(1-2z)

olmak {izere harmonik Koebe fonksiyonu K =h+g den hareketle ulagsmislardir.
Gergekten (3.3) bagimntisi icin esitlik harmonik Koebe fonksiyonu igin saglanir.

k(z)=z/(1-z)* analitik Koebe fonksiyonu icin

K=h+g=h—-g+2Re{g}=k+2Re{g}

z+122| z
K(z)= Re{ 2y } +i Im{(1 —Z)Z} (3.4)

veya
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olarak yazilabileceginden K e Sg, fonksiyonu birim daireyi reel eksenden (—oo0,—¢]

cikarilmis kompleks diizlem {izerine bire bir ve harmonik olarak resmeder (Sekil 3.2).

Sekil 3.2

fo eS8y ve |b/|<1 olmak iizere her bir f=h+geS, fonksiyonu f = f, +bf,
bi¢ciminde yazilabileceginden (3.3) bagintis1 geregi f €S, fonksiyonlar igin katsay1

bagintilarinin

la, |<§(2n2+1) ve |b, |<%(2n2+1) (3.5)

oldugu gériiliir. Ayrica (3.3) ve (3.5) bagmtilarindan S}, da |a, |< 3, Sy daise |a, <3

tahminleri elde edilebilir.
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4. REEL KISMI POZIiTiF HARMONIK FONKSIiYONLAR

Bu boéliimde, birim daireyi sag yar1 diizlem i¢ine ve {lizerine doniistiiren, yalinkat olmak
zorunda olmayan kompleks degerli harmonik fonksiyonlarin sinifi ile bu sinifin bazi alt
smiflar1 incelenecek. Bu fonksiyonlar analitik olmadigindan, reel kismi pozitif analitik
fonksiyonlar ile aralarindaki iligkiler verilecek. Daha sonra birim daireyi sag yari
diizlem iizerine doniistiiren harmonik yalinkat fonksiyonlarin sinifi tanitilip, bu sinifa ait

fonksiyonlarin katsay: esitsizlikleri ve distorsiyon teoremleri verilecektir.
4.1 Reel Kismu Pozitif Harmonik Fonksiyonlarin Simifi

Bu kesimde D de reel kismu pozitif harmonik fonksiyonlarin olusturdugu fonksiyon
smifi ile P smifi arasindaki gecis verilecek. Bu gegisten faydalanarak P smifi igin

bilinen bazi sonuclar yeni sinifa taginacaktir.

4.1.1 Tanim. D de analitik

h(z)=1+ ianzn ve g(z)= ibnzn 4.1)

n=l1

fonksiyonlart i¢cin Re f(z) >0 olmak iizere f =h+g fonksiyonlarinin olusturdugu
smif P,, P, smifinda reel katsayili fonksiyonlarin alt smifi PR, ile gosterilir. P,
smifinda ki herhangi bir fonksiyona D de reel kismi pozitif harmonik fonksiyon, PR,

sinifindaki bir fonksiyona da reel kismi pozitif ve reel katsayili harmonik fonksiyon

denir.

D de analitik p(0)=1 ve Re p(z) >0 seklindeki fonksiyonlarin P sinifi i¢cin P < P,

oldugu aciktir. Asagidaki teorem P smifiile P, sinifi arasindaki gecisi vermektedir.

4.1.2 Teorem. f=h+geP, ise p=h+ge P dir. Tersine, 7 ve g D de analitik,
h(0)-1=g(0) ve p=h+gePise f=h+ge P, dir.
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Ispat. f=h+geP, olsun. p=h+g D de analitk p(0)=1 ve zeD igin
Re p(z) =Re f(z) > 0 oldugundan £+ g € P dir.

Tersine, her f € P, fonksiyonu

f=h+g=Re(h+g)+ilm(h—g)

olarak yazilabileceginden ve Re(Z+g)>0 oldugundan, f D de harmonik ve

Re /' >0 dir. Boylece f € P, elde edilir. m

Asagidaki sonuglar 4.1.2 Teoremi ve P sinifinin bilinen 6zelliklerinden elde edilir

(Goodman 1983).

4.1.3 Sonug. P, konveks ve kompakttir.

Ispat. P, sinifinin kompakt oldugunu gostermek icin P, sinifindaki her yakinsak
dizinin limitinin yine P, smifinda oldugunu gostermek yetecektir [3, s. 44].
f.=h +g €P, ve f, > f=h+g olsun. 4.1.2 Teoremi geregi h +g, € P ve P
kompakt oldugundan 4, +g, — h+g e P dir. Ayrica her n i¢in 4,(0)-1=g, (0)=0
normalizasyonunu sagladigindan yakinsaklik geregi # ve g fonksiyonlar1 da ayni

normalizasyonu saglar. 4.1.2 Teoreminden f =h+g € P, dir. O halde P, kompakttir.

Benzer sekilde P, smifinin konveksligi, konvekslik tanimi ve P smifinin konveks

olusundan elde edilir. m
4.1.4 Sonug. f=h+geP, ise zeD igin

W)+ g(a) = [

=1

dp(n)
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olacak sekilde X ={n:|n|=1} lizerinde bir tek x olasilik 6l¢iimii vardir (Goodman
1983).

4.1.5 Sonug. f =h+ge PR, ise

h(z)+g(z) = jl_zzgen+zzdﬂ0ﬂ

=1
olacak sekilde X = {n:|n|=1} tlizerinde bir tek x olasilik 6l¢timii vardir.

Ispat. fePR, olsun. —1<z<1 igin f(z) reel ve f(z) fonksiyonunun biitiin

katsayilar1 reel oldugundan f(z)= f(z) veya

f@) =311+ 7E)

seklinde yazilabilir. Boylece 4.1.4 Sonucundan istenilen elde edilir. m

4.1.6 Sonu¢. D konveks bir bolge, f=h+g ve f(z)=f(Z)=h'+tg'eP, ise h+g

yalinkattir.

ispat. f(2)= f(Z)=h'+g € P, ise h'+g'e P olur. 2.2.17 Teoremi geregi h+g

analitik fonksiyonunun D de yalinkat oldugu goriiliir. m
4.1.7 Sonug. feP, ve|z|=r<lI ise

I-r <Ref(z)< L+r
1+r 1-r

dir.
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4.1.8 Sonu¢. f =h+ge P, ve h, g fonksiyonlar: (4.1) bi¢iminde verilmis olsun. Bu
takdirde n =1,2,... i¢in
la,|=1b,1]<2

dir. Esitlik, z € D igin

f(2)= Re(

1+zj _ (l+3zj
+iIm|
1-z 1-z

fonksiyonu igin gegerlidir. Sekil 4.1, f(z)=Re((1+z)/(1-z2))+i Im((1+3z)/(1-z))

fonksiyonu altinda birim dairenin goriintlistinli gostermektedir.

=]

Sekil 4.1

4.1.9 Teorem. f € P, ise z€ D i¢in

F@) = [ 1

fonksiyonu da P, smifina aittir. Burada integral D de 0 ile znoktalarini birlestiren

dogru parcast boyuncadir.
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Ispat. zeD ve f=h+ge P, olsun.
F(z)= lj F(O)dE = j f(rz)dr = j h(rz)dr + j g(rz)dr
z 0 0 0 0

— L [h©)ag +1 [gig =HE+ )

olur. Buradan

z

H(z)+G(2) =~ [[h() + (£ )1d¢

Z%

bulunur. 4+ g € P oldugundan H +G € P dir. 4.1.2 Teoremi geregi F' € P, dir. m

4.1.10 Tanmm. (4.1) ifadesi ile verilen f=h+ge P, fonksiyonunda b =0

ozeligindeki biitin £ fonksiyonlarin olusturdugu smmif Py ile gosterilir. P) c P,

oldugu aciktir.

S, smifi ile S, smifi arasinda verilen bagintiya benzer bir baginti tanimdan

faydalanarak P, ile P smiflari arasinda verilebilir.

4.1.11 Teorem. fe P, ise J,(0)#0, f fonksiyonunun (4.1) ile belli a, ve b

katsayilari reel ise

a,f(2)=b f(2) “42)

fa= L0

fonksiyonu Py sinifina aittir. Tersine, eger f, € Py fonksiyonu (4.2) bigiminde bir

fonksiyon ise

a, f,(2)=b, f,(2) 4.3)

a, +b,

fz)=
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fonksiyonu P, sinifina aittir (Jacobski 1993).

Asagidaki teorem P sinifina ait fonksiyonlar igin katsay esitsizliklerini ifade eder.

4.1.12 Teorem. f=h+geP, ve [ fonksiyonu D de yon koruyan olsun. Bu

takdirde, |z |=7r <1 ve n=1,2,... igin

1 r
| h(z) < a—ry’ | g(2) < a1y
(4.4)
p (n+1)! " nl(n+2r-1)
| h (Z)|SW, g (ﬂﬁw

dir. Esitlik f(z)=(1-z)"—(2)*(1-z)~ fonksiyonu i¢cin gecerlidir.

Ispat. p=h+g olmak iizere zeD igin 4.1.2 Teoremi geregi peP dir. f
fonksiyonu yon koruyan oldugundan, J,(z) = 4'(z2) =g (2) >0 ve | h'(z)|]> g'(2)]

olur. Boylece w(z) = g'(z)/h'(z) fonksiyonu Scwarz Lemmasinin sartlarini saglar ve

) =L e g2)=wh()

1+w(z2)
bulunur. Buradan
h'(z) << L% , h(2)<<——=
l-z(1-2) (1-2)
ve
ZZ
<<
g(2) 1—2)

bulunur. Boylece 2.2.13 Teoremi geregi (4.4) bagintisi elde edilir. m
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4.1.12 Teoreminde z =0 alinirsa asagidaki katsay1 bagintilar elde edilir.

4.1.13 Sonu¢. f € P, ve f fonksiyonu yon koruyan ise n=1,2,... i¢in
la,|<n+1 ve |b,|<n-1

dir.
4.1.14 Sonu¢. /' =h+g € PR,, ve f fonksiyonu yon koruyan ise

n n—1
la, |332k|coske| ve |b, |s§ D k|coskd)|

k=1 n o

dir.

Ispat. f € PR, ise her @ R igin

1-2zcos@+z*

h(z)+g(z) <<

dir. Buradan

_ 2
h'(z) << L d 1=z 5
l-zdz1-2zcosO@+z

ve
g'(z) << zh'(2)

olur. Katsay1 bagintilarina gegilirse

n n—1
|na, |<2) k|cosk@| ve |nb,[<2) k|coske |

k=1 k=1

bulunur. Buradan istenilen esitsizlik elde edilir. m
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4.2 Reel Kismu Pozitif Harmonik Fonksiyonlarin Alt Simifi

4.2.1 Tanmm. f=h+ge P, olsun. 20, 0< <1 olmak lizere z € D i¢in

Re{oz(h'(z) +g'(2)) + h(z) + g(2)} > f (4.6)

esitsizligini saglayan fonksiyonlarin smifi P,(f,a) ile gosterilir. Buna gore
P,(B,a)c P, ve P,(0,0)= P, dir. Negatif katsayil1 P,(f,a) smifinin elamanlarinin

olusturdugu alt simif PR, (S, ) ile gosterilir.

Eger 0< S, < f3, ise B, (p,,a)c Py(f,a) ve 0<a, <a, ise B, (f,a,) c F;(B.a,)
dir. Eger f =h+ge PR, (f,) ise n>1 i¢in a, 20 ve b, 20 olmak lizere & ve g

fonksiyonlar1 z € D i¢in
h(z)=1-)a,z" ve g(z)=-)_b,z" 4.7)
n=1 n=1

bi¢iminde verilir.

4.2.2 Teorem. f =h+g fonksiyonu (4.1) bagintisiyla verilmis olsun. o >0 ve

0 < B <1 olmak iizere

> e, 15D ! (48)

n=l

ise feP,(f,a) d.

Ispat. Rew >0 <1+ w|>|1—-w| Snermesi geregi, ze olmak iizere f € P,(B,)

oldugunu gostermek icin
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1= +az(h'(2)+g'(2)) + h(z) + g(2) |
4.9)

—[1+ B —-az(h(2)+g'(2)) - h(z) - g(2) > 0

oldugunu gostermek yetecektir. (4.1) bagintistyla verilen A(z) ve g(z) fonksiyonlari

(4.9) de yerine yazilir ve (4.8) esitsizligi dikkate alinirsa

1= +az(h'(2)+g'(2)) + h(z) + g(2) |
=1+ B —oz(h(2)+g'(2)) ~h(z) - g(2) |

:‘2—ﬂ+i(0m+l)(an +b,)z"

- ﬂ—i((m +1)(a, +b,)z"

>2(1- f)-2) (an+1)(a, | +]b, )] 2]

0

22<1—ﬂ>{1—201"i;1<|a,,|+|b,, |)}zo

elde edilir. m

Asagidaki teorem, 4.2.2 Teoreminin yeter sartinin ' =h+g € PR, (f,a) fonksiyonlari

i¢cin gecerli oldugu gosterir.

4.2.3 Teorem. f =h+g fonksiyonu (4.7) bagintisiyla verilmis olsun. O halde

f =h+gePR,(f,a) olmasi igin gerek ve yeter sart ¢ >0 ve 0< <1 olmak iizere

2 on+1
(la,|+1b, D=1 (4.10)
215

olmasidir.

Ispat. Teoremin yeter sart1 4.1.2 Teoreminde gosterildi. Simdi gerek sartim1 gosterelim.
f=h+gePR,(f,a) olsun. Bu takdirde >0, 0<f8<1 ve zeD i¢in (4.6)
bagintis1 geregi
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Re{l - i(om +1)(a, +b, )z”} > f

n=l1

bulunur. Eger z reel secilir ve z — 1~ iken limite gegilirse
1-> (an+1)(a, +b,)> B
n=1

veya denk bir ifadeyle
D (an+1)(a, +b,)>1-p
n=l1

elde edilir. Boylece (4.10) bagintis1 gosterilmis olur. m

4.2.4 Teorem. f € PR,(f,a) ise | z|=r <1 i¢in

1+1_ﬁrs|f(z)|s1+ﬂr
1+ 1+«

dir. Esitlik

f@=1-1L
1+«

z ve f(z)=

fonksiyonlar1 i¢in gegerlidir.

Ispat. f € PR, (B,a) olsun. f fonksiyonunun mutlak degeri alinirsa

@1+ Y a, [ +]b, DIz <1+ D

n=l

Ve

1-p
+a

a, | +1b, Dr

4.11)



|f(Z)|>1—Z(Ia |+15, DI z]" >1—Z(Ia |+15, Dr

n=1

>1 Za]’l+1 a, > l_ﬂ]/

1+a l+a

elde edilir. m

Asagidaki sonug (4.11) ifadesindeki birinci esitsizlikten elde edilir.

4.2.5 Sonug. f € PR, (f,a) ise,

{w:|w|< ‘i”ﬁ}cf(m))
+a

dir. Yani PR, (f,a) smifina ait f fonksiyonlar1 i¢in f(ID) goriintii kiimesi

|w|< (a+ f)/(1+«) dairesini bulundurur.

4.3 Sag Yar1 Diizlem Uzerine Harmonik Yahnkat Déniisiimler

Konform doniisiimlerin aksine ) birim dairesini belli normalizasyonlar altinda

Q={w:Rew>0} sag yar1 diizlemi lizerine resmeden f harmonik yalinkat yon

koruyan fonksiyonlar tek olmayip bir sinif olustururlar. Bu kesimde olusturulacak bu

siifin u¢ noktalarini belirleyerek katsay1 ve distorsiyon esitsizlikleri verilecektir.

4.3.1 Tanim. D birim dairesini Q = {w:Rew > 0} sag yar1 diizlemi iizerine resmeden

F0)=1, f2(0)=0<1.(0)

normalizasyonlarina sahip harmonik yalinkat yon koruyan f =4+ g fonksiyonlarinin

smift S, (D, Q) ile gosterilir. Burada # ve g fonksiyonlar1 D de analitik ve
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h(z)=1+)a,z" ve g(z)=) bz"
n=1 n=2

acilimlarina sahiptir. f yon koruyan oldugundan w(z)=-g'(z)/h'(z) fonksiyonu

w(0) = 0 normalizasyonunu ve | w(z)|<1 esitsizligini saglar.

zeD ve |n|=1ligin

Cileg dC
Ken=[1 e
(S

cekirdek fonksiyonunu ve

F= { fif(z)= Re(r—zj + ilm{2 [k m)du, pe 4}
—Z

=1
tanimlayalim. Burada ¢, X ={n:|n |=1} lizerinde olasilik dl¢iimlerinin kiimesidir.
4.3.2 Teorem. S, (D,Q) c & dir.

Ispat. f =h+geS,(D,Q) olsun. w(z)=—g'(z)/h'(z) Schwarz lemmasinin hipotezini
saglar. O imarjiner eksen yonde konveks oldugu i¢in Clunie ve Sheil-Small (1984) den
p=h+g, D den Q iizerine konform bir doniistimdiir. ¢ fonksiyonu ¢(0) = h(0) =1
ve ¢'(0) = A'(0) > O normalizasyonunu sagladigi icin bu sekildeki konform doniistimler

Riemmann doniisiim teoreminden dolay1 tek olarak belirlenir. Bu yiizden
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1+z

9(2) =h(z)+g(z) = —

dir. Buradan

u(z) = Re f(z) = Reg(z) = ReG hl Z]

—Z

Ve

s o) o2
HE @ =

elde edilir. Ayn1 zamanda

N o h(2)-g'(2)
h(z)-g'(2)=[h'(2)+g'(2)] o ree)
2 w2
(1-2)° 1-w(z) (1-2)

> p(2)

olur. p(z)= J.‘ l(1 +nz)/(1-nz) du oldugundan
nl=

W(z) = Im £(2) = Im{h(2) - g ()] =2 Im{j 25 d:}

g dg
=21 . d
m{m{lhl—na (1—4)2} ”}

=2 Im{ .[k(z, n)dy]

7/=1

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur. m

4.3.3 Teorem. f €T ise f, D den Q i¢ine normalize edilmis, yon koruyan, harmonik

ve yalinkat bir fonksiyondur.
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Ispat

"2 e G(z)=—2i TM d¢

o= Ja-¢y

olmak lizere f =h+g=ReF +iReG olur. ze D i¢in

g _[F()-iG'()] _1-p@)
B(z) [F'(z)+iG'(2)] 1+ p(2)

oldugundan | g'(z) |<| A'(z)| elde edilir. O halde f yerel olarak yalinkat ve D da yon

koruyandir. Ayrica

2z

h(z)+g(z)= " +1

—Z

reel eksen yoniinde konvekstir. Clunie ve Sheil-Small (1984) geregi f fonksiyonu D

de yalmkattir. Ustelik her ' € F ve her ze D igin

Ref(z):Re(i+Z)>0

oldugundan f(D) < Q oldugu gortiliir. m

4.3.4 Uyan. S,(D,Q) #F dir. Ornegin, 77 = —1 i¢in F sinifina ait

f(2) =Re(1+—zj+iarg(l+zj
-z -z

fonksiyonu D birim dairesini { w:Rew >0, |Imw|< 7 /2 } yar seridi {izerine yalinkat

olarak resmeder. Bu durum Sekil 4.2 de gosterilmistir. Dolayisiyla f € 5 -5, (D,Q)

dir. Boylece & sinifina ait fonksiyonlar ) birim dairesinden € sag yari1 diizlemi
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tizerine olmak zorunda degildir. Ancak & siifindaki fonksiyonlar ) bolgesini Q yar1

diizleminin alt bolgelerine resmeder.

Sekil 4.2

4.3.5 Tanim. 4 kiimesi C veya R cismi lizerinde bir vektdr uzayr olsun. Eger her

x,yedve A€(0,]) icin [Ax+ (1-A)y] € 4 ise A kiimesine konvekstir denir. Eger her
x,yeA ve A€(0,]) i¢in z# Ax+(1—-A)y ise z € A noktasina 4 kiimesinin bir u¢
(ekstrem) noktas1 denir. A kiimesinin biitiin u¢ noktalarinin kiimesi £, ile gosterilir.
Eger A, topolojik vektor uzayin bir alt kiimesi ise 4 kiimesini kapsayan biitiin kapali

konveks kiimelerin en kii¢ligiine A kiimesinin kapali konveks zarfi denir ve cod ile

gosterilir.

4.3.6 Teorem. 7 = §,,(D,Q2) ve S, (D,Q) smifinin u¢ noktalarinin kiimesi

S (2) = ReGjL—Z) +2ilmk(z,n)
-z

fonksiyonlarinm kiimesidir (Oztiirk 1999).

Asagidaki teorem S, (ID,QQ) sinifina ait fonksiyonlarin katsay: esitsizliklerini verir.
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4.3.7 Teorem. f =h+ge §,(D,Q) ve

h(z)=1+ Zan z" ve g(z)= an z"
n=1 n=2

olsun. Bu takdirde

la,|<n+1, |b |<n-1
ve
la, |=1b, <2
dir. Esitlik

1+z ) z
f(Z) = Re(l_zj+2z Im(mj

fonksiyonu igin gegerlidir. Sekil 4.3 de f(z) = Re((1+2)/(1-2))+2i Im(z/(1-2)?)

fonksiyonu altinda birim dairenin goriintiisii verilmistir.

Sekil 4.3
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Ispat. Bu esitsizligi ispatlamak i¢in sadece S,,(ID,Q2) sinifinin ug noktalarina bakmak

yetecektir (Duren 1983).
f(2) = ReGJF—Zj +2iTmk(z, 1)
—Z

olmak lizere

1+z

Flz)= -z

Ve

iG(z)=2| 21 1o 172 | 147 2
(n-1) l-nz) 1-nl-z

dir. Buradan

1+z

H(z) =§[F(z>+G<z>]=§[l

4
Ve

2(2) =%[F(z)—iG(z>]=%E”

—Zz

olur. 11k esitlikten 7 >1 icin

a, =1+ 211 i LR
(A-m" n 1-7

={1+ ! }[Zink +(2+n)77—n}

n(n—1) k=2
1 n-1 ‘ 1 n-1 ‘
oo} i

Ve

la, |<n+l

elde edilir. Benzer sekilde tiim # > 2 i¢in
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n—1
bn:—EZ(n—k)n" ve |b, |<n-1
n

k=0
elde edilir. Esitlik f(z) = ReG-i_—Zj +2ilmk(z,1) fonksiyonu i¢in gegerlidir. m
4

4.3.8 Teorem. f=h+ge S,(D,Q) ise

p— 4 2
|ﬂ@ﬂ4ﬂﬂﬁaﬁzw
Ve
Ll o _2lzl
|fxnr4gwnsa_uD3

dir. Esitlik

I+z . z
f(Z) = Re(l_zj+211m(mj

fonksiyonu icin gecerlidir.

Ispat. Bu esitsizlikleri gostermek igin yine /,(2) ug noktalarindan hareket etmeliyiz

(Duren 1983). O halde

h(z):l{“ﬂz{ 2 zlog(l—z]+l+n z }
2|1-z (n-1) l-nz) 1-nl-z
| 2n N I+n
(-2 (A-ml-2)1-n2) (A-n1-2)°
2
C(-p2)-2)

h'(z)=

Ve
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2 L2
[1=nz|[1-z [~ (1~ |z])’

| A'(2)|=

olur. Benzer sekilde

| 2nz |S 2| z|

e e o e

elde edilir. m

439 Teorem. f=h+geS,(D,Q) ve D, ={z:|z|<r<l1} olsun. f(D,) bodlgesinin

alan1 4 ise

2 2
4, <ar”F)
(1-r7)

dir.

Ispat. f=u+iv, 0D, =C, ve f(C,)=T, olsun. I, egrisinin cevreledigi bdlgenin
alani

4= j (udv —vdu) = lﬂu(e)ﬂ —v(6) d—”}d@
"2 24 do do

dir (Goodman 1983). u = Re(h+g) ve v=Im(h—g) oldugundan

u(0) = %i r"la, +b,)e" +@, +5,)e™] 4.12)

n=0

Ve

v(0) = %Zr” (@, —b,)e" —(@,-b,)e™]
n=0
olur. Bu degerler (4.12) de yerlerine yazilir ve her iki tarafin integrali alinirsa
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A =drxr’ +7Z'an”2”(| a |’ —|b,[)

n=2

bulunur. 4.3.7 Teoremi geregi

elde edilir. m
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