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OZET
Yiiksek Lisans Tezi

HEMEN HEMEN DEGME MANIFOLDLARDAN RIEMANNIAN MANIFOLDLAR
UZERINE RIEMANNIAN SUBMERSIYONLAR

Ayse BERI
Uludag Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali

Damisman: Cengizhan MURATHAN

Yiiksek lisans tezi olarak hazirlanan bu ¢alisma bes boliimden olusmaktadir.

Birinci boliim giris kismidir ve bu bdliimde konuyla ilgili daha 6nce yapilan ¢alismalardan
bahsedilmistir.

Ikinci boliimde diger boliimlerde kullanilacak temel tanim, teorem ve &nermeler yer
almaktadir.

Ucgiincii boliimde submersiyonlar ¢alisilmistir. Submersiyonun ve Riemann submersiyonun
tanimlar1 ve Ornekleri verilmistir. Ayrica Riemann submersiyonlar i¢in temel denklemler
tanimlanmis ve bu denklemlerin 6zellikleri ile teoremleri verilmistir.

Doérdiincti boliimde hemen hemen degme metrik manifoldlar calisilmistir. Hemen hemen
degme metrik yap1 ve hemen hemen manifoldlar incelenmistir. Ozellikle bu tezde ¢alisilan
Kenmotsu manifoldun tanimi1 ve 6rnekleri yer almistir.

Besinci bolim Kenmotsu manifoldlardan Riemann manifoldlara anti-invariant Riemann
submersiyonlar tanitilip bu submersiyonlarin 6zellikleri arastirilmistir. Bu boliim tamamen
orijinal sonug¢lardan olugsmaktadir.

Anahtar Kelimeler: Riemannian submersiyon, Konformal submersiyon, Katli Carpim,
Kenmotsu manifold, Anti-invariant submersiyon
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ABSTRACT
MSe Thesis

RIEMANNIAN SUBMERSIONS FROM ALMOST CONTACT MANIFOLDS ONTO
RIEMANNIAN MANIFOLDS

Ayse BERI
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Supervisor: Cengizhan MURATHAN

This study which is designed as master science thesis covers five chapter sections.

The first section is the introduction section and in this chapter studies about the subject which
were done previously were told of.

The second section contains basic definitions, theorems and propositions which will be used
in the other sections.

In the third section the submersions were studied. Definitions and examples of submersions
and Riemannian submersions were given. Also the basic equations for Riemannian
submersions were defined and properties of this equations were given.

In the fourth section, Almost contact metric manifolds were studied. Almost contact metric
structure and almost contact manifolds were examined. Especially the definitions and
examples of Kenmotsu manifold which is be studied in this thesis take apart.

In the fifth section Anti-invariant Riemannian submersions from Kenmotsu manifolds onto
Riemannian manifolds were introduced and the properties of this submersions were given.
This section contains completely the original studies.

Key Words: Riemannian submersions, conformal submersions, Warped Product, Kenmotsu
Manifolds, Anti-invariant submersions

2016, vi+44 paper



TESEKKUR

Yiiksek lisans tezimin konusunun belirlenmesinde, arastirma asamasinda, yon tayininde ve
tamamlanmasinda bana destek olan degerli hocam ve tez danismanim Prof. Dr. Cengizhan
MURATHAN’ a bana ayirdig1 degerli zamani1 ve sagladig1 destek i¢cin minnettarim.

Tezimin baslangicindan bitimine kadar benden yardimlarmi esirgemeyen, bildiklerini
paylasan ve bildiklerimizi paylasmamizi &greten Aras. Gor. Irem KUPELI ERKEN’ e
tesekkiir ederim.

Tiim hayatim boyunca bana ellerindeki her tiirlii imkan1 veren, her kosulda ve her zaman
maddi manevi yanimda olan aileme son olarak da her konuda bana sabirla yardimc1 olan esim

Erdogan BERI’ye desteklerinden dolay: tesekkiir ederim.

Ayse BERI

20/05/2016



ICINDEKILER

Sayfa
OZET ...ttt e, i
ABSTRACT .. .t il
TESEKKUR . ...t e, i
ICINDEKILER. ...ttt e, \Y
SIMGELER DIZINI. ...ttt v
SEKILLER DIZINT. ..o, vi
LBOLUM GIRIS . . oo, 1
2BOLUM. ...ttt 3
2.1.Temel Kavramlar.........co.oiininie i e e 3
2.2.Riemann Manifoldlari.. ... ... ..o 7
BBOLUM. ..ttt 11
S L.SUDMETSIYONIAT. ...t e 11
3.2.Riemann SubmMETSTYONIAr. . ... ....iiiit ittt 13
3.3.Riemann Submersiyonlar icin Temel Denklemler...................coeviiieineiiiiineiinainns, 20
ABOLUM. ..., 24
4.1.Hemen Hemen Degme Metrik Manifoldlari................o.oo 24
4.2.Kenmotsu Manifoldlart. ... ........ouveiiii 29
BBOLUM. ..ttt 31
5.1.Kenmotsu Manifoldlardan Riemann Manifoldlara Anti-invariant
Riemann Submersiyonlar...........c.ooiiiiiii e 31
5.2.Karakteristik Vektor Alan1 Yatay Olan Anti-invariant Riemann Submersiyonlar.......... 31
4.3 Karakteristik Vektor Alan1 Dikey Olan Anti-invariant Riemann Submersiyonlar.......... 37
KAYNAKLAR . e, 42
OZGECMIS . ..o, 45



Simgeler
R
T,M

p

M
g
C*(M,R)
x(M)

Y

d

SIMGELER DIiZIiNi

Aciklama
Reel sayilar kiimesi
p noktasindaki teget uzay
Manifold

Metrik tensor

M den R ye diferensiyellenebilir fonksiyonlarin kiimesi

M nin teget vektor alanlarinin uzayi

Afin konneksiyon
Das tiirev operatori
Kismi Tiirev
Tensor alani
Vektor alani
Dik izdiisiim
1-form
Temel 2-form
M nin Riemann egrilik tensorii
Ricci tensorii
Ricci operatorii
Lie parantez operatorii
TensOr ¢arpimi

Dagilim



SEKILLER DiZiNi

Sayfa
SCKIL 2.1, Lt et 4
Sl 2.2 Lt 10
Sl 3.1 Lo 11
SKIL 3.2, Lt et 15
SKIL 3.2, et 15

Vi



1.BOLUM GIRIiS

Riemann manifoldlar arasinda tanimlanan Riemann submersiyonlar O’Neill (1966) ve

Gray (1967) tarafindan tanimlanmustir.

Immersiyonlarin aksine Riemann submersiyonlar yiiksek boyuttan daha kiigiik boyuta
tanimlanan dontisiimlerdir. Bir manifold lizerinde C* yap1 insa etmek o kadar kolay
degildir. Fakat submersiyonlar en azindan R™ de n — 1 boyutlu alt manifoldunun

kolayca insaasinda yardimci olur. Ornegin;
f:R® >R
p—=>f(p)=0

diferensiyellenebilir bir doniisiim ve Vf|, # 0 olsun. Bu durumda f bir submersiyon
olup £71(0) = §2 fibresi R iin 2-boyutlu bir alt manifoldu olur. Bu alt manifold R3de
bir yiizey olarak karsimiza ¢ikar (Brickell ve Clark 1970).

Submersiyonlar son 50 yilda oldukga ¢alisilan bir alandir. Baslica submersiyon gesitleri
Semi-Riemannian submersiyonlar (Falcitelli ve ark 2004), Lorentzian submersiyonlar
(Falcitelli ve ark 2004), Riemannian submersiyonlar (Gray 1967), Slant submersiyonlar
(Chen 1990),(Sahin 2011), hemen hemen Hermitian submersiyonlar (Watson 1976),
Degme-kompleks submersiyonlar (lanus ve ark 2011), Quaternionic submersiyonlar
(lanus 2008), hemen hemen h-slant ve h-slant submersiyonlar (Park 2012a), Semi-
invariant submersiyonlar(Sahin 2013), h-semi invariant submersiyonlar (Park 2012b)
v.b. seklindedir.

Sahin Hermitian manifoldlardan Riemann manifoldlara Riemann submersiyonlari
tanmimladi (Sahin 2010). Daha sonra hemen hemen degme metrik manifoldlardan
Riemann manifoldlara anti-invariant submersiyonlarin arastirmasini 6nerdi (Sahin
2012).

Kiipeli Erken ve Murathan (2016) Sasakian manifoldlardan Riemann manifoldlara slant
Riemannian submersiyonlar1 ve (2014) Kosimplektik manifoldlardan Riemann

manifoldlara slant Riemann submersiyonlar1 ¢alismislardir. Ayrica Kiipeli Erken ve



Murathan (2015) Kosimplektik manifoldlardan Riemann manifoldlara anti-invariant

submersiyonlari ¢aligmiglardir.

Lee (2012) ile Kiipeli Erken ve Murathan (2013) birbirinden bagimsiz olarak Sasakian

manifoldlardan Riemann manifoldlara anti-invariant submersiyonlar1 ¢alismiglardir.

Bu calismalar 1518inda normal hemen hemen degme manifoldlardan birisi olan
Kenmotsu manifoldlardan Riemann manifoldlara anti-invariant submersiyonlar

calisiimustir.



2.BOLUM
2.1.TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde Riemann manifoldlar ile ilgili bazi temel kavramlar verilip, ileriki

kisimlarda kullanilacak gosterimler tanitilacaktir.

Tammm 2.1.1: M bir diferensiyellenebilir manifold ve p € M olsun. C*(M,R) =
{fIf:UcM - R,f turevlenebilir}

v,:C®(M,R) > R
f=v()
dontisimii her f,g € C*(M, R) ve her a, b € R igin
1) vy,(af +bg) = av,(f) + bv,(g) ; (R —lineer zelligi)

i) v,(f.9) =v,(f). g + f.v,(g) ; (Leibnitz dzelligi)

sartlarin sagliyorsa v, ye M nin bir p € M noktasindaki tanjant vektérii denir ve p € M

noktasindaki tanjant vektorlerin climlesi T, M ile gosterilir (O’Neill 1983).
Tamm 2.1.2: M bir diferensiyellenebilir manifold ve p € M olsun.
®: T,M X T,M - T,M
(v, wp) = (v,@W;): C*(M,R) > R
f = (%(OBW () = v, (F) + Wy ()
i¢ islemi ve
@:R X T,M - T,M
(a,v,) - (a®v,): C*(M,R) > R

f - (anp)(f) = a. vp(f)
dis islemi ile birlikte (TpM ,(R,+,.),®, ®©) bir vektor uzayidir. Bu vektor uzayina M
nin p € M noktasindaki tanjant uzay: denir (O’Neill 1983).



Onerme 2.1.3: M ve N diferensiyellenebilir iki manifold ve p € M olsun.

¢:M - N
p — ¢(p)

tiirevlenebilir bir doniisiim ve v, € T,M, f € C* (N, R) olmak iizere
vpe: C2(N,R) > R
f= (Vo)) =v,(f o 9)
doniisimii R —lineer ve Leibnitz 6zelliklerini saglar (O’Neill 1983).

Tamim 2.1.4: M ve N diferensiyellenebilir iki manifold ve p € M olsun.

¢:M > N
p = ¢(p)

tiirevlenebilir bir doniisiim olmak tizere
d¢p: TpM - T¢(p)N

Up = d¢p(”p) = Upo

doniisiimiine M nin p € M noktasindaki tiirev doniigiimii denir (O’Neill 1983).

e, dd,(v)

Sekil 2.1.1



Tamim 2.1.5: M bir diferensiyellenebilir manifold olsun.

X:C®(M,R) - C*(M, R)
f-X(f):M~-R
p—=X(H)®) =X, ()

diferensiyellenebilir doéniisiimiine M nin p € M noktasindaki bir vektér alani denir. M

tizerindeki vektor alanlarinin climlesi y (M) ile temsil edilir (O’Neill 1983).

Boylece M iizerindeki bir X vektor alani, M nin her p € M noktasini bir tanjant vektore

karsilik tutar.

Tamim 2.1.6: M ve N diferensiyellenebilir iki manifold ve ¢: M — N bir tiirevlenebilir
dontisiim olsun. M iizerindeki vektor alam1 X ile N iizerindeki vektor alam1 Y olmak

tizere her p € M i¢in

dp(Xp) = Yo
oluyorsa X ile Y, ¢ — baglidur denir (O’Neill 1983).

Yardimc1 Teorem 2.1.7: M, m —boyutlu ve N,n —boyutlu diferensiyellenebilir iki
manifold, ¢: M™ — N™ bir tiirevlenebilir donlisim, M nin p € M noktasindaki
koordinat fonksiyonlar1 {x!,x2,...,x™} ve N nin ¢(p) € N noktasindaki koordinat

fonksiyonlar1 {y!,y?, ...,y™} olsun. M nin p € M noktasindaki T,M tanjant uzayinin

bazi {% (p), ...,axim(p)} ve N nin ¢(p) € N noktasindaki Tg,)M tanjant uzayinin

bazi {aiyl (o), .-» aa? (¢ (p))} olmak {izere

n

3 \_N007/9), . 0 |
<0xi|p> - Z dxi (») y] |¢p, 1<i<m)

Jj=1

dir.

Boylece d¢, tiirev doniigtimiiniin bu koordinat bazlarina gore matrisi

d(y/ o
%(p) ,(1<i<m,1<j<n

nxm



seklindedir ve bu matrise M nin p noktasindaki Jakobiyen matrisi denir (O’Neill 1983).

Tammm 2.1.8: ¢: M — N bir tiirevlenebilir doniisim ve p € M noktasindaki tanjant
uzayr T,M olsun. Eger ¢ nin tiirev doniisiimii d¢p(T,M) nin boyutu r ise ¢

doniistimiiniin rank1 r dir denir (O’Neill 1983).

Tamim 2.1.9: M bir diferensiyellenebilir manifold olsun. M iizerinde vektdr alanlarinin

uzay1 y(M) olmak iizere

Vix(M) x x(M) - x(M)
X,Y) > V(X,Y) = VY
fonksiyonu her X,Y,Z € y(M) ve her f € C* (M) igin

) VyiyZ =VyZ+VyZ,

i) V(Y +2) = Vy¥ +V,2,
iii) VeyY = fVyY,

V) Vx(fY) = X(F)Y + fVyxY

ozelliklerini sagliyorsa V ya M manifoldu {izerinde bir afin konneksiyonu denir (O’Neill
1983).

Burada (Xf), f fonksiyonunun X vektor alanina gore yone gore tiirevidir. Bundan sonra

X(f) yerine Xf yazilim1 kullanilacaktir.

Tammm 2.1.10: M bir diferensiyellenebilir manifold ve manifoldlar tizerindeki
diferensiyellenebilir vektor alanlarinin kiimesi y(M) olsun. Bu durumda X,Y € y(M)
ve f € C* (M, R) fonksiyonu i¢in

[ 1:x(M) X x(M) = x(M)
X, Y) = [X,Y]f =X(Yf) =Y (Xf)
ile tanimlanan doniigiime X ve Y vektor alanlarinin Lie (parantez) operatérii denir

(O’Neill 1983).



2.2. RIEMANN MANIFOLDLARI

Tammm 2.2.1: M bir diferensiyellenebilir manifold ve manifoldlar tizerindeki

diferensiyellenebilir vektor alanlarinin kiimesi y(M) olsun. Bu durumda
g: x(M) X (M) - C*M

ile taniml1 g donistimii 2-lineer, simetrik ve pozitif tanimli ise, yani her X,Y,Z € y(M)

ve her a, b € R i¢in

i) glaX+bY,Z)=ag(X,Y)+bg(¥,Z)
gX,a¥Y +bZ) =ag(X,Y) +bg(X,2)

i) g(X,Y) =g(Y,X)

iii) g(X,X) = 0veVXicing(X,X) =0 X =0

sartlar1 saglaniyorsa g doniisiimiine Riemann metrigi veya metrik tensor adi verilir ve

(M, g) ikilisine Riemann manifoldu denir (O’Neill 1983).

Tammm 2.2.2: M n-boyutlu bir manifold ve V, M de bir afin konneksiyon olsun. M

tizerinde vektor alanlarinin uzayr y(M) ve X,Y,Z € y(M) olmak tizere

) [X,Y]=Vy¥ — VX

Ozelliklerini sagliyorsa V ya M manifoldu tizerinde bir Riemann konneksiyonu denir
(O’Neill 1983).

Tamim 2.2.3: (M, g) n-boyutlu bir Riemann manifoldu ve V, M iizerinde bir Riemann

konneksiyon olsun.
R: x(M) X x(M) X x(M) — x(M)
(X,Y,Z2) > R(X,Y,Z) = RXX,Y)Z = [Vy,VW]Z — Vix 1 Z (2.2.1)

seklinde tanimli (1,3) tipindeki tensor alanina M nin Riemann egrilik tensérii denir

(O°Neill 1983).



Onerme 2.2.4: (M, g) n-boyutlu bir Riemann manifoldu ve
X,Y,Z,V,W € y(M)olsun. O zaman

) R(X,Y) = —R(Y,X)

i) gRX, V)V, W) =—g(RX,V)W,V)
i) R(X,Y)Z + R(Y,Z)X + R(Z,X)Y = 0
iv) g(R(X, V)V, W) = g(R(V,W)X,Y)

Ozellikleri saglanir (O’Neill 1983).

Tanmmm 2.2.5: (M, g),n-boyutlu bir Riemann manifoldu ve {E; E,,...,E,} lokal

ortonormal vektor alanlar1 y (M) nin bir baz1 olmak {izere
Six(M) X (M) - C*M
(X,Y)—)S(X,Y) - ?=1g(R(ei'X)Y'ei)' X:YX(M)

seklinde taniml1 (0,2)-tipindeki S tensor alanina, M iizerinde Ricci egrilik tensorii adi

verilir. Ayrica Q Ricci operatorii
9(QX,Y) =S(X,Y)
biciminde tanimlanir (O’Neill 1983).

(M4, g1), (M5, g,) Riemann manifoldlar1 ve M, M; X M, ¢arpim manifoldu olsunlar.
i =1,2icin

TT;: M- M i
kanonik izdiisiimii gdstersin.

Tamim 2.2.6: f: M; - R* diferensiyellenebilir fonksiyon olsun. Her X,Y € y(M) igin

M tiizerinde

gX,Y) = g1((m1).X, (11).Y) + (f ° m1)2 g2 ((72)..X, (70).Y)

Seklinde tanimli g Riemann metrigi ile belli (M, g) ikilisine (M3, g,), (M3, g,) nin katl
carpimi (warped product) denir, My X, M, seklinde gosterilir. f fonksiyonu katlama



(warping) fonksiyonu olarak adlandirilir ve g ye M nin katl: metrigi denir (O’Neill
1983).

Ornek 2.2.7: M,, ..., M, nin ¢ok iyi bilinen Riemann ¢arpimi M, ..., M), nin bir kath

carpimidir. Burada p,, ..., pi katlama fonksiyonlar1 sabit ve bir degerlidir.
Ornek 2.2.8: R® — {0} 1n nir katli temsili:

R3 — {0} da {r, 8, ¢} kiiresel koordinat sistemini goz Oniine alalim. Bu halde ds?

metrik tensoril i¢in,
ds? = dr? + r?(d6? + sin*0d¢?)
dir. r = 1 i¢in S? birim kiiresi iizerindeki metrik elde edilir. Béylece R® — {0};
p:Rt > R
t-o>p ()=t
(R*, g) ve (§2,ds?|,=;) olmak iizere R* Xp, $2 katl garpimdr.
Tamm 2.2.9: (M, g,,,), (N, g,,) iki Riemann manifold ve bunlarin katli ¢arpimi

B =M X, F olsun. M ye B nin baz manifodu ve F ye B nin fiber manifoldu denir

(O’Neill 1983).
my:B > M, m:B—>F
kanonik izdiisiimlerini g6zoniine alalim. Riemann ¢arpim durumunda

1y (p) = {p} X F; (veya kisaca p X F) ya B nin fiberi, 771,(q) = M x {q} (veya
kisaca M X q) ya da B nin yapraklar: denir. Yapraklarin teget vektor alanlari yatay

alanlar, fibere teget olan vektor alanlar1 da diisey alanlar olarak adlandirilir (O’Neill

1983).



= o

Sekil 2.2.1

Tamm 2.2.10: (M™, g,,) ve (N", gy) Riemann manifoldlar1 ve : (M, g)) = (N, gn)
bir diferensiyellenebilir submersiyon olsun. Her X, Y € y((Cekdm,)?') i¢in

Ang(Xl Y) =Jdn (dT[* (X)' dT[* (Y))

olacak sekilde bir pozitif A fonksiyonu varsa m submersiyonuna yatay konformal

submersiyon denir (Baird ve Wood 2003).

A =1 secildiginde yatay konformal submersiyonunun Riemann submersiyon oldugu

agiktir.

Onerme 2.2.11: M = M, X M,, M, lizerindeki f katlama (warping) fonksiyonu ile bir
katli Riemann c¢arpim manifoldu ayrica L(M;) ve L(M,) swrasiyla M; ve M, de
M; Xy M, ye vektor alanlarinin liftlerinin kiimeleri olsun. Eger X,,Y; € L(M;) ve
X, Y, € L(M,) ise 0 zaman V! ve V? swrasiyla M; ve M, iizerinde Riemann

konneksiyonlar1 olmak tizere

i) Vy, Y3, Vi, Y, nin liftidir,

i) Vxle = Vx2X1 = (X1f /) Xz,

i) norVy,Y, = —(g (X2, Y2)/f)gradf,

iv) tanVy Y, € L(M5), V)Z(Z Y, nin liftidir (O’Neill 1983).

10



3.BOLUM
3.1.SUBMERSIYONLAR
Bu boliimde Riemann submersiyonlar1 ve 6zellikleri tanitilacaktir.

Tammm 3.1.1: Mve B diferensiyellenebilir iki manifold ve ¢:M - B
diferensiyellenebilir doniisiim olsun. rank ¢ = boy B ise ¢ ye bir submersiyon
(sigdirma) denir (Brickell ve Clark 1970).

Ornek3.1.2: f:R3 > R
(x,y,2) > f(x,y,2) =x*+y*+2z2-1=0
olsun. Bu durumda rankf = 1 = boy R dir. S = f~1(0) bir 2 —boyutlu manifolddur.

Bu manifold R3 de orjin merkezli birim kiiredir.

Tammm 3.1.3: M ve B diferensiyellenebilir iki manifold ve ¢: M — B bir doniisiim
olsun. x € B olmak iizere ¢~ 1(x) = {p € M| p(p) = x} ciimlesine ¢ nin bir lifi(fibre)
denir (Brickell ve Clark 1970).

@
B
M

/._\ e //—u\

ai :

Tanmm 3.1.4: y: M’ - M diferensiyellenebilir bir déniisiim olsun. rank i = boy M’

Sekil 3.1.1

ise ¥ ye bir immersiyon denir (Brickell ve Clark 1970).
Ornek 3.1.5: a:R - R?
s = a(s) = (sin2s,sins)

bir immersiyondur (Brickell ve Clark 1970).
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Bu fonksiyonun grafigi R? de sekiz egrisidir.

Onerme 3.1.6:(M,g) ve (B,g’) sirasiyla m ve n boyutlu Riemann manifoldlari
ve ¢: M — B bir submersiyon olsun. O zaman M nin her lifi m —n boyutlu regiiler alt
manifoldudur (Brickell ve Clark 1970).

Tamm 3.1.7: M™ bir C* manifold olsun. Keyfi bir p € M™ noktasi igin T, M™ nin r —
boyutlu altuzay1 (r < n) ve D = {D,| p € M"} olmak lizere p noktasini ihtiva eden M™
nin bir U agik altciimlesi lizerinde C* simifindan lineer bagimsiz {X;, X5, ..., X;-} vektor
alanlar1 U nun her ¢ € M™ noktasinda hala D,, nin bir baz1 oluyorsa D ye M™ iizerinde
bir r —boyutlu dagilim(distribiisyon) ve {X;, X5, ..., X;-} cimlesine U tizerinde D igin bir
lokal baz denir (Sharpe 1997).

Tamm 3.1.8: M™ bir C* manifold ve M™ nin bir r —boyutlu dagilimi1 D olsun. M™ nin

. . . . .. 0 d . . -
bir koordinat sistemi x = (x4, x5, ..., X,,) olmak tizere {E' ...,E} cimlesi D dagilimi
1 n

icin bir baz olusturuyorsa x koordinat sistemine D dagilimina gore diizlemseldir denir.
Eger M™ nin her noktasinda tanimli olan D dagilimi igin bir diizlemsel harita

bulunabiliyorsa D dagilimina integrallenebilirdir denir (Sharpe 1997).

Tamim 3.1.9: M™ bir C* manifold ve M™ nin bir r —boyutlu altmanifoldu N ve M™ nin
bir r —boyutlu dagilim1 D olsun. Her p € N i¢in D, = T,,N ise N ve M™ nin r —boyutlu
integral altmanifoldu denir (Sharpe 1997).

Teorem 3.1.10: (Frobenius teoremi) M™ bir C* manifold ve M™ nin bir r —boyutlu
dagilmi D olsun. D dagilimmnin integrallenebilmesi ig¢in gerek ve yeter sart her

X,Y € Digin [X,Y] € D olmasidir (Sharpe 1997).
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3.2.RIEMANN SUBMERSIYONLAR

Teorem 3.2.1: (M,g) ve (N,g') sirasiyla m ve n boyutlu iki Riemann manifold,
¢:M - B,p — ¢(p) bir submersiyon ve p € M noktasindaki tiirev doniisiimiiniin
¢ekirdek uzay1 V,, = Cek(d¢)(p) olsun. Bu durumda ¢(p) = x, x € B igin ¢~ (x) in

p noktasindaki tanjant uzay1 V, ile cakisir (Falcitelli ve ark. 2004).
Ispat: T, (x) de bir v vektdrii ve
c(0)=p, c'(0)=v
olacak sekilde
c:[0,1] » ¢~ (x)

egrisi segilebilir, bu durumda (¢ o c)(t) = x, t € [0,1] igin

d
dp(c'(0)) = d(¢p o) - =0
elde edilir. Buradan
v=c'(0) €V,

dir. O halde T,¢~*(x), V, nin r = (m—n) —boyutlu altuzayr olur. Boyutlarin

esitliginden
Vp = Tp¢_1(x)

olur.

Boylece p € M noktasindaki M Riemann manifoldunun tanjant uzay1
LM =7V, BV

ortogonal ayrigimina sahiptir.

Bundan sonra V, uzay1 p € M noktasindaki dikey uzay olarak adlandirilacaktir.

13



Boylece her p € M noktasini, T,M nin bir m —n —boyutlu alt uzayma tagryan m —

n —boyutlu V distribiisyonu tanimlanabilir. Boylece asagidaki tanima ulasilir.

Tamim 3.2.2: ¢: M — B submersiyonunun p € M icin (M, g) deki V integrallenebilir

distriblisyonuna
V, = cek(de)
ile tanimlanir ve V, ye submersiyonun dikey distribiisyonu denir.
H, = (Vp)*

ile tamimlanan distriblisyona ise submersiyonun yatay distribiisyonu denir (Falcitelli ve

ark. 2004).

M iizerindeki bir X vektor alani yatay distribiisyona ait ise yatay vektor alami olarak

adlandirilir ve y"(M) seklinde gosterilir.

M fizerindeki bir X vektor alani dikey distribiisyona ait ise dikey vektor alan1 olarak

adlandirtlir ve y¥ (M) seklinde gosterilir.

Boylece herhangi bir E € y(M) vektor alani i¢in E’nin dikey ve yatay birlesenleri

sirasiyla vE ve hE ile gosterilir.

Tamim 3.2.3: M ve B diferensiyellenebilir iki manifoldu ¢: M — B, M ile B arasinda
diferensiyellenebilir bir doniisiim ve f: B — R, B fizerinde diferensiyellenebilir bir

fonksiyon olsun. O zaman M iizerinde x € M olmak iizere

(@ )(x) = f($(x)

ile tanimlanan diferensiyellenebilir doniisiime f nin ¢ ye gore geri doniigiim (pullback,
geri ¢ekim) denir (O’Neill 1983).
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\ f
(@ )x) = (f e @)(x)

R

Sekil 3.2.1

Tamm 3.2.4: m: M — B bir submersiyon olsun. Eger her f € C*(B) i¢in X(¢(F)) =
¢ ()? (f)) olacak sekilde bir X € y(B) vektor alan1 var ise X € y(M) vektor alanma

izdiisiirelebilirdir denir (Mnev 2012).

\q_h
Il
Sy
Q
Y

;
\ /@E}
X = (P e o R

Sekil 3.2.2

Ornek 3.25: mRZ—> R

(6,y) —x

doniisiimiiniin Jakobiyen matrisi

de =1 0]
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dir.

Boylece,

X = 9 9 R?) = R2
f(x,y)ax+g(x.y)ay6)(( ) =

vektor alani igin,

an(¥,) = £l d (5-1p) + 90 Py (551

a
= fY)lp=€R

dir. O halde X € y(R?) nin izdiisiiriilebilir olmas1 icin f(x,y) = f(x) seklinde
olmalidir. Boylece

d 0
X = f(x)— -
vektodr alan1 R? de izdiisiiriilebilirdir.

Ornek 3.2.6: F:M = R? — {0} — B = (0,0) = R*

(x,y) = F(x,y) = x* +y?
F nin Jakobiyen matrisi

dF = [2x 2y]
X=x :—x + yaa—y € y(M ) vektor alanin1 goz Oniine alalim.
dF(X) = [2x 2y] [;]
= [2x% + 2y?] = [2(x* + y?)]
dF(X) =20 +y9) = (% +?) > 0)
Boylece

X, R? — {0} de izdiisiiriilebilir bir vektdr alanidir.
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g N
EgerY = 3y olursa

EW) =[2x 2] )] =12y] = 2y =

olur ki bu da y € R* ile ¢elisir bu nedenle Y, R? — {0} iizerinde izdiisiiriilebilir bir

vektor alan1 degildir.

m:M — B bir submersiyon olsun. M {izerinde izdiisiiriilebilir (projectable) vektor

alanlariin uzay1 y(M) ile gosterilir.

Tamim 3.2.7: M ve B Riemann manifoldlar1 olsun. ¢p: M — B bir submersiyon olsun.
Eger X yatay vektor alami, B iizerindeki X vektor alanma ¢ — bagl ise X vektor

alanina temel (basic) vektor alani denir (Falcitelli ve ark. 2004).
Temel vektdr alanlarinm uzay1 y? = x¢ n x" ile gosterilir.
Tamm 3.2.8: (M, g) ve (B, g) Riemann manifoldlar olsun.

¢:(M,g9) — (B,g) submersiyonu asagidaki sartlar1 sagliyorsa ¢’ye bir Riemann

submersiyonu denir.

S1) ¢ doniisiimii maksimal ranka sahiptir. (rank (d¢) = boy B)

S2) V p € M noktasinda (d¢) ,, doniisiimii yatay vektdrlerin uzunlugunu korur. Yani
gp(u,v) = g'((d¢) p u, (d¢) pv) ; Yu,vEH,,pEM

(O’ Neill 1966).

Not 3.2.9: S2 aksiyomunun anlami, bir p € M noktasinda d¢ tiirev doniisiimiiniin H,,

yatay uzayinda bir Ty ) B lizerinde bir lineer izometri oldugunu gosterir.

Ornek 3.2.10: ¢: R* — R?

X1+X Xy+X. e _es e . 1
(x1, X5, x3,%,) — (& 5 2 ,%) doniigiimii verilsin.

0
1| = rankd¢ =2 = boy R?
V2

do =

-
S

Sl
o =l=
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= ¢ bir submersiyondur ve maksimal ranka sahiptir
Boylece S1 saglanir.

cek dp =V = S,{V,(~=1,0,1,0),7,(0,-1,0,1)}; dp(V,) = 0,dp(V,) = 0

1 1
=0

1

£0).050)

dp(x,) = (1,0), do(xz) = (0,1)

V=1 =s,{(

g, x) =1, gr2((1,0),(1,0)) =1
s (X1, %) =0, ng((l,O),(O,l)) =0
(X2, %) =1, ng((O,l),(O,l)) =1

Boylece S2 saglanir.
O halde ¢ bir Riemann submersiyonudur.

Ornek 3.2.11: (M,g) ve (B,g) Riemann manifoldlar1 olsun. Bu durumda M X B

carpim manifoldu ve

¢¢:MXB—M
¢,:M X B — B izdiisiim fonksiyonlar1 olsun.

X,Y € (M X B) igin

Iaxy 6, Y) = g (62.00,01.(N) + g (62.(X), 6.(1N)
seklinde taniml1 doniisiim M X B iizerinde bir i¢ ¢arpim tanimlar.

Bu durumda ¢,: (M X B, gyxg) — (M, g)
(xy) —x
b2: (M X B, guxs) — (B, g)

xy) —y

birer Riemann submersiyonudur.
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X' € x(B) temel vektor alani, X’e ¢ — bagli ise bu temel vektor alanina X niin yatay

lifti denir.

Onerme 3.2.12: (M,g) ve (B,g) Riemann manifoldlari, ¢:(M,g) — (B,g)
submersiyonu, V ve V' sirastyla M ve B’nin Levi-civita konneksiyonlar1 olsun. M
lizerindeki X,Y temel vektdr alanlari XY’ vektdr alanlarma ¢ — bagll] olsun. Bu

durumda

) gXY)=g'X",Y) e,

ii) h[X,Y] temel vektor alan1 [X',Y'] vektor alanina ¢ — baglidir,
iii) h(VxY) temel vektor alani V., Y’ ‘ye ¢ — bagldr,

iv) Herhangi bir vV € y¥(M) i¢in [X, V] dikey vektdr alanidir

(Falcitelli ve ark. 2004).
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3.3.RIEMANN SUBMERSIYONLARI iCiN TEMEL DENKLEMLER

Bilindigi tizere Riemann alt manifoldlarda Gauss ve Weingarten denklemleri 6nemli yer
tutar. Riemann submersiyonlarda bu rolii ise O’Neill temel tensorleri olarak tanitilan

asagidaki tensor alanlar alacaktir.

Tamm 3.3.1: (M, g) ve (B,g) Riemann manifoldlar1 ve V,M {izerinde bir Riemann

konneksiyon olsun.
Bu durumda T tensor alani her E, F € y(M) igin
T: x(M) X x(M) - x(M)
(E,F) > T(E,F) = TgF = h(V,zvF) + v(V,ghF) (3.3.1)
ile tanimlanir (O’Neill 1966).
T nin tanim1 yardimiyla asagidaki 6zellikler kolayca goriilebilir.

1) E € y(M) i¢in T anti-simetrik bir lineer operatordiir.
9(TgF,G) + g(TzG,F) = 0, (Vg = 0) (3.3.2)
i) Ty = Tpp
iii) E € y(M) igin Tg’yi yatay ve dikey alt uzaylarin rollerini degistirir.
iv) VV,W € yY(M) i¢in TyW = Ty,V (O’Neill 1966).

Diger bir O’Neill tensor alani olan A ise asagidaki gibi tanimlanir.

Tamm 3.3.2: (M, g) ve (B,g) Riemann manifoldlar1 ve V,M iizerinde bir Riemann

konneksiyon olsun.
A: x (M) X x(M) = x(M)
(E,F) > A(E,F) = AgF = vV, hF + hV,;vF (3.3.3)
ile tanimlanir (O’Neill 1966).
A nin tanimi kullanilarak asagidaki 6zellikler kolayca elde edilebilir.
1) E € y(M) i¢in Ag anti simetrik bir lineer operatordiir.

9(AgF,G) + g(AgG, F) =0 (3.3.4)
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i) E € y(M) i¢in Ag yatay ve dikey alt uzaylarin rollerini degistirir.
iii) A yatay tensor alanidir, yani E € y(M) i¢in A = A,E dir.
iv) A yatay tensdr alam alterneyendir. Yani X,Y € y?(M) icin AyY = —A, X dir

(O*Neill 1966).
Onerme 3.3.4: X,Y € x"(M) = AxY = Zv[X, Y] dir (3.3.5)
(O*Neill 1966).

Yardimer Teorem 3.3.5: (M,g) ve (B,g) Riemann manifoldlar1 ve ¢:(M,g) —
(B, g) bir Riemann submersiyonu olmak iizere X,Y € y"(M) ve V,W € yV(M) icin

) VW =T,W+V,W, (3.3.6)
i) VyX = hV, X + T, X, (3.3.7)
iii) ViV = AV + vVyV, (3.3.8)
iV) VyY = hVyY + AyY (3.3.9)

saglanir. Burada V,W = vV, W dir. Ayrica X temel vektor alan1 ise [X, Y] dikey vektor

alan1 oldugundan
hVVX = hVXV = Axv
dir (O’Neill 1966).

Teorem 3.3.6: ¢:(M,g) — (B,g) bir Riemann submersiyonu ve (M, g) iizerindeki
yatay distribiisyon H olsun. Bu durumda H yatay distribisyonunun integrallenebilir

olmasi i¢in gerek ve yeter sart A = 0 olmasidir (O’Neill 1966).

Tamm 3.3.7: (M,g) ve (B,g) Riemann manifoldlar1 ve ¢:(M,g) — (B,g) bir
Riemann submersiyonu olsun. (M, g) manifoldunun dikey distribisyonu V , yatay

distribiisyonu H lizerine olan projeksiyonlar1 v ve h olmak iizere
ViF = v(VgvF) + h(VghF) E,F € y(M)

ile tanimli konneksiyona Schouten konneksiyonu denir (O’Neill 1966).
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Yardime1 Teorem 3.3.8: (M,g) ve (B,g) Riemann manifoldlar1 ve ¢:(M,g) —

(B, g") bir Riemann submersiyonu olsun.
Bu durumda her E, F € y(M) igin
VgF = Vi F + TgF + AgF dir.

Onerme 3.3.9: (M™, g) ve (B", g") Riemann manifoldlar1 ve ¢:(M™,g) — (B g)
bir Riemann submersiyonu olsun. Bu durumda x € B i¢in B~1(x) lifi iizerinde V
Schouten konneksiyonu, g metrik tensoriinden indirgenen metrik tarafindan belirlenen

Levi-civita konneksiyonu ile ¢akisir (Falcitelli ve ark. 2004).

Tammm 3.3.10: (M, g) ve (B,g') Riemann manifoldlar1 ve ¢:(M,g) — (B, g") bir
Riemann submersiyonu olsun. Bu durumda eger T tensor alani sifir ise ¢ nin herhangi

bir lifine M nin total geodezik altmanifoldu denir.
Tamm 3.3.11: (M, g) bir Riemann manifoldu ve E, F, H € y(M) olsun.
(A(E,F) = AgF)
(VgA)pH = (VgA)(F,H) = Vz;A(F,H) — A(VgF,H) — A(F,VgH)
= VgApH — Ay,pH — ApVgH
(VgT)rH = (VgT)(F,H) =VgT(F,H) —T(VgF,H) — T(F,VgH)
= VgTpH — Ty pH — TV H dir (Falcitelli ve ark. 2004).

Yardimer Teorem 3.3.12: (M, g) ve (B,g) Riemann manifoldlar1 ve ¢: (M, g) —
(B, g) bir Riemann submersiyonu olsun. Bu durumda X,Y € y"(M) ve V,W € y(M)
i¢cin

) (VvAw = _ATVW’

i) (VxT)y = —Ta,vS,

i) (VxA)yw = _AAXW:
iv) (VyT)y = —Tr,y dir (Falcitelli ve ark. 2004).
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Teorem 3.3.13: (M, g) ve (B,g') Riemann manifoldlar1 ve ¢:(M,g) — (B,g’) bir
Riemann submersiyonu olsun. Bu durumda E € y(M),X,Y € x"(M) ve U,V,W €
xV(M) i¢in
i) g((VyA)y, W) = g(TyV,AxW) — g(TyW, AxV),
i) g((VeT)yW,X) = g((VgT)w'V,X) ; VT simetrik,
i) g((VgA)xY,V) = —g((VgA)yX,V) ; VA antisimetrik dir (Falcitelli ve ark.
2004).

Yardimer Teorem 3.3.14: (M, g) ve (B,g) Riemann manifoldlar1 ve ¢:(M,g) —
(B, g) bir Riemann submersiyonu olsun. Bu durumda X,Y,Z € y"(M), V € y¥(M) ve

o,devir toplam fonksiyonu (cycle) olmak iizere
og((V;A)xY,V = ag(AxY, Ty Z) dir (Falcitelli ve ark. 2004).

Onerme 3.3.15: (M, g) ve (B, g’) Riemann manifoldlar1 ve ¢:(M,g) — (B, g') bir

Riemann submersiyonu olmak tizere

i) VA=0ised =0,
i) VT =0iseT = 0 dir (Falcitelli ve ark. 2004).

Tamm 3.3.16: (M,g,) ve (N,g,) iki Riemann manifoldu ve ¢:M — N
diferensiyellenebilir bir doniisim olsun. O zaman ¢ nin diferensiyeli ¢,, p € M ve
¢~'TN, (¢ 'TN), = Tpp)N fiberlerine sahip pullback demeti olmak iizere

Hom(TM,¢$p 'TN) —» M demetinin bir kesiti olarak gosterilebilir.
Hom(TM,¢ 1TN) — M, Levi-civita konneksiyonu V™ den indirgenen bir V
konneksiyonuna ve pullback konneksiyonuna sahiptir. Bu durumda ikinci temel form ¢

X,Y € y(TM) igin V¥ pullback konneksiyonu olmak iizere

(Vo) (X,Y) = V§$.(Y) — ¢.(V¥Y) (3.3.10)

ile tanimlanir (Baird and Wood 2003).
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4.BOLUM
4.1. HEMEN HEMEN DEGME METRIK MANIiFOLDLARI

Tammm 4.1.1: M, (2n + 1)-boyutlu diferensiyellenebilir bir manifold ve ¢, (1,1)-
tipinden bir tensor alani, & bir vektdr alani, n M {izerinde bir diferensiyel 1 —form

olsun. Eger her X € y(M) ve ¢, &, igin

n(&) =1ve p2X = —X + n(X)¢ (4.1.1)

sartlar1 saglaniyor ise (¢, ¢,n) Uglistine bir hemen hemen degme yapi, (M, ®,&,n)
dortliisiine de bir hemen hemen degme manifoldu adi verilir (Blair 2002).

(p,¢,m) hemen hemen degme yapisinda ¢ vektor alanina 6zel olarak karakteristik

vektor alani denir.
Onerme 4.1.2: (¢, £, ) hemen hemen degme yapisi igin
p(€) =0, n(pX) =0, ranke = 2n
dir (Blair 2002).
Onerme 4.1.3: Her hemen hemen degme metrik manifoldu M ve her X,Y € y(M) igin
nX) =gX,$),
9(@X,9Y) = g(X,Y) = n(X)n(¥) (4.1.2)
olacak sekilde bir tek g Riemann metrigi vardir (Blair 2002).

Ornek 4.1.4: M, 3-boyutlu diferensiyellenebilir bir manifold olsun. Her (x,y,z)

noktas1 komsulugunda
n = coszdx + sinzdy
diferensiyel 1-formu ve

B 6+, d
E—coszax szay

& vektor alani verilsin. Buradan
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dn = sinzdx AN dz + coszdz A dy
olup 1-formun dis tiirevi yardimiyla
dn(X,§) =0
ve
n) =1
bulunur.
Tamim 4.1.5: M nin (¢, £,7) hemen hemen degme yapist normaldir ancak ve ancak
N, +2dn®< = 0
dir burada N,,, ¢ yardimiyla belirlenmis Nijenhuis tensor alanidir (Yano ve Kon 1984).

Tanmm 4.1.6: (M, @,¢,n,g) bir hemen hemen degme metrik manifold olsun. Her
X,Y € y(M) igin

DX, Y) =gX, @Y) (4.1.3)
seklinde tanimlanan
d: y(M) X y(M) - C* (M, R)
2-formuna M nin temel 2-formu denir (Yano ve Kon 1984).
(M, @, &,1n, g) hemen hemen degme metrik manifoldunun temel 2-formu &
NA(DP)"+#0

Ozelligini saglar. Bunun geometrik anlami bir hemen hemen degme metrik

manifoldunun yonlendirilebilir olmasidir.
Onerme 4.1.2 ve Tanim 4.1.1 yardimiyla asagidaki sonug verilebilir.

Sonug¢ 4.1.7: (2n + 1)-boyutlu M hemen hemen degme manifoldu verilmis olsun. Her
X,Y € y(M) igin,

g(@X,Y) = —g(X, ¢Y) (4.1.4)
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dir. Bu da ¢ nin g ye gore anti-simetrik bir tensor alan1 oldugunu gosterir (Yano ve Kon
1984).

1) Eger d® = 0,dn = 0 ise hemen hemen degme metrik yapiya hemen hemen
kosimplektik yap1 denir,
i) Eger hemen hemen kosimplektik yap1 normal ise yap1 kosimplektik yapi olarak

adlandirilir,
iii)dn =0, do = gn/\cb ise hemen hemen yapiya hemen hemen degme

Kenmotsu yap1 denir,

iv) Hemen hemen degme Kenmotsu yapi normal ise yapt Kenmotsu yapi olarak
adlandirilir,

V) & = dn ise hemen hemen yap1 degme yap1 olarak adlandirilir,

vi) Degme yap1 normal ise bu yap1 Sasakian olarak adlandirilir (Chinea ve Gonzalez
1990).

Buna gore asagidaki sonuglar verilebilir.

Sonu¢ 4.1.8: (M, 9,&,n,g) hemen hemen degme manifold olsun. Her X,Y € y(M)

i¢in,
i) M Sasakian & (Vy@)Y = g(X,Y)¢ —n(Y)X, (4.1.5)
i) M kosimplektike Vo = 0, (4.1.6)
iii) M Kenmotsu < (Vx@)Y = g(pX,Y)E —n(Y)pX (4.2.7)

(Chinea ve Gonzalez 1990).
Sonug 4.1.9: (M, ¢, &,1, g) hemen hemen degme manifold ve her X, Y € y(M) igin

i) M Sasakian & Vyé = —¢@X,
i) M kosimplektik & V¢ = 0,
iii) M Kenmotsu & Vy& = —p2X (Chinea ve Gonzalez 1990).

Ornek 4.1.10: R te kartezyen koordinatlar (x;, x,, x3, X4, x5) ile ve Riemann metrigi

g, T = sin(xq + x3) olmak iizere
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1+7t2 0 1?2 O—T\
0 1 0 0 O
g=| & 0 1472 0 T
SRERE
-z 0 —¢ o0 1

ile gosterilsin. R iizerinde bir hemen hemen degme yap1 (¢, &, 1),

0 -1 0 0 0

1 0 0 0 0\ P
p=l0 0 0 -1 0 ,nz—rdxl—rdx3+dx5,€=a—

0 0 1 0 0 Xs

0O -t 0 -1t 0

[le tanimlanur.

Temel 2-form ¢
¢ =] —(dx1 A de + dX3 A dX4)

formuna sahiptir.

Bu R® iizerinde bir kosimplektik yap1 verir. Eger E; =i+ri, E, =24
0xq Oxs 0x3

] d ] d . .
Tone QE, = E; = E,cpEz =E, = F ve Eg = e vektor alanlart alinirsa bu vektor

alanlar1 R® te bir cat1 alan1 belirtir.

Ornek 4.1.11: R?"*! de kartezyen koordinatlar (x;,v;,z) (i = 1,..,n) ve normal

degme yap1
n
1
n=50d, = ) yidx)
i=1

.. . . d . NP "
olsun. Karakteristik vektor alani € ile, 2 5, Ve Riemann metrigi g ile tensor alan1 ¢,

1 L 0 61] 0
g = Z(U@r] + Z((dxi)z + (dyl)2> , (p = —611 O 0 , l — 1, )
=1 0 ¥ O
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ile verilir. Bu bize R?**! de bir degme metrik yap1 verir. E; =Zaiyl,En+1 =

2 (aixi +y; aa_z) , & vektor alanlar1 degme metrik yapi i¢in bir ¢ — baz olusturur. Bununla

birlikte R?"*1(¢, &, 7, g) nin bir Sasakian manifold oldugu gosterilebilir.
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4.2. KENMOTSU MANIFOLDLARI

Tamm 4.2.1: M, (¢,&,1,9) yapist ile verilmis (2n + 1)-boyutlu bir hemen hemen

degme manifoldu olsun. Eger M hemen hemen degme metrik manifoldu tizerinde
dn =0, dd=2nANd

esitlikleri saglaniyorsa, M ye bir hemen hemen Kenmotsu manifold adi verilir (Pastore
ve Dileo 2007).

Tanmim 4.2.2: M, (¢,&,1,9) yapist ile verilmis (2n + 1)-boyutlu bir hemen hemen
degme manifoldu olsun. Eger M hemen hemen kenmotsu manifoldu {izerinde her

X,Y € y(M) i¢in,
(Vx@)Y = g(@X,Y)§ —n(Y)pX (4.2.1)
kosulu saglaniyorsa M ye Kenmotsu manifoldu adi verilir.

Bir M, Kenmotsu manifoldu tizerinde her X,Y € y(M) i¢in,

Vx§ =X —n(X)¢ (4.2.2)
ve
(VxmY = g(X,Y) = n(X)n(¥) (4.2.3)

esitlikleri saglanmaktadir.
Bir Kenmotsu manifoldun R egrilik tensoriiniin (2.2.1) denkleminde Z = & alindiginda
RX,Y)§ =n()Y —n(¥)X
esitligini sagladig1 goriilmektedir.
Ayrica bir Kenmotsu manifoldun Ricci tensoriiniin
S(X,8) = —2nn(X)

denklemini sagladig1 goriilmektedir.
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Ornek 4.2.3: M = {(x1,%,,V1,V,2) € R5: z # 0} ele alalim. 1, n = dz ile tanimlanan

bir 1-form olsun.

. ) a . . e .
Karakteristik vektor alani € , Py ile ve Riemann metrigi g ile tensor alan1 ¢,

0 0 -1 0 O\
2 00 0 -10
g=e¥( ) (@x)*+(@y)? |+ (@?, =10 0 0 0
i=1 0 1 O 0 O
0 0 0 0 O
ile verilir. Bu da M {izerinde bir Kenmotsu manifold verir. E; = e"Z% , Ey =
1
e_zaiy2 ygks, = e_zaix1 , E, = e_zaix2 ve E, = & vektor alanlart Kenmotsu yapi i¢in

bir ¢-baz olusturur. Bununla birlikte M (¢, &,71, g) nin bir Kenmotsu manifoldu oldugu
gosterilebilir (Kenmotsu 1972).

30



5.BOLUM

5.1. KENMOTSU MANIiFOLDLARDAN RiEMANN MANiFOLDLARA ANTiI-
INVARIANT RIEMANNIAN SUBMERSIYONLAR

Bu boéliimde Kenmotsu manifoldlardan Riemann manifoldlara anti-invariant riemannian
submersiyonlari tanimlayacagiz ve bu submersiyonlarin geometrisini arastiracagiz. Bu

boliim tamamen orijinal sonuglardan olusur.

Tanmm 5.1.1: (M, ¢,&,n,g) bir Kenmotsu manifold, (N, gy) bir Riemann manifold
olsun. F: (M, ®,&,1m,9) = (N, gy) bir submersiyon olmak iizere ¢ (CekF,) S (CekF,)*

ise F ye bir anti-invariant submersiyon denir (Sahin 2010).

F:(M,p,¢,1n,9) = (N,gy) Kenmotsu manifoldundan Riemann manifolduna bir anti-
invariant Riemann submersiyonu olsun. Ik olarak tamimdan ¢(CekF,) n (CekE)* #

{0} elde edilir. (CekF,)* de ¢(CekF,) a dik distribiisyonu  ile ifade ederiz. O zaman
(CekF)* = @(CekF.) ® u (5.1.1)
elde edilir.

5.2. KARAKTERISTiK VEKTOR ALANI YATAY OLAN ANTIi-INVARIANT
RIEMANN SUBMERSIYONLAR

Bu alt boliimde bir Kenmotsu manifoldundan karakteristik vektor alani1 ¢ yatay olan
Riemann manifoldu iizerine anti-invariant Riemann submersiyonlar ¢alisacagiz. (5.1.1)
i kullanarak pu = @u @ {&} elde ederiz. Boylece X yatay vektor alani i¢in BX €
x(CekF,) ve CX € y(u) olmak iizere

@X = BX + CX (5.2.1)
seklinde yazilir.

Simdi V dikey ve X yatay vektor alani olsun. Yukaridaki bagintiy1 ve (4.1.2) vyi

kullanarak
gu(CX, V) =0 (5.2.2)

buluruz.
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(4.1.2) ve (5.2.2) nin sonucu olarak

gu(CX, @U) = gu(@X — BX, 9U)

= guX,U) —n(X)nU) — gu(BX, U) (5.2.3)
elde ederiz.

oU € y((CekF)*Y) ve & € x(CekF,)* oldugundan (5.2.3), (5.2.2) i belirtir. Bu son
bagmtidan gy (F.(¢V), E.(CX)) = 0 elde ederiz. Buradan

TN = E.(pCekE.) @ F.(1) (5.2.4)
dir.

Teorem 5.2.1: (M, ,&,n,g),2m + 1-boyutlu bir Kenmotsu manifold ve (N, gy),n-
boyutlu bir Riemann manifold olmak iizere F: M — N bir anti-invariant submersiyon
olsun dyle ki (CekF,)* = @(CekFE,) @ {¢} dir. O zaman m + 1 = n dir (Beri ve ark.
2016).

Ispat: y(CekF.)* nin bir ortonormal ¢atist Uj,..,U, , k=2m—n+1 olsun.
(CekF)* = @CekF, @ {¢} oldugundan @Uy, ..., U, & , x((CekE,)1) in ortonormal bi
catisidir. Boylece (5.2.4) yardimiyla k = n — 1 olur bu da gosterir ki m + 1 = n dir.

Not 5.2.2: Belirtelim ki 6rnek 5.3.6 teorem 5.2.1. i saglamaktadir.

Yardimci Teorem 5.2.3: F, (M, ¢,¢,n,g) Kenmotsu manifoldundan (N, gy) Riemann

manifolduna bir anti-invariant Riemann submersiyon olsun. O zaman X,Y €
x((CekF)*Y) ve U € x(CekE,) igin

Ax§ =0, (5.2.5)
Tyé =U, (5.2.6)
Iu(VyCX, @U) = —gy (CX, pAyU) (5.2.7)

elde ederiz (Beri ve ark. 2016).

Ispat: (3.3.9) ve (4.2.2) i kullanarak (5.2.5) y1 elde ederiz. (3.3.7) ve (4.2.2) i kullanarak
(5.2.6) yi buluruz.
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Simdi (5.2.2) kullanarak X,Y € y((CekF,)*) ve U € y(CekF,) i¢in
Iu(VyCX, pU) = —gu (CX, VyeU) (5.2.8)
dir. Ayrica (3.3.8) ve (4.1.7) gosterir ki
Iu(VyCX, pU) = —gu (CX, pAyU) — gu (CX, (VVyU))
dir. ¢(VVyU) € x((CekE)Y) oldugundan (5.2.7) i buluruz.

Simdi (CekE,) distribiisyonunun integrallenebilmesi iizerine ¢alisacagiz ve CekF, ile

(CekF,)* nin liflerinin geometrisini arastiracagiz.

Teorem 5.24: F, (M,,&,n,9) Kenmotsu manifoldundan (N, gy) Riemann
manifolduna bir anti-invariant Riemann submersiyon olsun. O zaman X,Y €

x((CekE)Y) ve V € x(CekF,) igin asagidaki dnermeler birbirine denktir.

i) (CekFE,)" integrallebilirdir,
i) gv((VE)(Y,BX),F.9V) =

gn((VEY(X, BY), E.@V) + gu(CY, 9AxV)—gu (CX, pAyV),

Ispat: (4.1.2) ve (4.1.7) ten X,Y € x((CekFE)") ve V € y(CekF,) icin
gu([X,YLV) = gy (VxY, V) — gu(VyX, V)
= gu(Vx@Y, V) — gu(Vy X, V)
1) kolaylikla bulunur. Ayrica (5.2.1) den
gu([X,Y],V) = gu(VxBY, V) + gu(VxCY, V) — gu(VyBX, V) — gu (VyCX, V)
dir.
F Riemann submersiyonu goz oniine alinirsa (3.3.3), (3.3.8) ve (5.2.7) kullanilarak
gu([X,Y],V) = gn(EVxBY,F.9V) — gu(CY, pAxV)

— gn(EVyBX, E@V) + gy (CX, pAyV)
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buluruz.
Boylece (3.3.10) dan
gu([X, YL V) = gy(=(VE)(X, BY) + (VE)(Y, BX), F.¢V)
+9m(CX, 9AyV) — gu(CY, pAxV)
elde ederiz ki bu da (i) < (ii) yi ispatlar. Diger yandan (3.3.10) dan
(VE)(Y, BX) — (VE)(X,BY) = —F.(VyBX — VxBY)
buluruz. O halde (3.3.8) gosterir ki
(VE)(Y,BX) — (VE)(X, BY) = —F.(AyBX — AxBY)

dir. (3.3.3) den AyBX — AyBY € x((CekFE,)") oldugu sonucu ¢ikar ki bu da (ii) &
(iii) yi1spatlar.

Not 5.2.5: (CekF.)* = @(CekF,) @ {&} oldugunu kabul edelim. (5.2.1) kullanilarak her
X € x((CekFE)1) icin CX = 0 oldugu ispatlanabilir.

Bunun sonucu olarak da asagidaki sonucu elde edebiliriz.

Sonug¢ 5.2.6: (M,9,&,m,g),2m + 1-boyutlu bir Kenmotsu manifold ve (N, gy),n-
boyutlu bir Riemann manifold olsun. (CekF)' = @(CekF,) @ {§} olmak iizere
F:M — N bir anti-invariant submersiyon olsun. O halde asagidaki 6nermeler birbirine

denktir (Beri ve ark. 2016).

i) (CekF)* integrallenebilirdir,
i) Her X,Y € x((CekF.)"b) igin (VE)(X, oY) = (VE)(¢X,Y),
i) AypY=AypX.

Teorem 5.2.7: (M, @, &,n,g),2m + 1-boyutlu bir Kenmotsu manifold ve (N, gy),n-
boyutlu bir Riemann manifold olmak {izere F: M — N bir anti-invariant submersiyon

olsun. O halde asagidaki 6nermeler birbirine denktir.

i) (CekF,)' , M iizerinde bir total geodezik foliasyon tanimlar,

i) gu(AxBY,@V) = gu(CY,pAxV),
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iii) Her X,Y € y((CekE)") ve V € y(CekF,) igin
In((VE)(X, oY), E.@V) = —guy (CY, pAxV) (Beri ve ark. 2016).

Ispat: (4.1.2) ve (4.1.7) den her X,Y € x((CekF.)") ve V € x(CekF.) i¢in
Iu(VxY,V) = gu(VxeY,oV)
buluruz. (5.2.1) den dolayi
Iu(VxY, V) = gy (VxBY + V4 CY, V)

dir. (3.3.8) ve (5.2.7) i kullanarak

gu(VxY, V) = gy (AxBY + VV4BY, V) — g, (CY, pAxV)
elde ederiz. Son esitlik de (i) © (ii) yi gosterir.
X,Y € x((CekF)*) ve V € (CekF,) igin
gu(AxBY, V) = gy (CY, pAxV) (5.2.9)
dir.
Diferensiyel F,, yatay vektorlerin boylarini korudugu i¢in (5.2.9) bagmtisindan
9gu(CY, pAxV) = gy(F.AxBY,F.9V) (5.2.10)
elde ederiz.
(3.3.8) ve (3.3.10) u (5.2.10) da kullanirsak

9u(CY, 9AxV) = gn(—(VE) (X, 9Y), F.9V)

buluruz bu da bize (ii) & (iii) yi gosterir.

Sonug¢ 5.2.8: (M, ¢, &,1n, g), bir Kenmotsu manifold ve (N, gy), bir Riemann manifold
ve (CekF)* = @(CekE,) @ {&¢} olmak iizere F: M — N bir anti-invariant submersiyon

olsun. O halde asagidaki 6nermeler birbirine denktir.

i) (CekF,)' , M iizerinde bir total geodezik foliasyon tanimlar,

i) AypY =0,
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iii) X,Y € x((CekE)Y) ve V € x(CekF,) igin (VE)(X,pY) =0 (Beri ve ark.
2016).

Asagidaki sonug (3.3.6) ve (5.2.6) nin bir sonucudur.

Teorem 5.2.9: F, (M,,¢n,g9) Kenmotsu manifoldundan (N,gy) Riemann
manifolduna bir anti-invariant Riemann submersiyon olsun. O halde CekF,, M tizerinde

bir total geodezik foliasyon tanimlamaz (Beri ve ark. 2016).
Teorem 5.2.9 kullanilarak asagidaki sonug verilebilir.

Teorem 5.2.10: (M, ¢p,¢,n,g), bir Kenmotsu manifold ve (N,gy), bir Riemann
manifold olmak iizere F: M — N bir anti-invariant submersiyon olsun. O zaman F bir

total geodezik doniisiim degildir (Beri ve ark. 2016).

Not 5.2.11: y(CekF,) nin bir yerel ortonormal ¢atis1 {e, ..., e,,} olsun.

H= i ™ Tp.ei (3.3.6) ve (3.3.2) den

mg(H,&) = g(T,,e1,€) + 9(To,2,6) + -+ (T, em. §)

= _g(j;zlfl 81) - g(g—(‘zzfr 82) - g(g—(‘zm& em)
= —g(er,e1) —g(eze) — - — glem em)
=-m

g(H,&) = —1 elde ederiz. Dolayisiyla CekF, minimal fiberlere sahip degildir (Beri ve
ark. 2016).

Not 5.2.11 sayesinde asagidaki teoremi elde ederiz.

Teorem 5.2.12: (M, p,&,n,g), bir Kenmotsu manifold ve (N,gy), bir Riemann
manifold olmak iizere F: M — N bir anti-invariant submersiyon olsun. O zaman F
harmonik degildir (Beri ve ark. 2016).
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5.3. KARAKTERISTIK VEKTOR ALANI DiKEY OLAN ANTIi-INVARIANT
SUBMERSIYONLAR

Bu alt boliimde Kenmotsu manifoldundan Riemann manifolduna karakteristik vektor
alan1 dikey olan Riemann submersiyonlarin olmadigini ispatlayacagiz. Ayrica katl
carpim (warped product) manifoldundan Riemann manifoldu iizerine yatay konformal

submersiyon Ornekleri elde etmenin metodunu da verecegiz.

¢ endomorfizmi altinda u niin (CekF,)* in bir anti-invariant distribiisyonu oldugunu
gostermek kolaydir. Boylece X € y(CekFE,)* i¢in BX € y(CekF,) ve CX € y(u) olmak

uzere
X = BX + CX

seklinde yazilir. Diger yandan F,((CekF.)Y) =TN ve F bir Riemann submersiyon
oldugundan (5.2.1) i kullanarak her X € y(CekE)* ve V € x(CekF,) igin
gn(E(eV),E(CX)) = 0 elde ederiz. Buradan

TN = FE.(¢CekF,) @ E.(w) (5.31)
dir.

Teorem 5.3.1: (M™*! =1 X; L™, gy = dt* + f2g,) bir invertal I nin ve L Riemann
manifoldunun bir katlh ¢arpim (warped product) manifoldu olsun. Eger

F: (M™* g,) = (N™, gy) dikey vektdr alani % = 0, ile bir Riemann submersiyon ise

0 zaman katli ¢arpim (warped product) manifoldu bir Riemann ¢arpim manifoldudur
(Beri ve ark. 2016).

Ispat: o = (t,x;,x5,...%,;), M icin p €M noktasinda bir koordinat sistemi ve
(y1,Y2, - ¥n), N igin F(p) € N noktasinda bir koordinat sistemi olsun. d, dikey vektor

alan1 oldugundan

n

6 iOF 6
0=F(d), = Z%(r))a—y,lﬂp)

elde ederiz.
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Dolayistyla F nin bileske fonksiyonu y; o F = f;, t parametresini icermez. Yani

x = (X1,%, .. Xpy) Ve ayrica p = (t,x) € M noktasinda (CekF)"|x) S Tex)({t} X

L) = T, L olmak iizere
F:IxsL—>N,(t,x) - F(t,x) = (f1(x), ..., fn ()

dir. Yani eger X € (CekF,)* ise her p € M noktas1 icin X in I x L ye lifti X vektor alan1
nZ*()?p) = Xp,(p) 0lmak lizere bir X € y(TN) vektor alan1 vardir. Sadelestirmeler daha

iyi anlasilsin diye vektor alanlar1 ve liftleri igin ayni1 gésterimi kullaniyoruz.

Onerme 2.2.11 deki (ii) i kullanarak X € y € (CekF,)?' igin

!

V0, = f7x (5.3.2)

buluruz. (3.3.8) ve (5.3.2) den X € y € (CekF,)?* igin

4

A0, = ’%X (5.3.3)

elde ederiz.

(3.3.5), (3.3.4) ve (5.3.3) yardimiyla X, Y € y € (CekF,)* i¢in

f! f'
Iu(AxY,0;) = _TQM(X' Y) = —TQM(Y'X) = gu(AyX,0¢) = —gu(AxY,0r)
buluruz. Boylece
gu(AxY,0) = =7 gu(X,¥) = 0 (5.3.4)

dir.

(5.3.4) den anlasilacagi tizere f' = 0 dir. Bunun sonucu olarak da katlama (warping)
fonksiyonu f sabittir. Bundan dolayr 6l¢ekteki degisime gore M bir Riemann ¢arpim

manifoldudur.
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Teorem 5.3.2: (M, ,¢,1,9),2m + 1-boyutlu bir Kenmotsu manifold ve (N, gy),n-
boyutlu bir Riemann manifold olsun. Karakteristik vektor alan1 ¢ dikey vektor alani

olan bir F: M — N Riemann submersiyonu yoktur (Beri ve ark. 2016).

Ispat: (Kenmotsu 1972) den biliyoruz ki lokal olarak bir Kenmotsu manifoldu I X¢ L,
bir interval I ve bir Kaehler manifoldu L nin g,, = dt? + f2g, metrigi ve s pozitif bir

sabit olmak iizere f(t) = se® katlama (warping) fonksiyonu ile bir katli carpimdur.
&= % = 0, bir dikey vektor alan1 olsun. Teorem 5.3.1. den de anlasilacag {izere M bir

Riemann g¢arpim manifoldudur. f(t) = se® fonksiyonu sabit olmadigindan M bir

Riemann ¢arpim manifold olamaz. Bu da teoremin ispatini tamamlayan bir ¢eliskidir.

Teorem 5.3.3: M = M; Xy M,, g = g1 X f*g, metrigi ile bir katli garpim (warped
product) manifoldu, m,: M; X M, - M, ikinci standart izdisim ve (Ms,g3;) bir
Riemann manifoldu olsun. Eger f;, M, den M5 e bir Riemann submersiyonise f, = f; o

m,: M — M bir yatay konformal submersiyondur (Beri ve ark. 2016).

Ispat: f; bir Riemann submersiyon oldugundan rank f; = boy M3 dir. Tamm 3.1.1

kullanarak (p,q) € M noktas1 i¢in rank f2|(pq) = rank f1|f1(q) = boy M; buluruz.

Sonug olarak f;, bir submersiyondur. m, bir katli ¢arpim (warped product) manifoldu

i¢in bir dogal yatay konformal submersiyon oldugundan

Cek 2000 = To.M1 = Tp,q) (M1 X {¢h) =T,M,
elde ederiz. Yani

Cek 240 = T,M; X Cek fl*q

ve

(Ceku*)ll(p,q) = {p} x (Cekfl*)lm = (Cekﬁ*)lm
dir. Boylece X,Y € x(Cekf,,)* igin

IX.Y) = f2(0) g2 (m2.(X), m5.(Y))

= 2(0) g3 (fr(m2.(X)), fi. (2.()))
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= f2®)93(f2-(X), f.(V))

dir. Boylece istenen sonucu elde ederiz.

Not 5.3.4: Teorem 5.3.3 yatay konformal submersiyonlar 6rnegi tiretmek igin bir sans

vermektedir.

Simdi Kenmotsu manifoldundan anti-invariant submersiyon ve anti-invariant yatay

konformal submersiyondan bazi drnekler verecegiz.

Ornek 5.3.5: M = {(x1,%;, V1,V 2z) € R%: z # 0} bir Kenmotsu manifold ve gy =
(du®du + dv@®dv) ile tamimlanan Riemann metrik tensor alani gy olmak tizere

N R X,z R? olsun.

F(xy,%5,y1,Y2,t) = (%, szJrZyl, Z) ile tanimlanan F: M — N doniisiimiinii ele alalim.

Bunun iizerine basit bir hesaplamayla

1 1
Cek F. = span {V1 2 ﬁ (E; — E3),V, = ﬁ (Ey — E4)}

ve

1
V2

1

(Cek E)* = span {Hl = NG

(By + B, Hy = == (By + By), Hy = Es = ¢}

elde edilir.

Boylelikle F nin bir Riemann submersiyon oldugunu gérmek kolaydir. Ayrica @V, =
—H;, @V, = —H, gbsterir ki ¢(Cek E,) c (Cek)* = ¢(Cek E)®{&} dir. Bdylece F , &

yatay bir vektor alan1 olmak {izere bir anti-invariant Riemann submersiyondur.

Ornek 5.3.6: M = {(x1,%,,¥1, V2 2) € R®:z # 0} bir Kenmotsu manifold ve N,R?
olsun. N iizerindeki Riemann metrik tensér alami gy = e??(du®du + dv®dv) ile

tanimlanir.
X1+Y2 X2+Y1

F(xq,Xx5,91,Y2,t) = (T’ 7 ) ile tanimlanan F: M — N doniisiimiinii ele alalim.

Bunun {izerine agik bir hesaplamayla
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1 1 0
Cek F. = span {V1 = ﬁ([ﬂé —E),V, = E(Eél- —E), V3 =Es=¢ = &}
ve
n 1 1
(Cekﬂ) = Span {Hl = ﬁ (E3 + Ez), HZ = ﬁ (E4_ + El)}
elde ederiz.

Boylelikle F nin bir yatay konformal submersiyon oldugunu gormek kolaydir. Ayrica
oV, = H,, oV, = Hy, V3 = 0 gosterir ki ¢(Cek F,) = (Cek F,)* dir. Sonug olarak &
dikey bir vektor alam1 olmak {izere F bir anti-invariant yatay konformal

submersiyondur.
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