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OZET
Yiiksek Lisans Tezi
ANALITIK KATSAYILI KISMi DIFENESIYEL DENKLEMLER
Sinem GUZEL

Uludag Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiist
Matematik Anabilim Dali

Damisman: Dog. Dr. Sezayi HIZLIYEL

Bu tez bes boliimden olusmaktadir.
[k béliim giris kismina ayrilmistir.

Ikinci béliimde, bazi temel kavram ve tanimlar, ikinci mertebeden lineer eliptik kismi
diferensiyel denklemlerin kanonik forma indirgenmesi ve kanonik formdaki genel
temsilleri verilmistir.

Ucgiincii béliimde, Volterra tipindeki integral denklemlerin ¢dziimleri igin ardisik
yaklagmalar metodu verilmistir ve

du du

du+a(ey) 5 +b(xy) o + el y)u =0 (Eo)
dx dy 0

denkleminin Rieman fonksiyonu Volterra tipi bir integral denklem ¢oziilerek

bulunmustur.

Dordiincii boliimde, (Ey) denkleminin argiimanlart kompleks degerli bir bolge icine
analitik devam1 ve basit ve ¢ok baglantili bolgelerde (E,) denkleminin ¢ézlimlerinin
temel temsilleri elde edilmistir.

Son boliimde, katsayilarin ve fonksiyonlarin reel degerli olmast durumu incelenmis ve
Au+2Pu=0 ve (1+x*2+y>)Au+4n(n+ 1)u =0 denklemlerinin regiiler
¢Ozilimleri i¢in genel temsil formiilleri tiiretilmistir.

Anahtar Kelimeler: Rieman fonksiyonu, Metaharmonik fonksiyon, Kanonik forma
indirgeme

2014, iv+75 sayfa



ABSTRACT
MSc Thesis

PARTIAL DIFFERENTIAL EQUATIONS WITH ANALITICAL
COEFFICIENTS
Sinem GUZEL

Uludag University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Sezayi HIZLIYEL
This thesis consists of five chapters.
The first chapter is devoted to the introduction.

In the second chapter, some basic concepts and definitions, reduction to canonical
form of the second order linear partial differential equations and the general
representaion in canonical form are given.

In the third section, the method of successive approximation for the solution of the
integral equation of Volterra type are given and the Riemann function of equation

du du
+b(x,y)—+clx,y)u=20 (Eo)
dx dv

-

is found by solving a Volterra type integral equation.

Au + alx, y)

In fourth chapter, analytic continuation of the solution of the equation (E,) into the
domain of the complex values of arguments and general representation of solution of
the equation (E,) in simply and multiply connected domains have been obtained.

In the final chapter, the case of real-valued coefficients and functions have been
examined and the general represantations formulas is derived for the regular solutions
of the equations Au + A2u =0and (1 + x> + y>)Au +4n(n+ Du=0.

Key Words: Riemann functions, Metaharmonic functions, Reduction to canonical
form.

2014, iv+75 sayfa



TESEKKUR

Yiiksek lisans egitimim sirasinda, yaptigim calismalarimi destekleyen ve yonlendiren
arastirmalarimin her asamasinda oneri, bilgi ve yardimlarini esirgemeyerek gelisimime
katkida bulunan, ¢alismalarim siiresince her anlamda bana destek olan danisman
hocam Sayin Dog. Dr. Sezayi HIZLIYEL e sayg1 ve sevgilerimle tesekkiir ederim.

Bana higbir destegini esirgemeyen aileme sonsuz tesekkiirler.
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1. GIRIS

Iki bagimsiz degiskenli analitik katsayili eliptik tipten lineer kismi diferensiyel
denklemleri saglayan bir kompleks degiskenli analitik fonksiyonlar smifi bir c¢ok
matematik¢i tarafindan incelenmistir. Boyle fonksiyonlar I. N. Vekua (1937, 1939,
1945, 1967) ve S. Bergman (1937, 1943, 1945) tarafindan incelenmistir.
Bu tezde, basit ve ¢ok baglantili bolgelerde

BQw) = du + a(,y) o+ b(,y) o+ e,y = £(x,),

d0x dy

formundaki bir denklemin tiim regiiler ¢ézlimlerini veren bir kompleks degiskenli
holomorf fonksiyonlar cinsinden genel temsil formiilleri tiiretecegiz. Cozlimlerin bu
genel temsilleri z = x + iy, { = x — iy kompleks degiskenlerinin herhangi bir analitik
¢(2), ¢*(2) fonksiyon cifti ile iliskili olarak lineer operatorler ile verilebilir ki genelde
bu ¢ozlimler kompleks degerlidirler. Bu operatorlerin c¢ekirdekleri sadece denklemin
katsayilarina bagli olarak Riemann fonksiyonu anlaminda ifade edilebilirler ve genel
durumda ardigik yaklagmalar metoduyla elde edilmislerdir.
Bu genel temsiller eliptik denklemlerin ¢6zliim sinifinin yapisal 6zelliklerini ¢ok belirgin
ortaya ¢ikarir ve eliptik tipten kismi diferensiyel denklemi saglayan fonksiyon sinifi i¢in
bir kompleks degiskenli analitik fonksiyon sinifinin bilinen bir ¢ok 6zelligini
genisletmeye imkan tanir. Ayrica bu temsiller sinir deger problemlerinin uygulamalari

ve 0zel fonksiyonlar teorisinde 6nemli bir yer tutmaktadir.



2. iIKi BAGIMSIZ DEGISKENLI iKiNCi MERTEBEDEN LINEER ELIiPTIiK
DENKLEMLER

Bu boliimiin birinci kisminda, ilerleyen boliimlerde kullanilacak bazi temel kavramlar
ve tanimlar verilmistir. Ikinci kisminda ise ikinci mertebeden lineer eliptik kismi
diferensiyel denklemleri kanonik forma indirgenmesi ve kanonik formdaki genel

temsilleri verilmistir.
2.1. Temel kavramlar, Terimler ve Gosterimler

Bu kisimda, kullanacagimiz bazi yardimci terimler kavramlar ve gosterimler

acgiklanacaktir.

X;,-+, X, sayiarinin sirali kiimesi (Xl,---, Xn) noktas1 olarak adlandirilacaktir. Sayilar,

genelde kompleks degerli olabilir ve noktanin koordinatlar1 olarak adlandirilacaktir.

Bazen bir noktay1 gostermek igin tek bir karakter de kullanilabilir.

(X,,-++, X, ) noktalarmin

0 0 0
‘xl—x1 ‘<p, ‘xz—x2 ‘<,o,---,xn—xn

< p,
sartin1 saglayan kiimesine (x?2,---,x9) nin bir 2 -komsulugu denir. Burada (x°,...,x,°)

sabit bir nokta ve £ pozitif bir sayidir.

Bir 901 kiimesinin y1g1lma noktalar1 kiimesini 90" ile gosterelim 90T+ 9t kiimesine ise
M nin kapanigi denir. Eger 91" < 9 ise 9 ye kapali kiime, 90" S 9T ise M ye kendi
icinde yogun kiime denir. Bir kiime hem kapali hem de kendi i¢inde yogun ise bu

kiimeye miikemmel kiime denir.

Kapali bir kiime, eger bos olmayan ve ortak noktasi olmayan iki kapali kiimeye
ayrilmiyorsa bu kiimeye baglantili kiime denir. Kapali baglantili kiimeye kontinum
(Continuum) denir. Dikkat edilirse, nokta bir kontinumdur. Eger bir kontinuum birden

fazla nokta iceriyorsa miikemmel baglantili kiime diye adlandirilir.



Bir noktanin bir £ -komsulugu tamamen kiimenin i¢inde kalacak sekilde varsa noktaya

kiimenin i¢ noktasi denir.

Bir noktanin bir P2 -komsulugu kiimenin hi¢bir noktasini bulundurmayacak sekilde

mevcutsa noktaya dis nokta denir.

Bir nokta i¢ veya dis nokta degilse kiimenin smir noktasi denir. Kiimenin sinir
noktalarinin olusturdugu kiimeye kiimenin smir1 denir ve kapali bir kiime oldugu

kolayca gosterilebilir.

Bir 9J1 kiimesinin tiim noktalar1 i¢ nokta ise bu kiimeye ag¢ik kiime denir. Agik bir kiime
eger iki acik ve kesismeyen kiimelerin toplamlari cinsinden yazilamiyorsa baglantilidir

denir. Baglantili acik bir kiimeye bolge denir.

Asikar olarak bir noktanin herhangi bir 2 -komsulugu bir boélgedir. X,---,X

degiskenleri biri digerinden lineer bagimsiz olarak sirasiyla kompleks diizlemin

T,,---, T, bolgelerinde degistiginde (Xl,---, X ) nokta kiimesi de bir bolgedir. Boyle bir

n

bolgeye silindirik denilecektir ve genellikle (Tl,m,Tn) ile gosterilir. Ornegin

(Xlo e Xno) noktasinin P -komsulugu bir silindirik bolgedir ve bu durumda T, ,

‘xk —Xk0‘<p, k=12,---,n

olan bir ¢gemberdir.

Sonsuzdaki bir nokta ile tamamlanan diizleme tam (complete) diizlem denir.
Stereografik projeksiyon yardimiyla tam diizlem birim kiire yiizeyi tizerine bire bir ve

konformal olarak doniistiiriilebilir.

f (X, X,,---, X, ) fonksiyonu O kiimesi tizerinde (X, ,---, X, ) noktalarinda verilmis olsun.

!’

Eger 9 kiimesinin herhangi iki (Xl,---,Xn), (Xl,---,x

!’

') noktas1 icin



[ F (X0, XX )= F (X, X, X | < KD Ixk = %, [, (2.1)
k=1

ise f fonksiyonuna 971 iizerinde Holder sartini saglar denir. Burada K>0 ve a; 0<a <1

olacak sekilde noktalarindan bagimsiz iki sabittir. (2.1) sartin1 saglayan fonksiyonlara
9N tizerinde Holder siireklidir denir. Bu tiir fonksiyonlarin 6zellikleri ayrintili olarak

N.I. Muskhelisvili tarafindan belirtilmistir. (Bkz. Muskhelisvili ,1946 Bolim 1).

L diizlemde
x=x(s), y(s) 0<s</

ile verilmis basit ac¢ik yada kapali bir egri olsun. Burada x(s) ve y(s) siirekli
fonksiyonlar ve eger 0<|s,—s,|<¢, 0<s <¢ 0<s,</ ise
x(s,)+iy(s,)# x(s,)+iy(s,) dir. Kapali egri olmasi durumunda ayrica
X(S+€)= X(S), y(s+£)= y(s) saglanir. Eger x(s) ve y(s) fonksiyonlar1 [0,/ ] kapali
araliginda siirekli tiirevleri varsa L egrisine diizgiin (smooth) egri denir. Eger L diizgiin
bir egri ise (X(s), y(s)) noktasindaki tegeti ile bir sabit yon vektorii arasindaki a1 6(s),
[0, ¢ ] araliginda siirekli bir fonksiyondur. Eger X'(S) ve y'(s) [0, ¢] araliginda Holder
stirekli ise 0 (S) de L iizerinde Holder siirekli olur. Bu tiir egrileri Holder siirekli diizgiin
egriler diye adlandiracagiz.

T bir diizlemsel bolge, tam diizleme gore bu bolgenin tiimleyeni m+1 tane kesismeyen

C,,:--,C,, kontinumdan ibaret olsun. Burada Co sonsuzdaki noktayi igerir ve C,,---,C

m
de sinirli kiimelerdir. Bilhassa Cy sadece sonsuzdaki noktadan ibaret olabilir, ayrica bazi

ya da tim C,,---,C_ ler de tek bir noktadan ibaret olabilir. Boyle bolgelere (m+1)-

baglantili bolgeler denir, T bdlgesi m=0 ise basit baglantili, m >0 ise ¢ok baglantili
olarak adlandirilacaktir.
Ly, L

sirastyla  Cg,---,C_ nin smirlar1 olsun. Bu durumda T nin s

m

L=L,+---+L, dir.

Eger L,,---,L, basit diizglin egriler ise T ye A smifindan bir bdlge, eger L,,---,L

m

Holder anlaminda basit diizgiin egriler ise T ye Ah sinifindan bir bolge denir.



X, -+, X, degiskenlerinin bir f(x,,X,,---,x,) fonksiyonu bir (xlo,xzo,---,xno)
noktasinda analitiktir denir eger bu noktanin bir p-komsulugu mevcut ve bu

komsulukta
f(X, %y, X, ) = iakl___kn (x1 -’ )kl ---(xn - xno)k” , (2.2)
Ky k=0

sart1 saglanir ise. Burada Ak sabittir. Bu serinin bu komsulukta mutlak ve diizgiin

yakinsak oldugu kolayca gosterilebilir ve

! {akﬁ'“k“f(xl,xz,---,xn)]

Ak, = k K
e gLk ! X[ -ox

X=X e Xy =Xy

dir. Yani, (2.2) f(xl,x2,~--,xn) fonksiyonunun bir Taylor serisidir. Eger fonksiyon 91

kiimesinin her noktasinda analitik ise fonksiyon bu kiimede analitiktir denir.

f(X,X,,---,X,) fonksiyonu n boyutlu uzaym bir D bolgesinde X,,X,, -, X,

degiskenlerinin bir analitik fonksiyonu olsun. Bu taktirde 2n boyutlu uzaym bir D

bolgesinde y, =y, =---=y, =0 olmast durumunda f ile uyusan 2z, =X, +1y,,
z, =X, +1y, kompleks degiskenlerinin bir tek f *(Zl, Z,,, Zn) fonksiyonu mevcuttur.

Burada asikar olarak Dc D dir. f*(z,2z,,---,z,) fonksiyonuna X,,X,, -, X

argimanli reel degerli bolgeden kompleks degerli bolgeye f(Xl,XZ,---,Xn)

fonksiyonunun analitik devami denir.

Reel degiskenli bir analitik fonksiyonun arglimanlarina kompleks degerlerin atanmasin
saglayan bu sonucun ispatint burada ¢ikardik. Bu kompleks argiimanlar dogal olarak
verilmis fonksiyonun yapisina bagli olarak degisen tamimli bir bolgeye sahiptir,
genellikle kompleks arglimanlarin imajiner kisimlar1 yeterince kiigliktlir. Buna ragmen

eger f (Xl, Xy,0e, Xn) arglimanlarinin tiim reel degerleri i¢in yakinsak bir Taylor serisine

acilabilir ve arglimanlarina herhangi bir kompleks deger atanabilirse boyle bir

fonksiyona tam fonksiyon denir.



T, dizlemde z kompleks degiskeninin bir bolgesi olsun. Reel eksene gore T nin
simetrigini T ile gosterecegiz. Eger T reel eksene gore simetrik ise agikar olarak T ve

T aynidir.

z, T de degisken olsun. Eslenigi Z simdi T de degiskendir. Eger f(z) T de holomorf bir

fonksiyon ise eslenik fonksiyonu f(z) , T de znin holomorf fonksiyonudur.

2.2 Kanonik Formda ikinci Mertebeden Lineer Eliptik Diferensiyel Denklemler

Iki bagimsiz degiskenli ikinci mertebeden bir lineer eliptik diferansiyel denklem iyi

bilindigi gibi her zaman
E(u)=Au+a(x,y)Z—u+b(x, y)%Jrc(x,y)u: f(x,y) (E)
X

2 2
kanonik forma dondstiiriilebilir. Burada A, A:aa—2+% Laplace operatoridiir.
X

a, b, ¢ katsayilar1 ve f Xvey degiskenlerinin verilmis bir fonksiyonu, u ¢6ziim olarak
adlandirilan bilinmeyen fonksiyondur.

a, b, ¢ katsayilar1 ve f fonksiyonu z =x+1y diizleminin bir T bolgesinde analitik
olmasi durumunda %, (E) denkleminin tanim bdlgesi olarak adlandirilacaktir.

Eger f(x,y)=0 ise (E) denklemine homojendir denir ve (Eo) ile gosterilir.

Q, T de bir bolge olsun. Eger u(x, y) Q de birinci ve ikinci mertebeden siirekli kismi

tirevlere sahip ve (E) denklemini saglarsa denklemin bu ¢oziime denklemin regiiler

¢oztiimii denir. Eger u(X,y) Q de analitik ise ¢6ziime analitik ¢6ziim denir.

(E) denkleminin u(x,y) ¢6ziimii, a, b, ¢ katsayilar1 ve f fonksiyonu genelde x, y reel
argiimanlarinin  kompleks degerli fonksiyonlaridir. Bazi &6zel sonuglar X, y reel
arglimanlar1 i¢in, a, b, ¢ katsayilar reel degerler aldiginda her zaman elde edilebilir.
Bu durumda U(X, y) denklemin reel ¢6ztimii olarak adlandirilacaktir.

(E) ye ilave olarak



ocav obv .
E AV————"—4cv="f, E*
(v)=av-— - (E*)

denklemi ele alinir. Burada f~ bir analitik fonksiyondur. (E”) ye (E) nin adjoint denklemi
denir. Asikar olarak (E) ve (E’) nin tanim blgeleri aynidir ve bu da (E) nin (E”) adjoint

doniistiigiintin kanitidir.

Simdi

zZ=Xx+liy, { =x—ly, (2.3)
degiskenlerini tamimlayalim, X ve yreel sayillar oldugunda bu sayilar birbirinin
eslenigidir. Bu durumda nadiren £ yerine Z yazilabilir. Eger X ve y lineer bagimsiz

kompleks degiskenler alimirsa z, ¢ da ayrica lineer bagimsiz kompleks degerler
olacaktir. (2.3) den

x=5(2+¢) y=(@-¢) 2.4)
elde edilir.

f(x, y), X ve ynin analitik fonksiyonu olsun. Eger f analitik olarak x ve y nin
kompleks degerli bolgesine devam ettirilebilirse bu taktirde x ve y igin (2.4) ifadesini

yazacag@iz ki iki kompleks degiskenin bir F(z,¢) analitik fonksiyonu elde edilir. Agikar

olarak
_f[ 2t 2=¢
F(z,g)—f[ T j
dir. Simdi
9 _ 1(242} izl(ﬁﬂﬁJ (2.5)
oz 2\ox oy) o 2\ox oy

diferensiyel operatorlerini diisiinelim ki kolayca

p q q p
or (2N (2 oo
oz’ \ac® ) oc | az”

ozelliklerine sahip oldugu goriiliir. Boylece

Blat 1 (6 .0)(o .0)Y)
= ——1— | |=—+1—|, p,q=012--
ozPos% 2P\ ox oy ) \ox oy




seklindeki operatorleri tanimlamis oluruz. Bilhassa,
2 2 2
4 0 = 0 >+ 0 > =A
010§ Ox°  OX

(2.6)

dir. 0/0z, 0/0¢ operatdrlerini herhangi bir tlirevlenebilir fonksiyona uygulayabiliriz.
Her zaman ou/dz, ou/olyi z ve ¢ ye gore kismi tiirev olarak algilamamaliyiz. Bu
sadece Z ve ¢ degiskenli u fonksiyonu analitik oldugunda gegerlidir.

(2.4), (2.5) ve (2.6) y1 kullanarak (E) denklemini

Fl1)= pr+ Aed) 5 +B2.0) S+ Clac = Flad) G

bigiminde yazabiliriz. Burada

Az, ¢)= %{a{%%) - m(%%)}

e 5 {1

2.7
et~ )
(1)
dir.

(F) ye (E) denkleminin kompleks formu olarak adlandirilir. iki denklem 6ziinde ayni
olmasina ragmen farkli sembolize edilirler. E(u) her zaman x ve y degiskenlerinde (E)
denkleminin sol tarafina u uygulanmis halidir ve F(u) ise Z ve ¢ degiskenlerinde ayni
islemi bir sabit farkiyla gosterir.

(E") adjoint denkleminin kompleks sekli asikar olarak

. o’v.  OAv OBv . .
F (v)= - - Cv=F"(z, F
v) oo, oz oL I 2¢) ( )

dir.



® Dbolgesi T de asagidaki Ozellige sahip basit baglantili bir bolge olsun:

A2.¢) Bz.¢) Clzg)  fonksionlan 2. gegickenlerinin (@) silindirik
bolgesinde analitik fonksiyonlaridir. Boyle bir bolgeyi (E) denkleminin temel bolgesi
olarak adlandiracagiz. Asikar olarak (E) i¢in temel olan bolge (E*) adjoint denklemi i¢in

de temel bolge olacaktir ve terside dogrudur.

Temel bolgenin her zaman mevcut oldugu kolayca goriilebilir. Bir drnek olarak T
bolgesinin herhangi bir noktasinda herhangi bir yeterince kiigiik £ -komsulugu
almabilir. Eger, bilhassa (E) nin a, b, ¢ katsayilar1 X ve y nin tam fonksiyonlar1 ise

A, B, C fonksiyonlar1 z, { degiskenlerinin bir tam fonksiyonu olacaktir ve bu

durumda z-diizleminin tamami da bir temel © bolgesi olarak alinabilir.
Dikkat edilirse eger ®, (E) denkleminin bir temel bolgesi ise © nin herhangi bir basit

baglantili alt bolgesi de bir temel bolge olacaktir.
Simdi

F(U) o%u

ou ou
_628§’+A(Z’§)E+ B(z,;)&+C(z,§)U—O (F)

homojen denklemini géz 6niine alalim ve bu denklemde u yu
u=Au’ (2.8)
Fonksiyonu ile yer degistirelim. Burada A; (@5) silindirik bolgesinde z, £

degiskenlerinin bir analitik fonksiyonu ve ©, (Eo) denkleminin bir temel bolgesidir.

Bunlara ilave olarak ® de | A [>0 varsayacagiz. Simdi U’ i¢in

o%u’ ou’ ou’
F'(u’)= +A'(z,{)—+B'(z,)— +C'(z, =0 F,
W)= gaz T A @45 +B )5+ Cla ) (F)
denklemi elde edilir. Burada
A’:A+alogA, B':B+alogA
0z
ologA _ologA 1 &2A (2.9)
c'=Cc+aZ00A, gClOA, 2
oz o¢ A 020¢
dir.



Bu (2.8) degisken degistirmesi (Fp) denkleminin formunu yeni formdaki katsayilar A ye
bagli olmasina ragmen etkilemez. Simdi A nin keyfiligi kullanilabilir ve yeni denklemin
katsayilar1 baz1 uygun kosullar saglayacak sekilde secilebilir. Ihtiyaca gore drnegin
AB'-C'=0 . : (2.10)

Bunun i¢in gerekli ve yeterli sart A nin

2
0° log A ~ A

—ye 2,{)B(2,¢)-C(z,¢)

denkleminin bir ¢6ziimii olmasidir. Bu ilk basta
z <

log A = ®(2)+ W(¢)- [dt[[C(t,7)- Alt,)B(t, 7)ld= (2.12)
3, %o

yi saglamay1 verir, burada z,, ¢, sirasiyla ® ve © bolgelerinde sabit noktalar ve
CD(Z), ¥(¢) ise sirastyla ® ve © de holomorf fonksiyonlardir. Eger bu fonksiyonlar

©'(2)=-B(z.¢,). ¥(¢)=-Az¢) (2.12)
seklinde secilirse (2.11) yardimiyla (2.9) dan

z

A(2.0)= [ht O, B(z,0)= [z e)de (2.13)

elde edilir. ;urada |
n(2.6)= L) a B2, 6)-cl2.0)
(2. 0)= P28 p 0)8(e.0)-Ca.)

dir. h, k fonksiyonlarina (F) nin degismezleri (invaryantlari) denir ve asikar olarak

(@,5) silindirik bolgesinde z, £ degiskenlerinin analitik fonksiyonlardir.

A fonksiyonu (2.11) den (2.12) ile birlikte sifirdan farkli bir sabit farkiyla belirlenebilir.

Bu yiizden A
z ¢
A=A2,¢,24,8,)= exp{—J‘B(t,g“o)dt— jA(zO,r)dr
% o

(2.15)

* I dt? [At,7)B(t. 7)- C(t,r)]dr},

3, &
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olarak alinabilir. Asikar olarak A(Z,é’,zo,éo), 2,2,€®, ¢, {0658i|indirik

bolgesinde z,d,z,,¢, degiskenlerinin bir analitik bir fonksiyondur.

Yukarida verilenlerden asagidaki sonuglara ulasilabilir:
Eger A ile (2.15) verilmisse (Fo) denklemi (2.8) degisken degisimi ile

o%u’ 0 ou’
F)= 2o A S +B T

(2,6)B' (2, ' =

formuna indirgenir ve
A(z,,¢)=0, B(z,£,)=0, (2.16)

sartlarin1 saglar. Burada A’, B’ (2.13) ile verilmistir.

(Fo) seklindeki bir denklem incelendiginde katsayilarin her zaman (2.10) ve (2.16)
kosullarini saglamasi gereklidir durumuna kendimizi ne zaman sinirlamamiz gerekir?
flerde (Fo) nin (Zo,é’ 0) noktasinda, (2.10) ve (2.16) kosullarin1 sagladigi takdirde
birinci normal forma indirgenebilecegi sdylenecektir.

Kolayca

AN =NA\z,,¢,,2,8)
nin (Fo ) adjoint denkleminin birinci normal formu oldugu gosterilebilir.
Son olarak (F,) A fonksiyonunun uygun bir se¢imi ile ve (2.8) formiiliiniin kullanarak

asagidaki formlardan herhangi birine indirgenebilir

ol | au’
+ { [[k(z.7)- h(Z,r)]dr} o

(z,¢ ' =0 (2.17)

oo |}

ou +{f[h(t,4) K, 4)]dr}——k( 2,0 = (2.18)

oo |3

(Darboux , 1915 sayfa 23-27). Bilhassa h =k oldugunda

o’ ,
v h(z,& ' =0 (2.19)

dir. (2.17) ve (2.18) ifadeleri sirasiyla (F,) denkleminin ikinci ve ti¢iincii normal formu

ve (2.19) ye esit invaryantlara sahip olmasi halinde (F,) denklemi i¢in basit normal

formudur denir.
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3. KOMPLEKS BOLGEDE VOLTERRA TiPINDEKi INTEGRAL
DENKLEMLER

Bu béliimde, birinci kisminda Volterra tipindeki integral denklemlerin ¢6ziimleri igin
ardisik yaklasmalar metodu verilecektir. Ikinci kisimda (Eg) denkleminin Riemann
fonksiyonu Volterra tipi bir integral denklem ¢oziilerek bulunacaktir. Ugiincii kisimda

ozel rneklere yer verildikten sonra (E,) denkleminin Analitik Céziimlerine, Goursat

Probleminin ¢dziimiine deginilecektir.
3.1 Ardisik Yaklasmalar Metodu

(E) denkleminin ¢dziimlerinin yapisal 6zellikleri arastirildiginda

W(z,¢)- [K,(2.¢.EME O~ [K,(C.2m Mz n)

z ¢ (31)
- [dé[K(z. ¢ em)dn=F(z.¢)

) ¢o

integral denklemi ¢ok oOnemli bir rol oynayacaktir, burada K, K,, K, F

7,6eT,,neT’ bolgesinde argiimanlar verilmis analitik fonksiyonlaridir ve T, T*

kompleks diizlemde basit baglantili bolgedir, zo, {p sirasiyla T ve T" de sabit noktalardur.
Her zaman igin (T,T°) silindirik bolgesinde analitik olan, z ve ¢ kompleks
degiskenlerinin bir tek analitik w(z, {) fonksiyonu (3.1) in ¢6ziimi olacak sekilde
mevcut olacag gosterilecektir. Bu durum ardisik yaklagmalar metodu ile ispatlanabilir.
Fakat bu metod (Myunts, 1934 ,§28) 6rneginde goriildiigii gibi ¢ok uzundur. Bu yiizden
(3.1) in ¢oziimii igin amaca uygun basit, farkli bir metod verilecektir.

[k basta denklem

w(2,0)- [Ky(2.¢. O (£.0)E = F(2.0),

ozel sekliyle diisiiniilsiin. Burada ¢ parametre roliinii oynar, ¢ eT . Ardisik

yaklagmalar metodu ile kolayca bu denklemin

12



wy(z,¢)=F(z,0)+ frl(z,g,é)F(cf,c)dé (3.2)

ile verilen bir ¢ozlime sahip oldugu kolayca gdsterilebilir. Burada

N(z¢8)=K"2¢ )+ K2 (z,¢ )+ (3.3)

ve Kl(l), Kl(z),. ..strastyla
K =K, Kl(”)(z,g,é) ZIKl(Z,é’,t)Kl(”_l) (t.¢,g)dt, n=2,3---
$

ardisik cekirdekleridir. (3.3) serisininz, £ T vel €T silindirik bolgesinde mutlak ve
diizgiin yakinsak oldugu kolayca gosterilebilir. Buradan I'y(z, ¢, &) toplam1 bu bolgede
z, £, £nin bir analitik fonksiyonudur. (3.2) ile verilen wy(z, {) fonksiyonu asikar olarak
(T,T") bdlgesinde analitiktir.

Benzer sekilde

w,(2,¢)- TKZ(Z,;,s)wz (&,¢)e=F(z,¢)

<o

denkleminin de
¢

W, (2,¢)=F(2,¢)+ [T,(2.¢,EF (5. ¢ )dg
%

ile verilmis bir ¢dziime sahip oldugu kolayca gosterilebilir. Burada

L& 2.n) =K< 2,7)+ K2 (& 2,m) 4+ (3.4)

ve Kz(l), Kz(z),. ..sirastyla

I
Kz(l) =K, Kz(n) (Szm)= .[ K, (¢, 2,7) Kz(nil) (z.zm)dz, (N=2,3--)

n
dir.

(3.4) serisi zeT ve Gne T silindirik bolgesinde mutlak ve diizgiin yakinsaktir,
dolayisiyla I'2({,z, ) toplam1 bu bélgede arglimanlarinin analitik fonksiyonudur. wy(z {)
fonksiyonu da asikar olarak (T,T")de analitiktir.

Kolayca I'1, I'; nin asagidaki bagintilar1 sagladigi gosterilebilir:
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[(2.4,8)=Ky(2.£,8)+ [Ky(z, ¢ 0t ¢, €t
s

(3.5)
Z§§+IK12§I)K (t.¢ &)t
I3
Fl(g,z,n)= Kz(g,z,n)+IKl(§,z,r)F2(r,Z,n)dt
. i (3.6)
=K (2.£.8)+[K(¢, 20K (7, 2,7)clt.
Simdi (3.1) in ¢oziimiini
z ¢
W(Z1§): Wo(z’§)+ IE(Z!QSZ)No(éé,)dé"‘ Irz(gv Z'n)‘No(Z’ﬂ)dﬂ (3.7)
2y ¢o

seklinde arayalim. Burada wo(z,(), (T,T) de yeni bilinmeyen analitik fonksiyondur.
(3.7) yi (3.1) de yerine yazip (3.5) ve (3.6) y1 kullanirsak

W, (2,£)- IdeK (z.¢. &y (En)dn = F(z,£) (3.8)

% ¢o

elde edilir. Burada

Ko(2.£,6m) =K (2,£,E)0,(C.E,m)+ Ko (&, 2.n)T (2,7, €)+ K (2,4, £,m)
+jK(Z’§a§11UT1(§1:U'§)d§1+_[K(Z1§a§1771)rz(771’§a77)d771

dir. Asikar olarak Koz, & £n) , €T ve & i €T bolgesinde bir analitik fonksiyondur.
(3.8) e ardisik yaklasim metodu uygulanirsa

z ¢
W, (2,¢)=F(z,¢)+ [dé [Ko(z.¢.&.m)F(&n)dn (3.9)
%o
ile verilmis bir ¢éziime sahip oldugu gériiliir. Burada
(2.6, &m)= K (2.8.&m)+ KD (2.6 &m)+ (3.10)
ve
2 <

Ko(l) =Ko, Ko(n) - Idtj. KO(Z’g’t’f)Ko(n_l)(t’T’QZ’n)dr’ n=23
3

n
dir.

(3.10) serisinin z, £€T ve ¢ n €T bolgesinde mutlak ve diizgiin yakinsak oldugu
kolaylikla gosterilebilir; buradan T'o(z, , & m) toplami bu bolgede bir analitik
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fonksiyondur. (3.9) ile verilen wo(z,() fonksiyonu acik olarak (T,T") bolgesinde
analitiktir.
Simdi (3.9) u (3.7) de yerine yazarsak

z

w(z,¢)=F(z.¢)+ [T,(z.¢. &F(£.¢)+ sz(é, z,n)F(z,7)dn
° o (3.12)

+jd§jr(z,§,§ﬂ7)':((§”7)

2 ¢o

elde ederiz. Burada

z

N(z.¢.&n) =Tz ¢ &+ [Tz, &) (6.¢.6m)
] : (3.12)

+ [1,(¢ .m0 (2.0, £ ),

n

dir.
Asikar olarak w(z,¢) fonksiyonu (T,T) bolgesinde z ¢ degiskenlerinin analitik
fonksiyonudur ve (3.1) denklemini saglar. Geriye elde edilen ¢6ziimiin tek oldugunu
gosterebilmek kaldi. Bunun i¢in

(2.6~ [Kula. . Wi, - [K,(C 2z nlon

" . o (3.13)

— [d&[K(z,¢,&mm(& n)dn =0

3, o
homojen denkleminin asikar ¢oziime sahip oldugunu gostermeliyiz. Fakat bu, (3.13)
¢Oziimiiniin tim mertebeden tiirevlerinin (zo,{p) noktasinda sifir oldugu gerceginden
gortliir. Bu, kisim basinda belirtilen durumun ispatini tamamlar.

Yukarida tanimlanan teori

k=1

Wi(Z,é”)—Zn:{j Kikl(z,é,é)wk(é,é”)df—jKikz(é”,z,n)wk(z,n)dn

¢ (3.14)
_qu Kik(z,g,é,n)wk(f,n)dn}: F(z¢), i=12,,n
¢o

Seklindeki integral denklem sistemlerine de genisletilebilir. Burada Ki* Kj* K*F;

fonksiyonlar1 z¢ €T ve (neT  bolgesinde argiimanlarma gore verilmis analitik
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fonksiyonlar,  wi(z,0),...wn(z,0) ise (T,T) bolgesinde bilinmeyen analitik

fonksiyonlardir.

Matris gosterimi Kullanarak (3.14) sistemi

W(z,0)- [ (2.0, EW(E0NE - [K,(C 2 (zm)y

o (3.15)
- [de[K(z.¢.&nW(En)dn =F(z.$)

2 So
bigiminde yazilabilir. (Bkz. Muskhelishvili 1946, VI. Bo6lim). Burada Kj, Kj; K
bilesenleri Klik, Kzik, K (i,k=1,2,...,n) olan matrisler ve W ve F bilesenleri sirasiyla w;,

Fi(i=1,...,n) olan vektorlerdir.

(3.1) ve (3.15) denklemleri ayn1 sekle sahip oldugundan (3.1) i¢in gelistirdigimiz son
metodu kullanmamiza imkan saglar. Bu sekilde, kolay bir sekilde (3.15) nin ya da

(3.14) sisteminin
z ¢
W(z.¢)=F )+ [Nz ¢ SF (6.0 - [T, (¢ zn)F (2
2 o
(3.16)

+jd§jr(z,§,§,f7)F(§,n)d77

2 ¢o

ile verilmis bir ¢dziimiiniin oldugu gosterilebilir. Burada 7™, I, ' matrislerdir ve onlarin
bilesenleri sirasiyla [~ 1"‘(2,(,5), I zik(z,C,f), r k(z,(,f) z,EeT ve (n eT bolgesinde
argiimanlarinin analitik fonksiyonlaridir. Eger (3.16) vektor denkleminin yerine gelen
skaler denklemi yazarsak
n |z . ¢
w,(z.¢)=F, (z,é)+2{ [T (@.¢.8R (& <) - [, (¢ z.n)R(z.n)dn
So

k=L |7,

. (3.17)
+[dg| rik(z,é,f,n)ﬁ(é,n)dn}, i=12,-n

2 ¢o

elde edilir.
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Not: (3.16) de F yi elemanlar1 (T,T') da z, ¢ min analitik fonksiyonu olan herhangi bir
matrisle yer degistirilebilir. Asikar olarak W ~(3.15) matris denklemini saglayan bir

matris olacaktir.

3.2 (Eo) denkleminin Riemann fonksiyonu

Bu kisimda,

E(u)=Au+a(x, y)%u +b(x, y)%u +c(x,yu=0 (Eo)
homojen denklemi ele alinacaktir- ki bu denklem

o%u ou ou
Flu)= Alz,{)—+Blz,{)—+Clz, =0 F,
W)= + A2 )5, + B2 )7+ Clz (Fo)

olarakta yazilabilir. Burada z=x+iy, {=x — iy ve A,B,C (2.7) ile verilmislerdir.
D, (Fo) denkleminin bir temel bolgesi olsun. Simdi V(z,¢) fonksiyonunun, (D,D)

bolgesinde analitik,

2
Fry)= OV oAV BV

= — +CV =0 (F,)
0z0f oz o¢

denkleminin ve
4 z

VI =exp[A(t)dn, V|_ =exp[B(&)ds (3.18)
T t

kosullarmin saglandigmi diisiinelim, burada t ve 7 sirastyla ©® ve © de sabit

noktalardir. Asagida varligi ispatlanacak olan V fonksiyonuna (Eg) denkleminin
Riemann fonksiyonu denir.
(Fy)

af;g ves )‘j Az (e - [B(&. OV (6.0

+jd§jC(§,n)\/(§,f7)df7 =0

seklinde yazilabilir. Koseli parantez igindeki ifade (@,5) de z ( degiskenlerinin

analitik fonksiyonu oldugundan,
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¢

V(2)-[ AV ek B cV (e i

* j dé[ C&nN (& n)dn = o(2)+W(¢)

dir. Burada ®(z), ¥({) fonksiyonlari sirasiyla ®, ® de holomorftur. Eger (3.18)

sartlarint g6z oniine alirsak ®(z)+ ¥ ({)=1 oldugu sonucuna varilir. Buradan V asagidaki

integral denklemini

V(z,¢)- I Az (2 ) - [BE N (6,6)de

T

. (3.19)
[defcénh(gn)dn =1

saglar.

Bu, bir 6nceki kisimda tartisilmig (3.1) integral denkleminin 6zel bir formudur. Boylece

(3.19) tek bir ¢oziime sahiptir ki, (@5) de z, ¢ nin analitik fonksiyonudur. Bu

fonksiyonun (FO*) denklemini ve (3.18) sartlarin1 sagladigi kolaylikla gosterilebilir.
Boylece Riemann fonksiyonunun varligi ve tekligi ispatlanmigtir

Riemann fonksiyonu V(z,{) asikar olarak t ve 7 ya da baghdir. ik basta (3.19) integral
denkleminden V nin z, te®, {, 1e ® silindirik bolgesinde z, { ¢, 7 degiskenlerinin
analitik bir fonksiyonudur. Bundan sonra V fonksiyonu G(z,{ ¢,7) ile gosterilecektir.

Riemann fonksiyonu G(z,{¢,7) nin bazi temel 6zellikleri asagidaki gibidir:

Her seyden once, (3.18) sartlarindan,

¢ _
G(t,é’,t,r):exp'[A(t,n)dn, te®,l,7€®

2 (3.20)
G(z,7,t,7)= eXpI B(&,7)dé, 2,te®D,re®
t
dir. Bu sartlar
1=te®,{, €D igin %—A(t,;)e =0,
— .. 0G
C=71€D,2,teDicin E—B(Z,T)GZO, (3.21)

te®, 7e® icin G(t,r,t,r)zl,
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sartlarina esdegerdir. Ayrica (3.20) den

7=te®,{, €D igin Z—G—A(Z,T)G=O,
T

C=71e®, z,teDicin %—B(t,J)GzO, (3.22)

ze®, £ e® igin G(z,¢,2,¢)=1
elde edilir. Asikar olarak (3.22) sartlar1 (3.20) ile esdegerdir.

U (Z, - ), (’D, 5) de z,{ nin bir analitik fonksiyonu olsun.

UG ) Q[U(ﬁ_ AG)}FE{U(@_ BGH (3.23)

208 Tzl \a¢ oc| \az

ozdesligi eldedir, burada G =G(z,44,7), U=U(z,¢ ) dir. Bunu ispatlanmast igin G(z,¢,7)

mn z,¢ arglimanlarina gore ( FO*) denkleminin saglandig akilda tutulmalidir.

(3.23) de sirasiyla z, t yi £,z ile degistirilsin ve t,z ya gore swrasiyla z,, z ve &, &

sinirlart ile integrali alindiginda, (3.21) sartinin kullanilmast ile

U(Z,§)=U(ZO,§O)G(ZO,§O,Z,é’)
+joe<t,4o,z,4{—5“gf°)+B<t,:o)u<t,:o>}dt

otz 2 a0, o (3.24)

%o oz

+ jdtje(t,r, 2, FU(t,z)ldr

elde edilir. Burada z, € ®, £, € © sabit noktalardir. Bu 6zdeslik herhangi bir U (Z, ()
fonksiyonu i¢in gecerlidir ve (@,5) de analitiktir. Burada ©, (E,) denkleminin bir

temel bolgesidir.

Varsayalim ki, 6zellikle U(z,¢)=G(zy,£,,2,£) olsun. (3.22) sartin1 kullanarak (3.24)

den

fat[G(t 7,2, IF[G(zs, ot o )fde =0
5 &
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elde edilir. Bu F[G(Zo,é’o,t, z-)] = 0 olmasindan yani, G(Zo,go, Z, 4’) nin son iki argiiman
z,4 ya gore (@,5) bolgesinde (FO) denkleminin bir ¢6ziimii olmasindandir. (3.22)

sartlarin1 goz Oniine alirsak, G(Z, ¢t r) nin son iki arglimani t,z ya gore ( FO*) adjoint
denkleminin Riemann fonksiyonu oldugu sonucuna kolay bir sekilde varilir.
G(t,7,2,¢) fonksiyonunun belirtilen 6zelliklerini kullanarak
z ¢
Uy(2.¢)=[dtGl(t,7,2,¢)F(t,7)dz (3.25)
o
ifadesi kolayca gosterilebilir. Burada F, (@,5) de argiimanlarinin

62U
FU)= o208

A28 B )G O = Flad) (F)

denklemini saglayan herhangi bir analitik fonksiyonudur, yani (3.25) bu denklemin &zel

bir ¢0ziimiinii verir.
3.3 Baz1 Ozel Ornekler

(EO) denkleminin baz1 6zel halleri ele alinacaktir bu 6zel hallerde Riemann fonksiyonu

G, basit olarak bazi 6zel fonksiyonlar cinsinden ifade edilebilir.

Asikar bir 6rnek
Au = 8_uz + a_l12 =0
ox° oy

Laplace denklemidir ki Riemann fonksiyonu G = 1 dir, bu durumda A=B=C =0 ve

(3.19) integral denklemi V =G =1 e yol agar.

Simdi de

Au+2Pu=0 (3.26)
denklemi ele alinsin. Burada A genelde bir kompleks sabittir. Bu denkleme matematik
fizigin birgok dalinda (elastik teori, elektromanyetik teori vs.) karsilasilir. Bazen
metaharmonik denklem ya da Kirchoff denklemi olarak adlandirilir. A ya metaharmonik
fonksiyonun parametresi denir (Bkz. I.N.Vekua 1937, 1942, 1943, 1945a, 1945b,
1946b).
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(3.26) denklemi

2
I L
00 4

olarak da yazilabilir. Burada z =x+1y, { =x—lydir. A=B=0,C = %ﬂz oldugundan

burada Riemann fonksiyonu i¢in (3.19) integral denklemi
/12 z ¢
V(z.¢)+ - [ds[V(§mdn =1
t T

dir. Bu denklem ardisik yaklasmalar metodu ile ¢oziiliirse
V=6(z,¢t7)= 3,1t = 7)]
elde edilir. Burada J, sifirinct mertebeden birinci ¢esit Bessel fonksiyonudur. G asikar

olarak z,¢, t, r degiskenlerinin bir tam fonksiyonudur.

Simdi,

o°u  a, ou b, au
2= 0"
00 'y ox 'y oy

denklemi ele ahnsin burada a,, b, sabitlerdir. z=x-+1iy, {=x—iykompleks

0

degiskenleri ile denklem
N p o, p
020 1-¢{ 01 1-¢0¢

olarak yazilabilir, burada

(3.27)

_b0+ia0 ,_bo—iao
2 F= 2

dir. (3.27), Euler denklemi olarak bilinir ve temel © bolgesi iist yar1 diizlem (Imz >0)

B

ya da alt yar1 diizlem (Imz < 0) alinabilir. (3.27) denklemi i¢in Riemann fonksiyonu

z )=(-2)7(¢c-t)"(¢c-2)"*" » pq 2=t —7)
6.6 0e)= (- (-0 (- R g )

dir. Burada F(a,ﬂ,y,z) hipergeometrik fonksiyondur. Bu formiiliin (3.19) integral

denklemi yardimiyla tiirevi beklenmedik sonuglara yol actifindan ¢ok uygun degildir.

Daha uygun bir yaklasim i¢in Gorn1936 kitabinin sayfa 138 e bakilabilir.

21



2
,Li(sinea—uj+ _12 auz+n(n+1)u:0
siné@ 06 060 ) sin“6 op

denklemini ele alalim. Burada n, sabit; 0<8< 7 0< @< 2r olacak sekilde o, 0 bir
noktanin kiiresel polar koordinatlaridir. Bu denklem matematiksel fizikte sik sik

kullanilir, birinci ve ikinci tiir Legendre fonksiyonlar1 bununla yakindan ilgilidir. (Bkz.

I.N. Vekua [1945D], [1946a]). Bu denklemde
1 1 .
X=tan§6’COS(p y:tanaesmgo

degisken degistirmesi yapilacak olursa

4n(n+1)

— 2 u=0
(L+x* +y?)?

ifadesi elde edilir. Bu denklem kompleks formda yazilacak olursa
2
ou N n(n+1) U

620¢  (L+12¢8)

elde edilir, burada z=x+iy, {=x-iy dir.
Bu denklemin Riemann fonksiyonu (3.19) integral denklemi kullanilarak elde edilebilir

fakat cok islem gerektirdiginden sadece Riemann fonksiyonu

1-z4)@A-tr)+2zT1+ 24t
(1+z<)(@+tr)

G(t, T, Z,é’):Pn(

ile yetinilecektir.

3.4 (E,)Denkleminin Analitik Coziimleri. Goursat Probleminin Coziimii

U(z,¢). (D) da

FU)- o°U

- ozo¢ +Az.9)

oU oU
EJFB(Z,C)%JFC(Z,?)J—O (F)

denklemini saglayan z,¢ nin bir analitik fonksiyonu olsun. (3.24) 6zdesliginden

z

U(2.6)= a8(z0. £ 2, )+ [ OB L0 2. [0° 06z 720 (328)
$o

Zg

elde edilir. Burada
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@ =U(ZO’§O)'

0(2)= %) ga g e c,) 029
®*<z>=%ﬁ+s<zo,w(zo,;>

dir. Asikar olarak ®(z), ®"(z) fonksiyonlari sirasiyla ®, © de holomorfturlar.
(3.28) formiilinden ®(z), ®"(z) fonksiyonlar1 sirasiyla ©, D de keyfi holomorf

fonksiyonlardir ve (@,5) de (F,)’mn tim analitik ¢oziimlerini verir. Burada a, keyfi

bir sabittir.
Eger (3.28) de z = x+1iy, { =x—ly yazilirsa ® de

E(u)=Au+a(x, y)%u +b(x, y)%u +c(x,yu=0 (Ey)

denklemini saglayan bir analitik u(x,y) fonksiyonu elde edilir. Burada (x,y) ©

bolgesinin bir noktasidir.

Boylece asagidaki teorem elde edilir:

Teorem 3.4.1.9, (E,) denkleminin bir temel bolgesi olsun. Bu takdirde

U(2,¢)= a,G(25,£5,2.¢)+ [O(U)G(t, &5, 2, )t
“ (3.30)

+ .TCD*(t)G(zO,r, 2,¢ )z,  (z=x+iy, £ =x~ly, (x,y)e D)
o

formili ©® de (E,)'in analitik ¢oziimlerini verir. Burada «, keyfi bir sabit ve
CD(Z), O} (Z) fonksiyonlari sirastyla®, ® de keyfi holomorf fonksiyonlardir.
Dikkat edilirse z,,£, sirastyla ®, © de keyfi sabit noktalar oldugunda asikar olarak
¢y =Z,dir.
(3.30) formiilii o halde ¥ de ( E, )’in sonsuz sayida analitik ¢6ziimiinii verir. Asagida bu
formiiliin © de regiiler, denklemin tam siniftan ¢oziimleri tiikettigi gosterilecektir.

Asagidaki gosterimleri tanimlayalim

M, =p(ze®,¢=¢,), My, =plz=2, D).
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Burada ¢ sembolii kiime kelimesi ile yer degisecektir. Asikar olarak IT, , I, iki
boyutlu bolgelerdir ki (F, ) denkleminin karakteristikleri olarak adlandrilacaklardir.

(329) ve (3.28) formiilleri (F,) denkleminin (D,D) de analitik tim U(z,¢)
¢oziimlerini gosterir ki IT, , [T, karakteristikleri iizerinde U(Z,{ ) degerinin
terimlerinde tek olarak ifade edilebilir. Bilhassa eger U, 1, ve IT°,, iizerinde sifir ise

(@, 5) de her yerde sifirdir.

Simdi asagidaki (Goursat) problemini ¢6zebiliriz:

(F,) denkleminin U(z,¢) ¢oziimiinii (D,D) de analitik, IT, ve IT";, karakteristikleri
iizerinde nceden verilen

U(z.4)=0lz) U(z,.£)=¢"(£)

degerlerini alacak sekilde bulunmalidir. Burada ¢(z), ¢"(¢) fonksiyonlart sirastyla @,

D de
o(20)=9"($5)

sartin1 saglayan holomorf fonksiyonlardir.

Bu problemin ¢éziimiiniin

U(z,¢)=(2)6(20, 46, 2.)+ fG(t,co, 2,¢ o' (t)+ Bt & Jolt) ot
Jolzs.r.2.¢ o () Azl (e) oo

ile verilebilecegi kolayca gortilebilir. Coziimiin tekligi daha 6nceden zaten ispatlanmisti.

(3.28) den (FO) denkleminin ¢6ziimlerini veren yeni bir formiil tiiretilebilir.

Asagidaki fonksiyonlar

z

@,(2)= %+ [oltt, @, j (3:31)
) @

Zg

g0z Oniine alinsin. Asikar olarak, ® ( ( ) sirasiyla ®, © de

CDo(zo)zq)o*(é/o) (3.32)
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sartin1 saglayan holomorf fonksiyonlardir.

(3.31) kullanilarak ve kismi integrasyon ile (3.28)

U(2.¢)= 6260 2.0)0(2) jcb lcot Ly
(3.33)
+6(2,¢,2.)0,' (¢ ch 2otz

olarak yazilabiliri. @,(z), ®"s(¢) burada (D, D) da herhangi bir holomorf fonksiyonla
yer degistirirse (@,5) da (FO)’m analitik ¢Oziimleri elde edilir. Dikkat edilirse
@, (z), Do(¢) eger (3.32) gegerli ise U(z,¢) ile tek olarak belirlenebilirler. Eger bu
sartlar @ (z), ®"o(¢) fonksiyonlar igin gegerli degilse, C, ve —C, ilave sabitlerine
kadar belirlenebilir.

Simdi ,

o(2)= I(zn—_tl)l (), o' ( 5[ _1)

Fonksiyonlar1 ele alinsin; burada n ve m keyfi pozitif tamsayilardir. Asikar olarak

o(z2), ¢ (&) srasiyla®, © de

(D(Zo): (/)’(Zo): = (D(H_l)(zo): 0,
)=0, (3.34)

sartin1 saglayan holomorf fonksiyonlardir.
Dikkat edilirse,

0,(2)=9"(2). @5’ (§)=¢"()

ve (3.34) goz oniine alinirsa, (3.33)’den belirli bir sayida kismi integralden sonra
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V@)= 3 [ake“ £u2d) ey

- ot
j a”ﬂe(&tn{f,z ;)
m 0*G(z,,7,2,¢) (k) (3:35)
+kZ { = l{co )

_(_1)mj‘(p (T)am+lG(Zo'T Z, C)

m+1
%o or

elde edilir. Burada m ve n negatif olmayan herhangi bir integral degeri alinabilir. Bu

formiil sirastyla ®, © de holomorfik herhangi bir ¢(z), ¢"(¢) fonksiyonlari igin

(@, 5) de (FO )1n bir analitik ¢dziimiine yol agar. Eger (3.34) sartlar1 g6z oniine alinirsa,

@, ¢ fonksiyonlar U(Z,g" ) ile tek olarak belirlenebilecegi hatirlanmalidir.
(3.33) formiilii, verilmis herhangi bir noktada istenildigi kadar yiliksek mertebede

singliler kuvvetin tersine sahip, (EO) denkleminin ¢dziimlerini elde etmeye imkan

saglar.

Simdi (3.28), (3.33) ve (3.35) formiillerini genellestirmek i¢in daha iyi bir konumdayiz.
2,&, (2,€®, £, €®) sabit noktalarma ilave olarak z,,¢, (2, €D, £, €D)

noktalarini da diisiinelim.

U(2.¢) = 20G(25,¢5,2,¢)+ [@(G(, &1, 2, it
“ (3.36)

L [0 (6l 7 2.0 )r

formiiliinii gostermek kolaydir. Burada a, keyfi bir sabit,® ve ®" sirasiyla ®, D de

keyfi holomorf fonksiyonlardir ki (@,5) de (FO) denkleminin analitik ¢ozlimlerini

verir. «, sabiti ve @, @ fonksiyonlarmin U(Z,c; ) ile tek olarak belirlenebilecegi

gosterilecektir.
Gergekten, (3.36) den

=U(z5,¢,)
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j@(t)e(t,:l.z,g)dt =U(2,4,)-U(20,¢,)6(20,£0,2,$0) (3.37)

[ t)6(2,71. 20, O 7 =U(20,£)-U(25,£,)6(20.£5:20.€) (3.38)

dir. (3.37) ve (3.38) nin her iki tarafinin sirasiyla z ve £ ya gore tiirevinin alinmast ile

62,60 2.,J0(2) + () Bl €2 boly
2 o (3.39)

:%[u(z,go)—u(zo,z:o)G(zo,g“o,z,éo)]

G(2,,¢.2,,0 )0 (2 I‘D aG 21,2' zO,C)dT

(3.40)
=—U(zo,a)—U(zo,éo)G(zo,e”o,zo,é)]

elde edilir. Fakat (3.20) e bakildiginda

¢
G(2.¢1.2.¢,) =9 [ Alz.n)dn =0,
$o

6(2,,£.20,¢) = 00 [ B£,C)E # 0

dir. Boylece (3.39), (3.40) Volterra integral denklemidirler ki ¢6ziimleri Kisim (3.1) in

sonuglarina goz atildiginda tek olarak tanimli ve sirasiyla ©, © de analitiktirler,
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4. TEMEL COZUMLER VE (E,) DENKLEMIiNiN COZUMLERI iCiN TEMEL
TEMSILLER

Bu boliimde (E,) denkleminin temel ¢oziimleri ve ¢oziimlerinin argiimanlar1 kompleks

degerli bir bolge icine analitik devami incelenecektir. Basit ve ¢ok baglantili bolgelerde

temel temsilleri elde edilecektir.
4.1 Temel Coziimler

Bir 6nceki kisimda tiiretilen formiiller bilhassa (E,) denkleminin ¢oziimlerini elde

etmek ic¢in bir ¢ok imkan saglar. Bilhassa, bu formiillerden temel ¢6ziimler elde

edilebilir. Bunlar keyfi olarak segilmis bir (X,, y, ) noktasi komsulugunda
9(x y)=log|(x=x; F +(y =y, |+ 9o (x.¥) (4.1)
sekline sahip ¢oziimlerdir. Burada @, g, siirekli, birinci ve ikinci mertebeden siirekli

kismi tiirevlere sahip fonksiyonlardir ve g(xo,yo);tO dir. (meO) noktasinda (4.1)

tanimsiz oldugundan bu noktaya temel ¢6ziimiin kutbu denir.

Eger (4.1) sifirdan farkli bir sabit ile carpilir ve (EO) denkleminin (Xo,yo) noktasi
komsulugundaki bir regiiler ¢6zlimii ona eklenirse yeniden (EO) denkleminin bir temel

¢oziimii elde edilir. O halde temel ¢oziimlerin belirli sartlar1 saglamasi gerektigi

konusunda 1srar edilmelidir. Asagida ¢ikarilan gergek ileride kullanilacaktir.

Simdi (Eo) denkleminin temel ¢6ziimleri elde edilebilir. (3.33) formiilii bu maksat i¢in
kullanilabilir. Asagidaki fonksiyonlar

D4 (2) = Ko log(z - 25), @7(¢)= Ky log(¢ - o) (42)
Bu formiilde yerine yazilirsa; burada K, sifirdan farkli bir sabittir, sonra basit ve kolay
islemler ile (FO) denkleminin asagida belirtilen belirli ¢6ziimii elde edilir:

Q,(2,£,26,$5) = Ko1G(20, &5, 2.$)0g[(z - 2, ¢ = 6o -Q0(2.7 20,45 ), (43)

burada
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1
0
Q(2.4.20.40)=[log o - [6(z + (2~ 2)0.¢5.2.¢)
0
+6(20.¢o +(¢ = &o)o2.¢ o
dir. Asikar olarak Q, ¢ok degerli bir fonksiyondur. Buna ragmen eger (4.3) de z,¢,
2,4, degerleri swrastyla z=x+1iy, {=X-ly, z,=X,+1Y,, §, =X, —1y,, burada

(X, y), (Xo, yo) ® bolgesinin noktalaridir, ifadeleri ile yer degistirilmesi ile tek degerli

(% Y1 %a1 Yo) = Ko {06, ¥, %, Yo 10|k =%, (v = ¥o |- 006, v x0,vo)js (4
fonksiyonu elde edilir ki (E,) in bir ¢oziimiidiir, burada

9(X, Y, %o, Yo ) = G(X +iyg, Xo — iy, X +iy, X —iy), (4.5)
Uo (X, ¥, X0, Yo ) = Qo (X 1y, X =iy, X, +iy, X, —iY,)

dir. Acgik olarak g, g, bir (X,,Y,) noktasmm komsulugunda x ve y degiskenlerinin
analitik fonksiyonlar1 ve g(X,, Yo, X,, Yo )=1 dir. Sonug olarak @(X, ¥, %y, Y,), (X5, Yo)
noktasinda bir kutba sahip olan, (E,) m bir temel ¢oziimiidiir.

Simdi de (E, ) a adjoint olan denklemin yani,

dav  obv .
E() A —K—E-FCV:O (EO)

denkleminin temel ¢oziimlerini elde edelim. Bu denklem i¢in (3.33) formiilii asikar

olarak

U(2.¢)=6(z.¢,2.5,)0 ch 662“‘3’)

+6(2,£.20,5 )P, (¢)- T@’*o(r)wdr

2 or
dir. (4.2) ile tanimlanan fonksiyonlar1 burada yazilirsa
Q'4(2.4,20.60) = Ko B(2.£. 20,80 ogl(z - 2 )¢ ~ o - Q0(2.8,20.80)) (46)
elde edilir, burada
Q'0(2,£,2,$,) = ilogaa%[e(z,é, 2, +(2-2,)0,¢;)
+G(2,4,20,:¢, +(¢ ~ ¢y )o)ldo

29



dir. Eger (4.6) da z,¢, z,,¢, degerleri sirasiyla z=x+1iy, {=X—ly, Z, =X, +1y,,
&y =X, — 1y, ile yer degistirilirse

o1 (%Y %1 Y0) = Ko 1006 Yo X, Y )I0g 0=, )+ (3 = ¥o |90 (6 .5, o )

elde edilir, burada g, (4.5) ile verilmistir ve

9 0(X, ¥, Xg, Yo ) = Qo (X + iy, X —iy, X, +iy, X, — 1Y)

dir.

Simdi (4.4) de (X,,Y,) Ve (X,y) noktalarinin yer degisimi ile elde edilmis olan

@,(X,, Yo, % y) fonksiyonunu disiinelim.  @,(X,, Yo, %, Y) Ve @ (XY, X Yo)

fonksiyonlarmin temel kisimlar1 (logaritmay: bulunduran terimler) kesinlikle aynidir,

fakat regiiler kisimlar1 genelde farklidir. Genel olarak konusursak o halde
a)l(xo, Yo, X y), (EO*) denkleminin bir temel ¢6ziimii olmayacaktir. O halde asagidaki

teorem gegerlidir:

Teorem 4.1.1. (E,) denkleminin (x,,y,) noktasinda bir kutba sahip @(X, Yy, Xy, ;)

temel ¢oziimii mevcuttur ki X,, Y, degiskenlerine gore (X, y) noktasinda bir kutba

sahip (EO*) adjoint denkleminin temel ¢oziimiidiir.

Boyle temel ¢oziimler standart temel ¢6ziim olarak adlandirilacaktir.

Boyle bir ¢oziimiiniin

Zy

<o
(X ¥, %, Yo) = @, (%, ¥, %o, Yo )= [ A€ [G(2,£o, & e[ (2, £,m)ldm,
<

]

4.7)
(z=z+ly, F=x=1y, 25 =X, +1Y,, o =X, —1Y,)

olacag gosterilecektir, burada

ve z,,{, noktalan z,€®, {, €® da sabit noktalardir. flk basta tim
F'o[Q,(z,¢,6,n)] nn 2,6e®, £,ne®D bolgesinde z,¢, &7 degiskenlerinin bir

analitik fonksiyonu oldugun ispatlanacaktir.
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Fali(enz,.6)]=0 (4.8)

elimizdedir. Acgik olarak QO* (@,5,@,5) de argiimanlarinin bir analitik
fonksiyonudur. (4.6) ile (4.3) karsilastirildiginda, Ql(z,é’,é,n)—Q*l(f,n, Z,g’) farkinin
(@,5,@,5) de z,{, &,n degiskenlerinin bir analitik fonksiyonu oldugu goriiliir.
Buradan (4.8) e bakildiginda F5[Q(z,¢,&7)], (@,5,@,5) de z,¢, &7
degiskenlerinin bir analitik fonksiyonu oldugu goriilir. Bu bakigla, (4.7) in sag
tarafindaki ikinci terim (X, y), (X,, Y, ) noktalarmin bir fonksiyonudur ki ® bolgesinde
X, Y Ve X,,Y, degisken giftine gore analitiktir. (4.7), (X, y) nin bir fonksiyonu olarak
bakildiginda (x,,y,) noktasinda bir kutba sahip (E,) denkleminin bir temel ¢oziimi
oldugu ve (X,,Y,) 1n fonksiyonu olarak bakildiginda ise (X,y) noktasinda bir kutba
sahip (EO*) adjoint denkleminin bir ¢6ziimii oldugu kolayca gosterilebilir. Boylece

teorem ispatlanmus olur.

(4.7) de goriilen K, sabitinin ileride —1/4rx olarak secilecektir. K,in bu secimine

temel ¢oziimii normallestirilmesi olarak adlandirilacaktir.

4.2 (E,) Denkleminin Céziimlerinin Analitik Dogas

T, (m+1)-baglantili bir bdlge ve smir1 L ile gosterilsin, L nin smirinin sonlu sayida
pargali diizgiinL,,L,,---,L,, egrilerinden ibaret ve L, diger biitiin egrileri i¢ine aldig1
varsayilsin. Bu egrilerin tamaminda saat yoniiniin tersi dogrultusundaki yone pozitif
olarak bakilacaktir. u(x, y), V(X, y) tek degerli, T de birinci ve ikinci mertebeden siirekli

kismi tiirevlere sahip ve T + L de birinci mertebeden siirekli kismi tiirevlere sahip olsun.

Simdi kolay bir sekilde

I VE(u)—uE" (v)jdxdy = I{u — - v— —uv(acos(v, x)+bcos(v, y))}d (4.9)
&

formiiliiniin gecerli oldugu gosterilebilir, burada v dis normal,

E(u)=Au+a(x, y)%u +b(x, y)%u +c(x, y)u,
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E*(v):Av—@—a—bV+cv

194
ve a, b, ¢ katsayilar1 T+L de analitik varsayilmistir.
Asagidaki ozellikler (4.9) den hemen goriilebilirler;

i. Egeruvevsirasiyla T de (EO) ve (EO*) denklemlerinin regiiler ¢6ziimleri ise,

J{u dv_,du_ uv(acos(v, x)+bcos(v, y))}ds =0 (4.10)
'L dv dv

dir.
ii. Eger u(x,y), T (T =®) bolgesinde (E,) n regiiler bir ¢oziimii ise

u(x,y)= I{u dd—va)(x y,&n)—o(xy, &, n)Nu}ds (4.11)

L

dir. Burada (X, y) T nin herhangi bir noktasi, (§,n) integrasyon noktasi, v (5,77) de dis
normal, a)(x, y,f,n) (EO) denkleminin normallestirilmis standart temel ¢6ziimii ve son

olarak

Nu = ((jj_u + (acos(v, x)+bcos(v, y)u
Vv

dir.

lii.  Asagida belirtilen iyi bilinen teorem (Picard) teorem (4.11) in bir neticesidir:

Teorem 4.2.1. Eger a, b, ¢ katsayilar1 T bolgesinde analitik iseler (EO) denkleminin

her ¢6ziimii T de regiiler, T de X, y degiskenlerinin bir analitik fonksiyonudur.

Ayrica (4.11),
u(x, y)=ug (%, y)+uy (X, y)++--+ Uy (x,y) (4.12)
seklinde de yazilabilir, burada
u (x,y)= J‘{u dia)(x v,ém)-o(x,y, &, n)Nu}ds, k=01---,m (4.13)
v
Ly
dir. Ty, T,,---, T, swaswyla L, L, -, L, ile sinirh basit baglantili bolgeler olsun.

! !

T, € D varsayilacaktir. T, =®—7,, (k=1...,m) olsun. Asikar olarak T, ,---,T

m

(sonlu ya da sonsuz) baglantili bdlgelerdir. a)(x, y,f,n) fonksiyonunun o6zelliklerini
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kullanarak u, (x,y) lar T, ve T, (k=12,---,m) de (E,) denkleminin regiiler
¢Oztimleri iken uo(x, y), T, da bir regiiler ¢oziimdiir.

Simdi u(X, y)’nin bir D bolgesinde (Eo)ln regliler bir ¢6ziimii oldugu varsayilsin.
Burada D bolgesi timleyeni m+1 kontinum Cg,Cq,---,Cp,dan ibarettir ve burada Cy,
Tom disinda ve Cy,---,Cy, strastyla Tq,---, Ty in i¢indedirler. Dy =D+Cq +---4+Cp,
(Dg =®), Dy =D — Cy (k =1---,m) olsun. (4.10) yi kullanarak (4.12) in D de (E,)

m herhangi bir regiiler ¢6ziimii i¢in hala gegerli oldugu kolayca gosterilebilir, burada

Up(x,y), Dg da bir regiler ¢oziim ve uy lar ise Dy da regiiler ¢éziimlerdir
(k=1,---,m). Dikkat edilirse bu fonksiyonlar tamamen L, egrilerinden bagimsizdirlar;

(4.10) nin yardimuyla (4.13) da ki Ly, D de bulunan ve (X, y) noktasi ve Cj (j # k)

kontinumlarini diger Cy kontinumlarindan ayiran herhangi bir basit baglantili diizgiin

egri ile gosterilebilir.

4.3 (EO) Denkleminin Céziimlerinin Argiimanlar1 Kompleks Degerli Bolge icine

Analitik Devam

D, (EO) denkleminin bir temel bdlgesi olsun. T, © de basit kapali bir bolge ve basit
kapali parcali diizgiin bir L egrisi ile sinirlanmis olsun. Varsayalim ki, T+Lc ®©

olsun.

Simdi (E,) m © de regiiler herhangi bir ¢6ziimii T de (4.11) formiiliine benzer temsil
edilebilir. (4.11) iin sag tarafindaki x ve y yi x=(z+¢)/2 ve y=(z-¢)/2i

kompleks ifadeleri ile yer degistirilsin, burada zeT, £ eT dir.

u (z,g”)=j[udiQ(z,g,t,t_)—Q(z,g“,t,t_)Nu}ds (4.14)

L 14

fonksiyonunu elde edilir. Burada

Q(z,g“,t,f):a)(ﬂg,Z_g,Hf,t_f}

2 2i 2 2
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ve t=E+in el dir. (4.7), (4.4) ve (4.3) ile
Qz,¢,1,1)= ;—16(t,f, 2,¢)log[(t - 2)E - ¢ )]+ Qg (z.£,1,8), (4.15)
T

elde edilmistir, burada Qo’, (@,5,@,5)&3 argiimanlarinin analitik fonksiyonudur.
(4.15) den U(Z,cf ), (T,'r) de  z,{ degiskenlerinde analitik oldugu kolayca
gosterilebilir. Fakat T nin sinirmi1 ® nin sinirma istenildigi kadar yakin alinabilir. Ilave
olarak u(x, y) asikar olarak tamamen T nin se¢iminden bagimsizdir. Boylece U(Z,{ ),
(@,5) da z,{ nin bir analitik fonksiyonudur ki z =x+iy, £ =x—1iy ile u(x, y) nin
aynisidir, burada (x,y) € © dir. Boylece U(z,¢) x ve y nin kompleks degerli

bolgesine u(x, y) nin bir analitik devamini temsil eder. O halde asagidaki teorem elde

edilir:

Teorem 4.3.1. (E,) denkleminin © temel bélgesinde regiiler olan u(X, y)¢oziimiimiin
arglimanlarin1 kompleks degerli olan bolgeye analitik devami bolgesi (@5) de z,¢
degiskenlerinin bir analitik fonksiyonudur ki (4.14) ile verilmistir. Burada L, © de
(eger ® z-diizlemi ise L yarigapr istenildigi kadar biiyiik bir cember alinabilir) herhangi

bir basit kapali parcali diizgiin bir egri alinabilir.

Buradan u(x,y), ® de (E,) denkleminin bir regiiler ¢oziimii ise

_yf 2t 2=¢
U(z,g)_u( PR j (4.16)

ifadesi (@,5) de z,{ degiskenlerinin bir analitik fonksiyonunu temsil eder ki X, y

argiimanlarinin  kompleks bolgesi icine analitik olarak u(x, y) fonksiyonunun

devamudir.

Bilhassa, eger orijin © de ise (4.16) den u(z/2,z/2i) ve u(¢/2,i¢12) sirasiyla D ve

D de holomorf fonksiyonlardr.
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(EO) denklemin ¢6ziimleri argiimanlar1 kompleks degerli bolge igine analitik devami

cok baglantili bolge durumunda da miimkiindiir. Bununla beraber cok degerli
fonksiyonlar asagida gosterilecegi gibi genelde elde edilmistir.
Basitlik i¢in ilk dnce iki baglantili bolge durumu ele alinsin. D ¢ift baglantili bir bolge

ki tiimleyeni Cp,Cq kontinumlarindan ibaret olsun. Burada C; sonsuzdaki noktay1

bulundurur ve Cq sirh bir kiimedir. D+Cy in (E,) denkleminin temel bolgesi D ye
ait oldugu varsayilacaktir. Dy = D +Cq, Dy =® —C; olsun.
u(x, y), (E, )’ D de regiiler bir ¢éziimii olsun. Bu ¢6ziim

u(x, y)=ug(x,y)+u(x,y)
olarak yazilabilir (Bkz. (4.12) ve (4.13)).

Up(x,y)= L{){U;—Vw(x, y,&m)— (X, y,é,n)NU}ds,

01(69)= T |u ol o)~ ol v o @17
L

dir. Burada Ly ve Lg, D bolgesinde bulunan keyfi basit kapali parcali diizgiin egrilerdir
ve sirastyla Cg,Cq i (X, y) noktasindan ayirir. Asikar olarak, Uy ve uj bu egrilerin
seciminden bagimsizdir ve sirastyla Dg, D; de (E,) denkleminin regiiler ¢éziimleridir.

Simdi ® de Cy ve C; baglantisi ortadan kaldirilsin ve bdylece basit baglantili bir D’

bélgesi elde edilir. u(x,y) fonksiyonunun D’ den x ve y kompleks degiskenlerinin

bolgesine analitik devami Teorem 4.3.1. ile baglantili olarak

Uag)=u 25528 |~Uola.)+Ui(n6) 18)
fonksiyonu elde edilir burada

B z2+¢ 71-¢ _ Z+¢ 1-¢
Uo(Z’C)—Uo[ > o j U1(Z:§)—U1( "BRPT j (4.19)

dir. Asikar olarak, Ug(z,¢) (Do, 50) de ug(x,y) nin analitik devami olan bir analitik
fonksiyondur. Uy(z,¢) (Dj, Dj) de analitiktir fakat genelde (Dj, Dj) de ok degerlidir.

Ul(z, ¢ ) nin ¢cok degerliligi daha detayl olarak tartigilacaktir.
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2 Ve 7, sirastyla Cq, C; iizerinde sabit noktalar olsun. (4.17) ve (4.19) den simdi

Us(z,¢)=Pi(z.Ologl(z — 2 )¢ 1))+ Uy (2.€) (4.20)

yazilabilir. Burada

P(z,¢)= ;—; [ {udd—VG(t,f, 2,¢)-G(t,f, z,g)Nu}ds (4.21)
L1

Ui(z,¢)= ;—i [ {u ;—VQ'(Z,g,t,f)—Q’(z,cj,t,f)Nu}ds

]
ve Q',
-1

Q2.4 41)= 7 26(L(,2.£)log (Z(Z_ ‘th))g :2)+Q'(z,§,t,f)

sekline sahiptir. Burada QOI, (@,5,@,5) de arglimanlarinin bir analitik

fonksiyonudur.

Eger cok degerli Q" fonksiyonunun tanimli bir dali segilirse, kolay bir sekilde Ui(z, - )
nin (Di,ﬁl’) de z,{ argiimanlarina gore analitik oldugu gosterilebilir. Buradan dogal
olarak Uj(z,¢ ) nin tek degerliligi (4.20) nin sag tarafindaki ilk terim ile tamamen
belirlenebilir. (4.21) dan bu terimde Ry(z,¢) faktorii (D,D) de z,& nim bir analitik
fonksiyonudur ve

oy
0z

v B(z,.f;%w(z,g)u ~0 (Fo)

U)- 02U

azo¢ +Az.¢)

denklemini saglar. (4.20) un (4.18) de yazilmasi ile
U(z.5)=Rzoglz-2 )¢ -]+ (2.0) (4.22)

elde edilir. Burada
U (2.6)=U0(z.6)+U1 (2.£)
dir. Asikar olarak, U *(Z, <) (’}3,5) de z,{ nin bir analitik fonksiyonudur.

Boylece (EO)’m bir ¢oziimiliniin analitik devami, iki baglantili bir D bolgesinde

regiilerdir ki genelde (4.22) tipinde bir ¢ok degerli fonksiyona yol acar.
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Eger D ¢ok baglantili bir bolge yani, tiimleyeni m+1 tane Cg,Cq,---,Cy, kontinumdan
ibaret oldugu genel durum ele alinirsa, burada C( sonsuzdaki noktay: bulundurur ve

Cy,--+,Cyy smurht kiimelerdir, bu takdirde (E,) denkleminin herhangi bir u(x,y)

¢Ozlimiiniin analitik devami D de regiilerdir ki,

U(e.0)= ZA(a.Loglle~z e~ G+ U"(2.0)

seklinde z,4 degiskenlerinin bir fonksiyonuna yol acar, burada z ve ¢y sirasiyla Cy
ve Cy (k=1---,m) da sabit noktalar, U%(z,¢) (9,D) de z,¢nmn bir analitik

fonksiyonudur ve

P (z,¢)= {udiG(t,f, 2,¢)-G(t,f, z,g’)Nu}ds, k=21---,m
|4

=
4 Ly
dir. Burada Ly, © de bulunan ve Cy y1 diger geri kalan Cj (j =1---,m; j;tk)

kontinumlardan ayiran keyfi basit kapali parcali diizgiin bir egridir. Asikar olarak
RP(z,¢) (k=1,---,m) fonksiyonlari (F,) denklemini saglayan (@,5) de z,{ nin
bir analitik fonksiyonlaridir. Kolay bir sekilde Py larin Ly egrilerinin se¢iminden

bagimsiz oldugu gosterilebilir.

4.4 Basit Baglantih Bolgelerde (E,) Denkleminin Coziimleri igin Genel Temsiller

D,
E(u)=Au+a(x, y)%u +b(x, y)%u +c(x,yu=0 (E,)

denkleminin bir temel bélgesi olsun. u(x,y), © de bu denklemin bir regiiler ¢oziimii

olsun. Eger x ve y argiimanlarinin kompleks degerli bolgesine analitik olarak devam

ettirilirse bir 6nceki kisimda belirtilen Teorem 4.3.1 geregince

U(z,():u(%,%)

(@, 5) de z,{ nin bir analitik fonksiyonudur ve
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2
Flu)= S+ A ) S B2 6) T +Cla =0 (F,)

denklemini saglar.

Kisim 3.4. {in sonuglarina gore (Formiil (3.28) e bakiniz) , U (Z, 4 ) fonksiyonu

z ¢ 4
U(z,¢)=a0G(20.£0.2.¢)+ [O)G(t, <o, 2, )dt+ [@ ()G(z9.7,2,{ )z (4.23)
0 ¢0

olarak yazilabilir. Burada z,, ¢, sabit noktalar z, e ®, £, € ® ve
o =VU(z0.40)

oU(z,
o(2)=2E40) 5e o0 (e.co),
* 0 ,
@ (é)zwaz—§§)+ Alz0.£ W (z0.¢)
dir. (4.23) de z = x+iy, £ = x—ly yazilmasi ile

U0, Y)= @8(20, £ 2,2)+ [OOG L2, 2t + [0°(B(zpr2,2)dr (420
Zy $o

elde edilir, burada (X, y), © nin bir noktasidr.
O halde (EO) i herhangi bir regiiler ¢oziimiiniin (4.24) seklinde yazilabilecegi
ispatlandi, burada aq bir sabit ve ®(z), @ (z) swasiyla ®, © de holomorf

fonksiyonlardir ki u(x, y) nin terimlerinde (4.24) ile tek olarak tanimhidir. Diger

taraftan, zaten kisim 3.4 de gézlemlendigi gibi (4.24) {in sag tarafi her zaman (EO) mo

de regiiler bir ¢oziimiidiir. Burada aq bir sabit ve ®(z), CD*(Z) sirastyla ®, © de

holomorf fonksiyonlardir. Boylece asagida belirtilen teorem ispatlanmis olur:

Teorem 4.4.1. ®, (E,) n bir temel bolgesi olsun. Bu taktirde (4.24) formiilii, aq bir
sabit ve @(z), QD*(Z) strastyla ©, © de holomorf fonksiyonlar oldugunda, (E,)’mn ®

de tiim regiiler ¢oztimlerini verir. Burada ¢, CD(Z) ve CD*(Z) (4.24) ile u(x, y) nin

terimlerinde tek olarak tanimlidir.
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(4.24) farkl bir sekilde de yazilabilir. (4.23) deki @, " (4.24) deki degerleri ile yer
degistirilsin bu takdirde kismi integrasyon ile

U(z,¢)=-U(20.¢0)5(20.$0,2.¢)
+G(2,£0,2,4MJ(2.$0)- f U(t.¢o)H(t. <o, 2, <Nt (4.25)

Zg

+e(zo.;,z,cp(zo,m—:fu(zo,r)m(zo,r,z,g)dr

elde edilir, burada

H(t.<o.2, 4)——G(t $0.2,¢)-B(t.¢0)6(t.¢0.2.¢)
5 (4.26)
H (Zo,T12,§)=EG(ZO’T,Z{)—A(ZO,T)G(ZO’T,ZJ)
dir. Simdi (4.25) deki U(z,¢), G(zg,<p,2,¢) ile yer degistirilirse
2G(24,¢4,2,¢)=6(2.¢,.2.¢)6(25,£5,2,,)+G(25,£,2,$)5(20, 45, 25,6
s
—jG ot CH S, 2,8 )t + [G(20, 85,2, 7H (2,7, 2. )T
So

elde edilir. Eger bu son ifadeyi (4.25) de yazarsak

U(2,¢)=6(z.$0.2.{ el(z)- f P(tH(t,¢o. 2.£ )t

YA
’ ; (4.27)
+G(20.¢,2.¢)p (§)- o (o)H (z0.7.2,¢ )7
<o
elde edilir. Burada
p(2)=U(2.£0)~2U (20.£0)8(20.¢0. 2.0
2 . (4.28)

9 (¢£)=U (Zolé)—EU(Zo,Co)G(Zo,Co,Zo,é”)
dir. (4.27) de z =x+1y, { = x—ly yazilmasi ile
ux y)=6(z.£0.2.2)p(2)- [l (6 Co,2,2)

0 (4.29)

+G(29,2,2,2)p (2)- jgo*(r)H “(z9,7,2,7)d7
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elde edilir. Burada (X, y) € ® dir. Bu formiil (EO) m D de tiim regiiler ¢oziimlerini
verir. Burada ¢(z), (o*(g’ ) sirastyla ©, ® de keyfi holomorf fonksiyonlardir.

Simdi (o(z), (p* (;’ ) nin tanimlanmig derecelerini diigiinecegiz.

(3.21) ile, (4.26) den

H(t.$,.2,8)=H"(25,7,2,,{) =0 (4.30)
dir. Son denklem ve (3.20) den (4.27) ile

U(z,¢0)=0(z)+G(z9.£0.2.¢0)e ($o)

- (4.31)
U(z9.¢)=¢ (£)+Gl(z0.0.20.{elz0)

dir. Boylece

U(z0.¢0)=0lz0)+9 (o)

elde edilir, yani ¢(zy) ve ¢ (£o)

o(zg)= %U(Zo,é“o)Jr Ko, (P*(Co)=%U(Zo,§o)— Ko (4.32)

sekline sahiptir. Burada K keyfi bir sabittir. (4.32) (4.31) de yazilirsa

60(2)2U(Z,CO)—%U(ZO,QVO)G(ZO,CO,Z,Co)+ KoG(20.£0.2.$0),
(0*(5)=U*(20,5)—%U(20,§O)G(Zo,§0:20,5)—KOG(Zo,go,Zoyg)

elde edilir. Simdi  ¢(z) = KoG(29,0.2,.&p) Ve o (&)=-KoG(zg,¢0,20,¢) (burada
Ko keyfi bir sabit) fonksiyonlar (4.27) nin sag tarafinda yazilsin ve elde edilen ifade
Uo(z,cf ) ile gosterilsin. UO(Z,§ ) = 0 oldugu gosterilecektir. Gergekte U, (@,5) de
(F,) denkleminin bir analitk ¢oziimidir ki (4.30) ve (3.20) ile
Uo(z,£0)=0, Ug(zg,¢) =0 sartlarmi saglar yani, Uy, (F,) denklemi igin homojen
Goursat probleminin ¢oziimiidiir. Boylece © de her yerde Ug(z,¢)=0 dir ki bu

ispatlanmasi istenendir.
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(4.27) ve (4.29) da ortaya g¢ikan go(z), (o*(é’ ) fonksiyonlar1 o halde u(x, y) nin

terimlerinde swrasiyla  KG(zg,£p.2,¢0) ve —KoG(zg,<0.20.<) ilave terimleriyle

tanimlidir, burada K keyfi bir sabittir. Bilhassa, Ky = 0 alinirsa asikar olarak

o(z0)=¢ (¢o)

dir ki bu da olmasi istenilendir.

Bu sart saglandiginda ¢(zp) ve ¢ (&g) (4.28) den u(x,y) nin terimlerinde tek olarak

tanimlidir.
Eger simdi,
1 p . 1 .
®O(Z)=§ao+j®(t)dt, D o(§)=§a0+jcb (r)dz
Iy $o

gosterimleri tanimlanirsa, (4.24)

z

(e, )= Blza £0,2, 200 (2) - [ 04(0) 2 6t €3 2 2K

Z

Gl2y,¢,2,2)0%(2)+ j®*(f)§6(zo,r,z,2)dr.
So T

(4.33)

(4.34)

seklinde yazilabilir. Bu formiil, ®(z,) ve ®"(¢,) sirasiyla ®, D de keyfi holomorf

fonksiyonlar oldugunda (4.24) ve (4.29) formiilleri gibi © de (EO) In tim regiiler

¢Oziimlerini verir.

(4.33) dan @, ve @’ fonksiyonlar1 eger

CDO(ZO)=CD*0(§O)

sartin1 saglarsa tek olarak belirlenebilecegi agiktir.

Eger bu sart saglanmazsa ®, ve @ sirasiyla ilave keyfi K, ve -K, sabitleri ile

u(x, y) ile tantmlanmistir; bu zaten (4.34) den goriiliir.

Genel formiil (3.35), D de (EO) m tim regiler ¢oziimlerinin temsili i¢in de

kullanilabilir:
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u@m%:ﬁenﬁﬁiem:maal A0-02)

k=0 at t=z
z n+1
(1) I(o(t);”*l G(t,¢o,2,7)dt
) Zg X - (4.36)
n z(_1)"{—kG(t,r,z,Z)} 9 (z)
k=0 ot r=¢
z m+1
_(_1)n .[(p (T);Tmﬂ G(ZO’T’Z'Z)dT’
Zo

burada m, n keyfi negatif olmayan tam sayilar ve ga(z) ve qp*(é’ ) sirasiyla ®, © da
keyfi holomorf fonksiyonlardir. Eger bu fonksiyonlar
0lz0)=¢(z0)="-= 0" V(zo)=0.

0" (0)=" (o)== ico)

oM(zo)="" (o),

sartlarini saglarsa u(x, y) ile tek olarak tanimlanmislardir (Kisim 3.4 e bakiniz).

(4.24), (4.29), (4.34) ve (4.36) un yerine simdi (E,) denkleminin tim regiiler
coziimlerinin temsili veren daha genel formiilii yazilabilir.

D, ® de basit baglantili bir bolge olsun. zg, o D, ® de sabit nokta varsaymmini

tutarken ilave olarak sirasiyla D, D (Dc®) ye ait z, ¢y alinacaktir; zg, g

noktalarmin genelde D, D ye ait olmas1 gerekmez.

(3.20) ile
Glzg,7,21,¢)=1 G(t,¢1,2,¢1)=1, (4.37)
elde edilen sonucun neticesi olarak A(z1,¢)=0, B(z,£1)=0 varsayilabilir. (Kisim 2.2
ve 3.2 ye bakiniz).

(EO) n tiim ¢6zlimlerinin, D de regiiler ve

U Y) = 0Bz, £1,2,2)+ [OUB(L Co,2, )t + [0 ()6(z0,7, 2,2,

4] ¢1
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seklinde yazilabilecegi kolayca gosterilebilir, burada e bir sabit ve ®(z), db*(( )

fonksiyonlar1 D, D de holomorf ve u(x, y) nin terimlerinde tek olarak tanimlidir. Bu

sonug (3.36) in ve Teorem 4.3.1 in bir sonucudur.

(4.29) ve (4.34) nin yerine daha genel olan

U(X,y)ZG(Z,CO,Z Z J-go 4/012 Z)
(4.38)

+G(z,,2,2,2)0"(z qu H"(z,,7,2,2)d7

u(x y)=G(z,§o,z,Z)@(z)—j@(t)gG(t,go,z,Z)dt

S

(4.39)

+G(z,,2,2,2)0"(z J. G(zy,7,2,2)d7
4

formiilleri alnabilir. Burada (o(z), (D(Z) ve (I)*(g“ ) go*(g’ ) srasiyla D, D de keyfi
holomorf fonksiyonlardir. Bu formiillerin herhangi biri (Eo)m tim ¢ozlimlerinin D de
regiiler bir genel temsilini verir. Bu o6zellik ispatlanacaktir ve tanimlanmis olan

o(2), CD(Z), CD*(Q’ ) gp*(g“ ) fonksiyonlarimin derecesi diisiiniilecektir. (4.38) ve (4.39)

benzer argiimanlara sahip oldugundan (4.38) nin ispat1 yapilacaktir.

qo(z) ve gp*(é’ ) fonksiyonlarinin sirastyla D, D de holomorf verilmis herhangi bir

seciminde (4.38) formiiliiniin (EO) m D de regiiler bir ¢éziimiinii verdigi asikardir.

Simdi qo(z), (0*(4’ ) ve kars1 gelen u(x, y) ¢Oziimii arasindaki iliskiyi arastiralim.

U(Z,{ ), u(X, y) fonksiyonunun X, y nin kompleks bolgesine analitik devami olsun.

(4.38) ile

u(z,g):G(z,go,z,g)¢(z)_j¢(t)H (6.6, 2. )t
(4.40)
G(z,.7, I¢ H(z,,7,2,{)dr
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eldedir. Asikar olarak U(z,¢), z,£ nin (D,D) de bir analitik fonksiyonudur ve (F,)

denklemini saglar. (4.40) den (4.37) yi géz Oniine alarak

U(2.61)= 620, 2.1 )ol2)— [olH (o2, C1 ) +07(1), (8.41)
U(zl,c)zG(ZOLzl,éb*(:)—jco*(r)H*(zO,r, 7, { )7+ () (4.42)

elde edilir. Bilhassa,

U(z.¢1)=olm1)+ 9 (&1)

yani, p(z) ve ¢ (1)

P(2) = U6+ e 97()=30(,6) K, 443
dir. Burada K keyfi bir sabittir. (4.43) i (4.41) ve (4.42) da yazmak suretiyle ¢(z;),

(p*(éf 1)in sirastyla asagidaki integral denklemleri sagladig goriilebilir:

ol2)- Kol = £(2), "(2)- [K (20" Vet = 17(2) (4.49

1
burada,

H(t’§01zf§1) * H(ZO’T’Zlié’)
) Ghdea) G

f(z)= U(Z’gl) _%U(Zlié,l)_ Ko
G(2.60.2.¢)  G(2.40,2.41)

U@.¢)  }Y(@d)rK,
20,$,2,¢)  G(20,¢,2,,¢)

dir. Asikar olarak, K(Z,t) ve K*(g,r) fonksiyonlar1 f(z), f*(cf) sirastyla D, D de

(4.45)

f*(z):G(

holomorf iken (9,D) ve (D, D) de analitiktirler. (4.44) denklemlerini (4.45) akilda

tutarak ¢cozmek suretiyle
o(2)="#(2)+ Ko¥o(2). ¢ ()= (¢)+ Koy ()

elde edilir. Burada T(Z) ve ‘P*(é’ ), (4.44) integral denkleminin sag tarafindaki ifadeler
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f(2)= Ud) _ U(z.d)
G(z.£0.2.¢1) 26(z2.¢0.2.¢1)

£*(2)= U@.¢) _ U@.da)
G(z9.¢,21,¢) 2G(29,¢,21,¢)

(4.46)

oldugunda ¢oziimleridir. ‘¥ (Z), \PO*(C ) fonksiyonlar1 da ayni integral denklemin sag

tarafindaki ifadeler

1 . 1
f(z)zm’ f (g):_m

oldugunda ¢oziimleridir. Sonug olarak ¥(z), ‘P*(§ ) fonksiyonlari, Wg(z), ‘PO*(§ )
(sadece Riemann fonksiyonu G ye baghdir) tamamen ©, ® de tammlanmus iken,

u(x, y) nin terimlerinde tek olarak tanimlanmis D, D de holomorftur.

Simdi ¢(z)=Kg¥y(2) go*(cf )= KO‘P*(Q’ ) fonksiyonlarmi (4.40) yazalim ve elde
edilen ifadeyi Ug(z,¢) ile gosterelim. Asikar olarak Ug(z,¢) fonksiyonu (D,D) de
analitiktir ki (F,) denklemini saglar. Simdi ¢oziimleri ¥, ‘PO* fonksiyonlar1 olan
integral denklemi g6z 6niine alinirsa kolay bir sekilde UO(Zl, - )= U(Z, ¢ 1)= 0 oldugu

gosterilebilir. Sonug olarak (@,5) de her yerde Ug(z,£)=0 dir. Buradan ¢(z) ve
(o*(é’) ifadeleri sirastyla ilave Ky¥y(z) ve KO‘I’*(Q’) terimleri ile u(x,y) nin

terimlerinde tanimlanmistir. Bilhassa eger Kgp =0 segilirse go(z) ve go*(cf )

fonksiyonlari u(x, y) ile tek olarak tanimlanirlar ve (4.44) integral denkleminin sag
tarafindaki ifade (4.46) sekline sahip oldugunda ¢oziimleri olacaktir. Fakat (4.43) den

Ko =0 varsaymmi

o(z21)=9 (&) (4.47)

sartina esdegerdir.

(Eo)ln D de regiler herhangi bir ¢oziimiiniin (4.38) seklinde yazilabilecegi
ispatlanmalidir. Bunu yapmak igin, u(X, y) yi x ve y nin kompleks bolgesine devam

ettirilecektir. Bu taktirde (D,D) de analitik bir U(z,¢’) fonksiyonu elde edilir. ¥(z),
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‘P*(g" ) fonksiyonlar1 (4.44) integral denkleminin ikincisinin sag tarafindaki ifade (4.46)
sekline sahip oldugunda bir ¢dziimii olsunlar; bu ¢dziimler asikar olarak D ve D de

holomorf fonksiyonlardir ve (4.47) sartim saglarlar. Simdi LP(Z), ‘I’*(§ )
fonksiyonlarin (4.38) de yazilmasi ile D de regiiler bir u*(x, y) ¢coziimi elde edilir.

Simdi D de her yerde u(x,y)=u"(x,y) oldugu gosterilecektir.

U*(Z,g) fonksiyonu x, y degiskenlerinin kompleks bolgesine u*(x, y) nin analitik
devami olsun; U*(Z,é’ ) asikar olarak (D, [_)) de analitiktir ve (F,) denklemini saglar.
Kolay bir sekilde

U'(2,¢)=U(z,¢) U'(2,4,)=U(2.¢,)

oldugu yani, (FO) n U(Z,é’ ) ve U*(Z,g’ ) ¢Oziimleri karakteristikleri ile uyusur ki
(D, D) de analitiktir; bu, (D, D) de her yerde U(z,¢)=U"(z,¢) olmasidir. Bu gésterir
ki, bilhassa D de her yerde u(x,y)=u"(x,y) dir.

Boylece (E,) mn D de regiiler tim ¢oziimlerinin (4.38) ile verilmis oldugu gosterildi.
Burada ¢(z) ve ¢ (¢) D ve D de keyfi holomorf fonksiyonlardir. Bu fonksiyonlar
(4.47) sartinin saglanmasi sartiyla karsi gelen u(x, y) ¢Oziimii ile tek olarak

tanimlidirlar. Bu sart saglanmazsa u(x, y) ile tanimlanmis ¢ ve ¢ * ilave KgW¥(z) ve

KO‘PO*(g) terimleri ile tanimlidirlar. Burada K keyfi bir sabittir.

Benzer sekilde tam olarak (4.39) iinde gegerli oldugu gosterilebilir. Dikkat edilirse, bu

durumda da (4.47) sartinin saglanmasi durumunda u(x, y) ile tek olarak tanimlanmustir.
Yukarida elde edilen formiil, (EO) denkleminin basit baglantili D (D c Z)) bdlgesinde

tim regiiler ¢6ziimlerinin temsili

u(x,y)=Lle(2)]+L [p" ()

operatorlerdir. Ornegin, (4.38) de bu operatorler

Lpl2)]=6(z.¢0, 2.8 )ol2)- [ R (06402, )
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Ul ©=6(20.2.2.0)0 (€)- [0 (R (27,20 )7

a
iken (4.39) de

Lp(2)]=6(z.£,,2.£ (2 >—i¢<> G(t.Co 2.0t

L*(X'y): (O'C;Zé/)fo _[(9 Zo’Tzé/)

dir. Bu operatorlerin D kiimesinin herhangi kapali bir alt kiimesinde sinirli oldugu

kolayca gosterilebilir. Diger bir deyisle eger T, D de kapali bir kiime ise zeT, ¢ €T
olacak sekilde

IL[p(2)]| <M1 mex|p(z)], IL#[p*()] <Mt ?glco*(é)l,

Burada Mt genellikle T ye bagli bir pozitif katsayidir ve @ile ¢ dan bagimsizdir.

Yukarida elde edilen (Eg) denkleminin genel ¢oziimlerini veren tiim temsiller Riemann
fonksiyonu cinsinden yazilabilir. Diger tarafta (Eg) nin ¢oziimlerinin farkli temsilleri
vardir-ki bu gosterimlerin Riemann fonksiyonundan daha az sinirlayict kosullari olan

ifadelerdir.

D, (Ep) nin temel kiimesi olsun. ®, basit baglantili bir bolge olsun. Bu bolge © den
(z e ®) noktasinin D’nin siirma basit bir yay ile baglanmasiyla elde edilsin.
Asagidaki sartlar saglayan y(z,<,t) fonksiyonunu gézoniine alalim:
i.  Verilen herhangi bir te D sabiti icin 1z,6t) fonksiyonu (D, D) de z ve ¢
kompleks degiskenli bir analitik fonksiyondur ve herhangi bir ©; bolgesi i¢in

(Fo) denklemini saglar.

i. (20 (ze®,(e®D) sabit noktalar1 ne olursa olsun, herhangi bir D,

bolgesindesinde y(z, , t) fonksiyonu t ye gore holomorfiktir.

iii.  Verilen herhangi bir z, { (Ze®, (e ® ) degiskenleri icin

—é,7(2 6, 2)+Az,¢)r(2,4,2) =0

dir.
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Bu tiir fonksiyonlar mevcuttur. Buna basit bir 6mek G(t, {,,z, ) Riemann

fonksiyonudur. Burada {o, D de herhangi bir sabit noktadir. Diger bir 6rnekte asagidaki
cok degiskenli fonksiyondur:

1
(2-1)% [G[t+(z-1)0.¢, 2, ¢]o® Mo

0
Burada o, Re o > 0 olcak sekilde bir sabittir. Asikar olarak, yukaridaki sartlar1 saglayan
sonsuz ¢oklukta fonksiyonlar kiimesi vardir. Bu yiizden bu formdan bir fonksiyon elde

etmek, Rieman fonksiyonu elde etmekten daha kolaydir.
Kolayca

u(x,y)= f 7(2,Z,t)p(t) dt, (4.48)

Zp

nin (Ep) denkleminin bir ¢dziimii oldugu gosterilebilir. Burada ¢(z) © de herhangi bir
analitik fonksiyondur. Ozellikle, eger ¢(z) © de holomorf ve zo ® nin sinirinda ise bu

integral © de regiiler bir ¢6ziim olacaktir.

Eger (Eo) denkleminin katsayilari reel fonksiyonlar ise asikar olarak (4.48) in reel ve
imajiner kisimlarinin ayr1 ayr1 denklemin ¢éziimleridir.
Ornegin,

ou ou .

Au+ag—+by—=0 , by = sabit). 4.49
yAu+ao = o (a0, o ) (4.49)
denklemi ele alinsin. (Bkz. Kisim 3.3). Kompleks formda

v B ou, B ou_
020 1-¢ oz 1—-¢ 04

dir. Burada

B3 +ige), i =2 (bo - ia)

0, (4.50)

dir.

Kolayca ispatlanabilir ki

(z-t) B¢ —t)_ﬂ' (4.51)
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fonksiyonu (4.50) denklemini saglar. T; Imz>0 yar1 diizleminde basit baglantili bir

bolge olsun, burada Rep<0 koyarak, (4.51) fonksiyonu y(z,C,t) olarak alinabilir. Sonug

olarak

f -2 @ -t o) dt, (4.52)
Zo

integrali (4.49) denkleminin bir ¢6ziimiidiir, burada ¢(z) herhangi bir analitik
fonksiyondur.
Eger zo T nin smirindaysa, ¢(z) T de holomorfikse ve (4.52) integrali diizgiin yakinsak
ise bu integral (4.50) nin T de regiiler bir ¢oziimidiir.

Benzer sekilde, eger Re #'<0 ise

z .

[ -0 @Z-7" yk)dt (4.53)
)

integrali w(¢), T de herhangi bir holomorfik fonksiyon olmak iizere, (4.50) nin bir

¢Ozlimiidiir.

Ispatin detaylar1 iizerinde durmadan (4.52) ve (4.53) integrallerinin, (4.49) nin T de
regiiler olan tim c¢o6ziimleri ifade etmek icin kullanilabilir. Ref<0 ve Ref’<0

kisitlamalar1 gerekli degildir. (Bkz. Darboux [1915], B6lim III).

(Eo) denkleminin ¢dziimlerinin diger temsilleri Bergman tarafindan verilmistir [1937,
1943, 1945, 1947]. Ormegin Bergman’a gore reel katsayili denklemde orjin

komsulugunda regiiler olan tiim ¢oziimler

Uk y)= Re [ E@Z0f [lz(l-tz)} a_
x) 2 V1-t2

formiilii ile ifade edilebilir, burada f(z) herhangi bir holomorf bir fonksiyon ve E(z, z , t)

ise lic bagimsiz degiskenli siirekli olmayan katsayilara sahip ikinci mertebeden

diferensiyel denklemin ¢dziimiinden elde edilen bir fonksiyondur.
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45 Coklu Baglantih Bolgelerde (Ep) Denkleminin Tiim Coéziimlerinin Genel

Temsilleri

Bu boliimde
ou ou
E(u)=Au+a(x,y)—+b(x,y)—+c(x,y)u=0 (Eo)
ax oy

denkleminin tiim ¢oziimlerinin genel temsilleri ¢ok-baglantili bolgelerde tiiretilecektir.
Kisim 4.4. te tiiretilen formiiller genelde ¢ok-baglantili bolgelerde ¢ok degerli ¢oziimler
verdigi i¢in bu durumun biraz daha dikkatli incelenmesi gerektigi asikardir. (Bkz. 1. N.
Vekua [1940b]).

D, cok-baglantili bir bolge, tiimleyeni m+1 tane CoCy,...,Cry kapali baglantili bolgeye
sahip olsun. Burada C, sonsuzdaki noktay1 kapsar, geri kalan bolgeler ise sinirlidir. Do

= D+Cy+...+Cp, D= ® —Cy (k=1...m) olsun. Burada ®, (Eo) denkleminin temel

bolgesidir. Asikar olarak, Dj,...,Dn ¢ift baglantili iken Dy basit baglantili bir bolgedir.
Burada

Do ® oldugu varsayilacaktir.

(4.11) e gore denklemin herhangi bir u(x,y) ¢6zimi, D de regiiler ve
u(x, y) =ug(X, y) +u (X, y) +...+Uupn (X, y), (4.54)
olarak yazilabilir. Burada uo, Do da regiiler bir ¢6ziim ve Uy,...,Un, sirastyla Dy, ... Dp de
regiiler ¢oziimlerdir. Dy basit baglantili bir bolge oldugundan up bir 6nceki kisimin
formiillerinden, Do da holomorf fonksiyonlar tiiriinden yazilabilir. Bu yiizden uj ...,un
fonksiyonlarmi tek kompleks degiskenli analitik fonksiyonlar tiiriinden temsil ihtimali

g0z Oniinde bulundurulmalidir. Fakat bu fonksiyonlarin herhangi biri ® -C seklinde ¢ift

baglantili bir bolgede (Eo) nin regiiler bir ¢6ziimii olabilir. Burada C sinirli bir kontinum

ve © denkleminin bir temel bolgesidir. Bu yilizden dncelikle denklemin belirtilen tipteki

cift baglantili bolgelerde tiim ¢oziimlerinin genel temsilini verecek bir formiil
tiretilmelidir. Eger boyle bir formiil tiiretilebilirse, (4.54) den genel durumlar igin

kolaylikla formiiller tiiretilebilir.
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1. [lk olarak D, ® —C formunda ¢ift baglantili bir bdlge olsun. Burada C sinirli bir

kontinum ve D, (Eo) denkleminin temel bolgesi olsun. u(x,y) D de (Eo) denkleminin
regiiler bir ¢oziimii olsun. C ve D nin sinirlarini keyfi bir egri ile birlestirirsek basit
baglantili D’ bolgesini elde ederiz ki bu boélgede u(x,y) fonksiyonu hala (Ep) nin regiiler
bir ¢oziimidir. Bu yiizden u(X,y) yi D' de 6nceki maddede elde edilen herhangi bir
formiil yardimiyla ifade edilebilir. En uygun formil (4.38) dir.

Su andan itibaren orijinin D de bulundugu A(0,¢) = B(£,0) =0 oldugu farz edilecektir.

Boylece G(0,7,0,¢)=1 G(t,0,2,0) =1 elde edilir. Ayrica, zy,¢ sirasiyla Cve C de
sabit noktalar olsun (4.38) ile

z
u(x,y) = G(z,¢0. 2, 2)0(2) - | (H (t, £, 2,7) dlt

° (4.55)

+G(z29,2, 2,7)¢" (Z)- [ ¢ (1)H *(ZO, 1,2,7) dr,
0

elde edilir.

Burada ¢(z), ¢"(£) stirastyla D've D' de holomorfik fonksiyonlardr.

Bir onceki kisimda @ ve " nin (4.47) sarti
¢(0)=¢"(0)
saglanmasi sart1 ile u(x,y) tarafindan tek olarak belirlendigi goriilmiistii.

Ayrica onceki kisimda ¢(z), 9" (&) (4.44) integral denklemlerinin ¢oziimleri sag

tarafindaki esitliklerinin (4.46) ile verildiginde ¢6ziimleri oldugu ispatlanmisti. Mevcut

durumda bu formiiller

. uC2212) 1 o0
Z) = - )
G(z,lgo,zl,O) 2G(2,4p,2,0) (4.55)
u;¢.~ig)

G(20,¢,0,¢) 2G(2),4,0,8)
dir. Asikar olarak, f(z)ve f*(¢) sirasiyla D've D' de holomorf fonksiyonlardir.

(4.44) Volterra integral denklemlerinin ¢dzlimiinden,
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z ¢ « .
¢(Z)=f(2)+cf)F(Z,t)f(t) dt, ¢*(§)=f*(§)+cf)F (€. 0f (9 dr, (4.56)

elde edilir. Burada T'veI™ sirasiyla K ve K™ ¢ekirdeklerinin ¢oziicii ¢ekirdekleridir.
Asikar olarak I'(z,t)ve I'*(¢ 1) sirasiyla (9,9), (D,D) de argiimanlarmin analitik

fonksiyonlaridir.

(4.22) formiiliinii (E,) denkleminin ¢ift baglantili bolgede regiiler olan ¢oziimlerinin X,y

degiskenlerinin kompleks degerli bolgesine analitik devamai i¢in kullanilirsa

U 2,2/20) = (@) og(z - 20) + Po(2),

UG¢.210) = P () log(¢ ~ <o) + PE(C).

(4.57)

elde ederiz. Burada py(z), p{ (), © ve D de holomorf fonksiyonlard: ki, u(x.y) ile

tek olarak belirlenirler (bakiniz (4.21)), pg(z)ve py(¢) sirasiyla D, D de holomorf
fonksiyonlardir. (4.57), (4.55) te yerine yazilirsa

f(2) = fi(2)log(z - 20) + fo(2), T7(£) = f () log(¢ o) + 7 (4), (4.58)
elde edilir. Burada fy(z) ve ;'(¢) © ve Dde, fy(2), fg(&) D, D de holomorf
fonksiyonlardir. (4.58) yi (4.56) da yerine yazarsak

2(2) =1(2) log(z-20) + 0 (2). ¢"(£) = (£)10g(¢ — o)+ (L), (4.59)
elde ederiz. Burada ¢1(2), ¢ (&) © ve © de @g(z), 9p(¢) ise D, D de holomorfik

fonksiyonlardir. Sonug olarak su elde edildi:

(4.55) formiiliiniin ¢ift baglantili bir D bdlgesinde (E,) denkleminin regiiler ¢dziimlerini
vermesi i¢in burada (4.59) formiiliindeki ¢ok degiskenli analitik fonksiyonlar1 yazilmasi
gerekmektedir.

Fakat tiim (4.59) formundaki fonksiyonlar i¢cin D de regiiler ¢6ziim veremeyecegi
aciktir. Eger ¢, ¢, gol* , (08 fonksiyonlar1 keyfi secilirse, (4.55) formiilii, bu

fonksiyonlart D de ¢ok degerli olan (Ep) nin ¢6ziimleriyle iliskilendirecektir. Diger bir

deyisle qol,(po,(of ,gog fonksiyonlar1 arasinda Oyle bir iligki olmalidir ki bu iligki
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saglandiginda (4.55) D de (Ep) denkleminin regiiler ¢6ziimlerini vermelidir. Simdi bu
iliski bulunmaya ¢alisilacaktir.

(4.59) deki fonksiyonlar1 (4.55) de yerine yazilirsa, basit degisken degistirmeler ile

u(x, y):UO(le){G(Z’;O’Zj)(Pl(Z) [ aOH( o,z 7)dt

24|

oy (t)H(t,go,zi)dt]Iog(z-zw
7L

(4.60)

{G(ZO,E,Z,E)(pf(E)

* *

o (VH (z9,7,2,7)dx

Sxe—ri

_TMS(T) H*(ZO,I,Z,Z)dT]|Og(7—§0),
Tl

elde edilir. Burada L, C yi igine alan D de basit kapali parcali diizgiin herhangi bir egri
ve L, L nin reel eksende goriintiistidiir; L ve L iizerindeki yonlerdirmeler C ve C

kontinumlar solundadir. Ug(x,y), D de tek degerli analitik bir fonksiyondur. Agik

gosterimin gerekli olmadiginda yazmaya gerek yoktur.

@0, P qog, (ol* fonksiyonlar1 dyle bir sekilde segilmelidir ki (4.60) D de tek degerli bir
fonksiyon olsun. Fonksiyonlar keyfi se¢ildiginde (4.60) genel olarak (Eo) dekleminin

cok degerli bir ¢oziimiidiir. Tek degerli ¢oziim gerekli ve yeterli kosul; z noktasinin ©

de herhangi kapali bir egri boyunca C kontinyumunun etrafinda bir kez dondiiglinde
(4.60) un denkleminin sag tarafinin ilk degerine donmesidir. Diger bir deyisle z li
herhangi bir yolda (4.60) denkleminin sag tarafinin artimi sifir olmalidir. Bunun anlami

D de her yerde

G(2,$0.2. 7)1 (2) - | er(t)H (t.$p. 2, 2) dt—G(20,Z,2, 2) ¢y (2)
Zp
+ f o (H (9,7,2,2)d -
¢o

[ OH 0,22t (4.61)
7z

1 %o, .
+— [ pg(t)H (z9,7,2,7)dt=0
27l O
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olmasidir. Burada ¢y(z) ve ¢ () fonksiyonlarmin ® ve ® de, ¢y(z) ve ¢p(L)

fonksiyonlar1 D ve D ’de holomorf oldugu unutulmamahdir. Asikar olarak (4.54) un sol

tarafi bu fonksiyonlarin se¢iminden bagimsiz olarak (Eo) nin D de regiier bir
¢oziimiidiir. Sonug olarak x, y degiskenlerinin kompleks degerli bolgesine analitik

olarak devam edilecek olursa Teorem 4.3.1 uyarinca

G(z,¢0.2.9)(2) - } P OH (8,$0,2,£)dt-G(z0,¢,2,$)p" (<)

Zp

¢ *
+ ] ot (H (Zo,T,Z,é)dT—%f(oo(t)H(t,Co,Z,C)dt (4.62)
50 7l L

+L-f(o*o(T)H*(Zo,r,Z,{)dr:O
27r|[

elde edilir. Burada z ve ¢, ®, ® de keyfi noktalardir. (4.61) ve (4.62) acik olarak

birbirine denktir.
Eger (4.62) de z =z, { =< yazip,

H(t,¢0.2.0) =0, H(zp,7.25,£) =0, (4.63)
denklemleri de g6z 6niinde bulundurulursa

2(20) =1 (0)- (4.64)
elde edilir. (4.62) de z =z,,{ = yazilmast ve (4.63), (4.64) kullanilmasi ile

¢1(Z)=aG(ZO,§0'Z’§O)—% [ (" (20,7.2.40) d,
L (4.65)

czi‘(;)=aG<zo,:o,zO,¢)—2im{¢o(t) H(t, <o, 70, <) el

elde edilir. Burada o, @ = ¢;(zg) = ¢ (o) olacak sekilde bir sabittir.

Simdi (4.65), (4.62) de yerine yazilirsa son denklemin her o ve D ve D de holomorf

»0(2), 9p(<) fonksiyonlari igin saglandigi kolayca goriiliir.

Yukaridaki sonuglardan (4.65) formiilii ¢y, ¢y, (08, (pl* , fonksiyonlar1 arasinda bir iliski

kurdugu agiktir. (4.59) tipindeki fonksiyonlarin bu iligkiyi saglamasi igin yeterli ve
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gerekli kosul (4.55) ile alakali olarak ® de ¢ift baglantili bolgede (Ep) denkleminin

regiiler ¢ozlimleri olmasidir.

(4.59) de (4.65) yerine yazilirsa;

@(2) = ¢ (2) +[aG(zp, S0, 2,40)—% [ 0(x) H' (29,7, 2,¢p)d ] log(z - 2),
L
(4.66)
P(&) = po(&) +[aG(29, o, Zo,éy)—ZLmlf_%(t)H (t, ¢, 29, )dt] log(¢ — &),

elde edilir. Burada o keyfi bir sabit, ¢(z) ve @p(¢) sirasyla D ve D’de holomorfik
olan keyfi fonksiyonlardir. Bu formiiller ¢(z), ¢" (&) analitik fonksiyonlari igin (4.55)
formiiliiyle birlikte (Eo) denkleminin © de regiiler ¢6ziimlerini veren en genel temsili

saglar.

Simdi de (oo,gof; fonksiyonlar1 ve tamimlanmis o Sabiti i¢in dereceyi diisiinelim.

Oncelikle D den bir kesit alalim ve basit baglantili D’ bélgesinde olusan (4.66) teki

logritmalarin herhangi bir dalin1 ele alalim. D de regiiler verilmis bir u(X,y) ¢ozimii
icin (4.66) tipinde ¢(2), @" () vew(z),w" (&) fonksiyonlart igin (4.55) formunda ifade

edilebilen iki sistemi olsun. Buradan X (z)=¢(2)-w(z), X () =¢ (&) -yw" (&)

fonksiyonlar1 D' de
z

0=G(2,0, 2. D2~ 2(t) H(t. Lo,z )t
0

+G(Zo,7,2,f)l*(f)—?}(*(‘[) H*(ZO,T,Z,Z)dt
0

bagintisini sagladigi agikardir. Bir 6nceki kisimda elde edilen sonuglar uyarinca
2(2)=Koyo(2), 2" (&) =Kowo($),
elde edilir. Burada K, keyfi bir sabit ve y(2),1($) ise ©,D de tamammen holomorf

fonksiyonlardir. Sonug olarak

w(2)=p(2)+Kowo(2), v () =¢"()+Kewo({)
dir.
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Boylece a sabiti, ¢(z), 0" (¢) swrasiyla Kowg(z) ve Kowp(¢) ilave terimiyle

tamimlanmis iken, u(X,y) ile tek olarak tamimlidir. Kolayca goriilebilir ki bu ilave

terimlerin ¢ ve " eklenmesi (4.66) deki temsilinin logaritmik terimlerini degistirmez.

@0(2) ve (<) fonksiyonlarin

?0(2) =0 (2)+a(2), ¢()=0ap(£)+a"(L) (4.67)

bigiminde yazalim. Burada Qy(z), qp(¢) fonksiyonlart ©, ® de holomorf ve

q(z), 9" (&) fonksiyonlart ise sirasiyla S, S de holomorftur. Burada S, C nin disindaki
tiim diizlemi gortermektedir. Eger q(z) ve q"(¢) nin sonsuzda sifira esit olmasi
(q(0)=0,q (0)=0) istenirse, (4.67) daki terimlerin tek olarak tammlandigi kolayca

goriilir. Dikkat edilirse o(z) ve p"(¢) ifadelerinde bulunan  Kgwg(2), Kowo(€)

terimleri ®, © holomorf olduklarindan dolayr q(z)veq#(z) fonksiyonlarinin

degerlerini  degistirmediginden  q(z) Ve qg(¢) fonksiyonlarina  eklenebilirler. Tiim

bunlardan; q(z) ve q*(&) nin u(x,y) tarafindan tek olarak tanimlandig ¢ikarilabilir.

(4.67), (4.66) da yerine yazilirsa ve

[do(t) H(t, $o, 20, Z)dt = [ dg(t) H (29, 7, 2, §p)d =0,
L L

esitligi kullanilirsa

9(z) =do(2) +9(2)

+[oaca(zo,a),z,§o)—Ziﬂi far (K (20,5 2,0)dlloglz-20),

. (4.68)
*(¢)=0(&)+9*(S)

+[0€G(201§o’20,§)—2im{ G H (t, £o.20.£) dlog(C — Co).

elde edilir. Burada o keyfi bir sabit, QO(Z)1QS(§) 'nin ©, ® de keyfi holomorf

fonksiyonlar, q(z),g*(¢) S,S de holomorf ve sonsuzda sifir olan keyfi
fonksiyonlardir. Bu formiiller bize ¢(z)ile ¢*(¢) analitik fonksiyonlar1 igin (4.55)

formiilii ile birlikte (Eo) denkleminin D de regiiller u(x,y) ¢Oziimiiniin en genel

56



temsillini verir. Yeniden « sabit ve; q(z),q*(¢) nin ilave Kgwg(z), Kowo(<)
terimleri ile tanimlanmis iken Q(z), q*(¢) fonksiyonlarinin u(x,y) ile tek olarak

tanimlandigin1 hatirlamak gerekir.

Boylece, (Eo) denkleminin ¢ift baglantili D (=9-C) bolgesinde regiiler olan kiimesinde

regiller olan tiim c¢oziimleri (4.55) tarafindan verilmistir. Burada ¢(z)ve ¢p*(<)

fonksiyonlar1 (4.67) seklindedir.
Simdi

50[4”0,(0(2)]=G(Z,§0,Z,§)¢?(Z)—z(0(t) H(t, 5o, 2,)dt

¢
90,0 (D] =G(z.¢0,2.0) 0*(2) - [ *(r) H(z9,7,2,{) d7
0

gosterimleri kullanilarak (4.55) formiilii simdi

u(x,y) = @lco. (D) +p*[29,0* ()] (z2=x+ly, =x-1ly) (4.69)
olarak yazilabilir. Burada ¢(z) ve @*(¢)  (4.67) formunda fonksiyonlardir. Bundan
dolay1 (4.69)

u(x,y) = 9[o. o (2)1+ £ *[29,4p(<)]
+ap[£0.6(29,40,2,£0)100(z - 29) |+ @ 9" [ 20,G (29, 0. 20, ) 109(¢ - $0)]

+S{§o, a(z) {2%” I%q*(r) H*(zp,7,2, g“o)erlog(z - zo)} (4.70)

% * 1
+§ {Zo,q (C)—(Z—ﬁiIQ(t)H(t,Co,Zo,C)dT}OQ(C—Co)}
L
olarak yazilabilir, burada &' =Z dir. ¢ =7y yazilirsa

9[20.G (20,29, 2,79) 109(z — 20) |+ 9" [ 20, G (20, Zp. 29, 7) 109(Z — Z) ]
=-270(X, Y, X0, Yo) +U" (X, Y)

elde edilir. Burada w(X,y,Xq,Yo), Zg=Xg+iyg noktasinda bir kutuplu, (Eo¢) nin

(4.71)

*

normalize edilmis standart temel ¢oziimidir (Bkz. §4.1) ve u D de bir regiiler

¢oziimdiir. U™ (x, y) + {20, 90(2)]+ " [20, Gl Z0. £)] fonksiyonu (Eo) denkleminin D de
regiiler bir ¢ozlimiidiir. Dolayisiyla (4.29) yardimiyla

u(x, )+ 120, 6o (2)]+ ¢ *[20, 4 ()] = 10, Po(2)]+@*[0, P ($)] (4.72)

57



elde edilir. Burada pg(2), pS(é’ )sirastyla ®, D de holomorf fonksiyonlardir. Simdi
(4.71) 1 (4.70) da yazilip (4.72) kullanilirsa

u(x, y) = 0, po(2)1+ @ *[0, po(£)]+ Bex(X, ¥, X0, Yo)

+so{50,q<z>{21”i I q*(T)H*(ZoaT,Z,EO)dT}Og(Z—Zo):I
(4.73)
+50{70’q*(§)—[2%i EOI(t)H(tjo' Zo’C)dt}Og(?—TO)}
(z=x+1y, {=x-1y)
elde edilir. Burada B keyfi bir sabit (3=-2na), z C kontinumunda herhangi sabit bir

nokta, w(x,y,Xg,Yo), Zo=Xg+iyg da kutuplu (Eo) denkleminin standart (normalize

edilmis) temel ¢6zimudiir. pg(z), pS(C),@,@’de holomorf fonksiyonlar; q(z), q*(g)

S, S de keyfi holomorfik fonksiyonlardir ve sonsuzda sifirdirlar. S, tiim diizleme gore

C nin tiimleyenidir.

Sonug olarak asagidaki teorem ispatlanmis olur;

Teorem 4.5.1. (E,) denkleminin ¢ift baglantili D (=©-C) bolgesinde (4.73) ile verilmis
tiim ¢oziimleri regiilerdir. Burada pg(z), pp(<), ©, D de keyfi holomorf fonksiyonlar,

B keyfi bir sabittir, q(z),q"(¢), S,S de keyfi holomorf fonksiyonlar ve sonsuzda
sifirdir, f3, q(z), 9*(£) ise u(x,y) ile tek olarak tammlanmir, py(z) ve pp(<) ise

sirastyla Koy (2) ve Kowg (<) ilave terimleriyle tanimlanmustir, burada K, keyfi bir

sabittir.

Simdi genel duruma yani, D’nin herhangi bir (m+1) baglantili bolge olmasi durumuna
donelim. Bu kismin basinda kullanilan gosterimleri hatirlayarak, (Eo) nin herhangi bir
u(x,y) ¢oziimiiniin (4.54) formunda yazilabilecegi sdylenebilir. Diger bir deyisle

ux,y) =ug(X, y) +u (X, y) +...+upn (X, y) (4.74)

dir. Burada up, (Eo) denkleminin Dg de regiiler ¢oziimii ve Uj ... up iSe sirasiyla Dy ...

Dm de regiiler ¢coziimleridir. Dy, ..., Dy, ¢ift baglantili bolge iken (4.73) yardimiyla
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uy (X, ) = [0, px (2)]+ 9710, Py ()} + Bca(X, Y, X, Yk)

+50[7k,Qk(Z)[2iﬂi_f ok (DH" (%, 7,2, %) d T}09(2 - Zk)}
. (4.75)
1

+<§0{Zk,qz(§)—[27[i

] q;(t)H(tikvzk'()dt}og(i—fk)]
L

(z=x+1y, ¢ =x-1y),

yazilabilir. Burada py(z), px(¢) ©,D de holomorf fonksiyonlar, Py lar sabittir,

qx (z) ve q[:(g“) sonsuzda sifir Sy, S da holomorf fonksiyonlardir. Sy, Cy disindaki

diizlemin bir pargas1 ve z,, = X +iyy i€ Cy (k =1..., m) de sabit bir noktadir.

(4.75) , (4.74) de yazilirsa

)= S At ¥ X 90+, P10, 1 (C)

L [ ag(D) H (z¢ T 2, Zk)dT]mg(zzk)}
(4.76)

m
+Z£{Tk,Qk(Z)[ |
k=1 27Z'| Lk

% [ @) H(t Z, ¢) dtllog(é—fk)}
7l Ly

+g@*[2k1q;§(§)—£
k=1
(z=x+1y,{ =x-1ly)

elde edilir. Burada p(z), p*(¢) @, ® ’de holomorf fonksiyonlardir ve ayrica

@I0, p@)]1+e°[0, P (£)]=Ug(X, y) + k%{SO[O, Pk (D)1+ 0710, P (1

kosulunu da saglamaktadirlar. Denklemin sag tarafinin (Eg) denkleminin bir ¢6ziimii
olmasindan dolay1 bu tiir fonksiyonlarin varlig: sikardir.

Bi... By Sabitlerinin ve ¢, ...,0y; of,.., 0y fonksiyonlari p, p* fonksiyonlari
sirastyla ilave Kyo(2), Kog(z) terimleriyle tanimlanmis oldugundan u(x,y) nin

terimlerinde tek olarak ifade edilebilecegi kolayca gosterilebilir. Burada K, keyfi bir
sabittir.

Sonug olarak asagidaki teorem elde edilir:
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Teorem 4.5.2. D, timleyeni m+1 kontinumdan (Co, C;... Cp) olusan ¢ok-baglantili bir
bolge olsun. Burada Cy sonsuzdaki noktayr bulunduran, geri kalanlari ise sinirh

kimeler olsun. z, =x +iyy, Cyx(k=12,..,m) de sabit bir nokta olsun.
Dp=D+C;+...+Cp, , Di=®-Ci (k=1,...,m) olsun burada ®,

E(u) = Au+a(X, y)Z—u+b(x, y)S—u+c(x, y)u =0, (Eo)
X y

denkleminin D, boélgesinini bulunduran bir temel bolgesidir. Sy ise Cyx (k =1, ...,m)

kontinumlarininin disinda olan sonsuz boélgelerdir. Orjin © de olsun. Bu takdirde (Eo)
denkleminin © de regiiler olan tiim ¢oztimleri (4.76) formiilii ile verilmistir. Burada, p,

p~ keyfi fonksiyonlar1 ©,® de holomorftur, 1 ... Pm keyfi sabitler; t(2)...qm(2) ve

ql(C)...q*m(C) ise swrastyla S; ... Sy ve S;..., S, de sonsuzda sifir olan keyfi

fonksiyonlardir. B1 ... By sabitleri ve ql,...,qm,q*l...,q;,k1 fonksiyonlar1, p,p* ilave

Koo (2), Koo(z) sekline sahip ilave terimleri ile tanimli olduklarindan, u(x,y) nin
terimlerinde tek olarak ifade edilebilir. Eger p, p” sabitleri p(0)=p (0) kosuluna bagl ise
K, = 0olurkip, p tek olarak tanimlidir.
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5. REEL KATSAYILI DENKLEMLER VE BAZI OZEL ORNEKLER

Simdiye kadar hep genel durumu yani (Eo) denkleminin katsayilarinin ve ¢6ziimlerinin

kompleks degerli olma durumlar1 incelendi. Bu béliimde katsayilarin ve fonksiyonlarin

reel olma durumu ele almacaktir ve Au+A2u=0 ile (1+ X2 + yz)Au +4n(n+1)u=0

denklemleri i¢in tiim reel regiiler ¢éziimleri veren formiil tiiretilecektir.
5.1. Reel Katsayih Denklemler

a(x,y), b(x,y), c(x,y) katsayilar1 reel x, y degiskenlerinin reel analitik fonksiyonlari

olmasi1 durumunda

ou ou
E(u)=Au+a(x,y)—+b(x,y)—+c(x,y)u=0 E
(u) +(y)ax+(y)ay+(y) (Eo)
denklemini ele alalim. Bu denklem
qu ou ou
F(u)= +A(z,0)—+B(z,)—+C(z,Hu=0 Fo),
(u) c2oc ( 4)82 ( g)ag (z,¢) (Fo)

kompleks formunda yazilabilir. Burada z =x+1y,{ =x—-1y, A= % (a+ib),

1 . _1

B = Z(a —ib),C = 2 ¢ dir.

Buradan agiktir ki, ¢ =7 oldugunda C reel degerler alirken A ve B konjuge kompleks
esleniktirler.

Asagidaki iki lemma ispatsiz verilmistir. Ispatlar1 I. N. Vekua [1939] sayfa 191-193’te

bulunabilir.

Lemma 5.1. x ve y reel degiskenleri i¢in f(X,y) ve g(x,y) analitik fonksiyonlari
kompleks eslenik ise,

m-+n m+n
O T 279 mn=012..)
ozM o a"oc™

tirevleri de x ve y reel degiskenleri igin kompleks esleniktir.
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Lemma 5.2. x ve y reel degiskenleri i¢in f(X,y) fonksiyonunun bir T bolgesinde reel
reel degerler almasi igin gerek ve yeter kosul herhangi m, n degerleri igin

am-f—n f 6m+n

g
az™oc" azoe™

tirevlerinin T nin bir (X Yo) noktasinda kompleks kompleks eslenik olmasidir.

Simdi asagidaki teoremi ispatlayalim:

Teorem 5.3. Reel katsiyili (Eo) denkleminin Riemann fonksyionu G(t, 1, z, <),

1=1,=7 (tz € ©, D) oldugunda reel degerler alur.

Ispat: G(t, 1, z,¢) asagidaki kosullar saglar. (Bkz. Kisim 3.2)

0°G oG oG

@+A(z,§)E+B(z,§)g+C(z,g)G—0, (5.1)
oG I

%+A(t,§)6_0, z=t igin

%+ B(z,t1)G=0, ¢ =7 igin (5.2)

G=1 z=t,{=1
t=£+in ve t=&—in olsun. Burada (&, m) © bolgesinde bir sabit noktadir. (5.1) ve

(5.2) den 0G/ozve dG /0S4 nin komplex eslenik deger ve AG ’nin (&, m) noktasinda
reel deger aldig1 goriiliir. Kolayca gosterilebilir ki, (5.1) ve (5.2) nin tiirevlenmesiyle

(£, m) noktasinda Lemma 5.2. nin tiim kosullarinin saglandigi goriiliir. Boylece teorem

ispatlanir.

D, © ‘de basit baglantili bir bélge olsun. u(X,y) (Eo) denkleminin D de regiiler reel bir

¢oziimil olsun. Simdi (4.24) yardimriyla

u(x, y)=ocoG(zo,70,z,E)
z o z o, B (5.3)
+ | ©)G(t, 7y, 2, Z)dt + [ D (1) G(zg,7,2,Z) d7
4y 2y

yazilabilir. Burada zo D nin sabit bir noktasidir.
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ag=U(z9,7p), ®(2)=

oJU(z, Z 7 7
%jt B(z, 7p)U (2. 7p),

oU (z9,¢) (5.4)
@' (=2 A N @ O),
U(L()=U[%,%j (5.5)
dir.

Eger U(z, zy) veU (zg,¢) sirastyla zg Ve 7 noktalarinda Taylor serilerine gore agilirsa,

(5.4) ve (5.5)’dan, Lemma 5.1 ile ®(z)ile ®*() nin ¢ =7 igin kompleks eslenik
degerler aldig1 goriilebilir. Ayrica, ag bir reel sabittir. Buradan Teorem 5.3. uygulanirsa
(5.3),

z
ux,y) =agG(z9,2p, 2, Z) +Re | ®(1)G(t, Zp, z, Z) dt

20
olarak yazilabilir.

Bu formiil, oy nin keyfi reel bir sabit ve ®(z) D de keyfi bir holomorfik fonksiyon
oldugunda D de (Ep) denkleminin tiim reel ¢éziimlerini verir, a, ve ®(z) u(x,y) ile

tek olarak tanimlidir.

(4.29) ile baslayarak
z
ux,y)=Re| G(z, 7y, 2, 7) Dg(z) - | Po(t)H (L, Zp, z, Z)dt (5.6)
Zy
formiiliinii elde etmenin zor olmadigi gorilir. (5.6) formiili, ® de regiler (Ep)
denkleminin tiim reel ¢dziimlerini verir. Burada ®q(z) fonksiyonu
D (z9) =Po(z9) (29 €D)
sartryla U(X, y) anlaminda tek olarak tanimlidir ve gergekte (4.28) yardimiyla
Dq(2) =2U(z,7p) -U (29, Zp) G(29, Zp, 2, Zp)
dir.
Ozellikle zg =0 oldugunda:

Dy (2) = ZU(% z,z/2i)—u(0,0) G(0,0, z,0)
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elde edilir.

(Eo) nin reel ¢oziimlerinin bir kistm genel temsilleri elde edilmis olsa da, bunlarla
kendimizi sinirlamamamiz gerekir.

Simdi ¢ok baglantili bolge durumunu goézoniinde bulunduralim. D ¢ok baglantili bir

bolge, tiimleyeni m+1 kontinum Cy.Cy -, Cy ibaret olsun.
7 =% +iy C¢ (k=1,...,m) da sabit bir nokta olsun. Dp=C+Cy+..+Cp, (Eo)

denkleminin temel bolgesi D ye ait olsunlar. Simdi kolay bir sekilde (4.75) yardimiyla

D de regiiler (Eo) denkleminin tiim reel ¢oziimlerinin

0 Y) = 3 Bt v, xie ) +Re {0, P2

L [ ax(DH (z, 1,2, Tk)dT}Og(Z— Zk)]

m
+2 s{Tk,Qk(Z)—(z |
k=1 L

(ak (1) = gy (x), te Ly, k=1,2,..., m)

ile verilebilecegi gosterilebilir. Burada p(z) Do da keyfi holomorfik fonksiyon; B,..., Bm
keyfi reel sabitlerdir, Qi(z),...,qm(z) sonsuzda sifir  Si,....Sy, de holomorfik
fonksiyonlardir. Burada Sy, C, (k = 1,2,---,m) disinda sonsuz bolgelerdir, £, g, (k =

1,2,:--,m) u(x,y) ile tek olarak tamimlanmislardir, p(z) fonksiyonu ilave olarak

p(0) = p(0) sartryla tek olarak tanimlidir.

5.2. AU+ A%u =0 Denkleminin Coziimlerinin Genel Temsilleri

Bu kisimda yukarida elde edilen sonuglar1 Kisim 3.3 te karsilagilan
Au+2%u=0, (A= sabit) (5.7)

denklemini incelemek igin kullanilacaktir. Bu denklemin Riemann fonksiyonu

G(t,7,2,¢) =Jo(A(z-1) (£ -7))

dir. Buradan (4.24) yardimiyla, (5.7) denkleminin basit baglantili T bolgesinde regiiler

tiim ¢oziimleri
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z ¢
U=ag Jg(Ar)+[D(t) JO(/%M(Z —t))dt+ ICD*(r) Jo(Az(¢-1))dr 5.8)
0 0 :

(z=x+1y,{ =x-1ly;r=z|)

olarak yazilabilir, burada oo keyfi bir sabit, ®(z), ®*(¢) swrasiyla TveT de keyfi

holomorf fonksiyonlardir ki, u(x,y) ile

ag =u(0,0), ®(z) :%u(%z, 212i), ®*() =%u(%§)

formiillerince tanimlanabilir. Burada, genelligi kaybetmeksizin orijinin T de oldugu

kabul edilmelidir.

Eger A reel bir sabitse, basit baglantili T bolgesinde regiiler olan (5.7) denkleminin tiim

reel ¢oziimleri

u(x,y) =eagdo(Ar)+ Re? CD(t)JO(/L/Z(z —t))dt
0

bi¢iminde yazilabilir. Burada o keyfi bir reel sabit, ®(z) T de regiiler keyfi bir

fonksiyondur.

Simdi

z ¢
Dg(2) =%a0 +[Dd@)dt ve Dp(L) =%ao +] ®*(1)dr
0 0

fonksiyonlarmni ele alalim. Asikar olarak sirasiyla T ve T de holomorf ve

g (0) = 0" (0)
kosulunu saglarlar.

Simdi (5.8)
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(%, Y) = o 2) - [ @0(1) & Jo (A2 -D)
0

¢
+05(0)- ] 059 = I ) de (5.9)
0

(z=x+1y,{ =x-ly)
formuna indirgenebilir. Eger A reel bir sabit ise, (5.9) dan T de regiiler olan tiim reel

¢oziimleri elde etmek icin @(¢) = Pp(L) yazilmalidir.

Orijin merkezli yildizil bolgelerde (5.9)

1
u(x,y) =ug(x,y)—Jug(xt, yt)gJo(/Ir«/l—t) dt (5.10)
0

bigiminde yazilabilir, burada ug(x,y)=®y(z)+®y(Z) dir. Asikar olarak ug(X,Y)

genelde T de kompleks harmonik bir fonksiyondur ve herhangi bir bu tiir fonksiyon T
de regiiler olan, (5.7) denklemini ¢6ziimii ile (5.10) yoluyla baglantilidir. Kolayca

goriilebilir ki ug, u(X,y) anlaminda tek olarak tanimlidir. X=r cos@, y=rsiné polar

koordinatlar1 (5.10) da yazilirsa
r 0

u(1.0) =] (. 0) 2 3T =) dp (5.11)
0

elde edilir ki bu bir Volterra integral denklemidir. Sonug olarak ug , u(x,y) cinsinden tek
olarak ifade edilebilir. (5.11) denklemi agikga ¢oziilebilir ve

r
(1,0 =u(r, 0+ u(p 9)%§Jo(ix//?(p—f))d,0 (5.12)

doniisiim formiilii gegerlidir. Ispat: 1. N. Vekua [1945a] da bulunabilir.

(5.12)

_ 1, 1 ur,e) —
uo(r,e)—u(r,0)+2/1r(j)mll(/m/t(l t)) dt.

olarak yeniden yazilabilir. Burada I imajiner argumanli birinci ¢esit Bessel

fonksiyonudur. Bu kartezyen koordinatlarina doniistiiriiliirse bu formiil
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Uo(x,Y) =U(x )+ Lo % 1, (Ar EA-1)) dt (5.13)

olarak yazilabilir.

(5.7) denkleminin herhangi bir u(x,y) regiiler ¢6ziimii ug(x, y) hormonik fonksiyonu ile

(5.13) aracilig ile iliskilendirir.

(5.10) formiiliiniin herhangi bir boyuttaki uzaya genellestirilebilecegine dikkat edelim.
Aslinda,

1 Tn-
U(Xq, s X ) = U (Xq, s Xny) — JUg (Kt ovy X))t 2 J o(Ary/1-t)dt (5.14)
0
ifadesi
2
n
AUO = —a uZO =0
k=1 OXj

Laplace denklemini saglayan herhangi bir ug(x, ..., X,) fonksiyonunu

2
Ay +A%u = z o"u > 22u=0

k 1an

denkleminin ¢oziimiiyle iliskilendirir. Burada r = «fxlz + x% +. xﬁ dir.

(5.14) formiilii ayrica
1

1 ~(n-
uo(xl,...,xn):u(xl,...,xn)+%/1r£u(x1t,...xnt)t2 l,(ArJt@-t) t)m

formuna doniistiirebilir. Bu formiiller I.N. Veuka [1942c¢], [1945a] da tiiretilmistir.

Farzedelim ki (5.10) da u0=1/27zlogllr,r=«/x2+y2 yazdik. Eger x, y

X—Xg, Y— Yo ile degistirilirse

1
(X, Y, X9, Yo) :LJO(M) Iog£+i | IothJo(irxfl—t)dt
27 r 2r 0 ot

elde edilir. Burada r = \/ﬂ(x— xo)2 +(y— yo)2 dir.
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Bu (5.7) denklemininin (xg, yg) noktasinda kutuplu bir temel ¢dziimiidir. 1 —0
oldugu zaman 1/ 27 logl/v elde edilir, yani, Laplace denkleminin temel ¢oziimii elde
edilir.

Kolayca gosterilebilir ki
1 1 1.

@ =—=Yy(Ar)+—1Jg(Ar)log—-1e (5.15)
4 2z 2

olur. Burada Y, ikinci tip sifirnci mertebeden Bessel fonksiyonudur ve y
-I'(2) =0,5772157... Euler sabitine esittir. Burada agiktir ki, (5.15)’nin sag

tarafindaki ikinci ifade regiiler ¢oziim oldugu siirece Yo(Ar) (5.7) denkleminin temel

¢Ozimiudiir.

Simdi de ¢ok baglantili bolgelerde durumu ele alalim. D, tiimleyeni m+1 kontinum

(Cg,Cy, ..., Cryy) iceren gok baglantili bir bolge olsun, burada Co sonsuzda bir noktay:

bulundurur geri kalani ise kapali kiimelerdir. Simdi, (4.75) genel formiiliiyle, D de

regiiler olan (5.7) denkleminin tiim ¢oziimleri
m
u(x,y) = kZlﬂkw(X, Y: X Vi)

+ kgo{w (2) —E(ok (t)gJo(ﬂ«/(f—zk) (z-1))dt (5.16)
+cz>[f(5)—:[J o (1) %Jo(l,\/(z—zk)(i—r))dr}

formundadir. Burada z, D de sabit bir nokta, z,, (zx =x¢ +iyx, k=1..,m) C, da

sabit noktalar,  f,..., By Kkeyfi sabitler, (X, vy, %, Yk), (X, Yx) noktasinda bir
kutuplu temel ¢oziim, ¢, ¢y sirastyla Dy =D+C; +...+Cp, Ve Dy da keyfi holomorf

fonksiyonlar, ¢ (z), ¢y (¢) fonksiyonlar ise
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. ! q&‘(r)gao(w(z—zk)ck—r))dr log(z - 2,)

¢k(2)=Qk(Z)(

* " 1 0 = _
(<) =QK(§)[% ] Qk(t)aJO(/Ix/(C_Zk) (z¢ —1)) dt |log(& —7) (5.17)
Lg
(k=1,...m)
seklindedir. Burada ¢y (2), (of: (&) swasiyla Sy, Sy da keyfi, holomorf, sonsuzda sifir

olan fonksiyonlardir. Sy, Cy nin disinda sonsuz bir kiime, L, D’de herhangi bir kapali

pargal1 diizgiin bir egridir. D’nin C, kontinumu diger kontinumlardan C j(J#k) ayn

olsun.

(5.17) formiilii

¢k(z)=qk(2)+[2iﬁi_f ok (1) Jo(A(z - ) (2 — 1)) d7 |log(z - )
Ly

(DE(C)=QE(§)+[2Lﬂi ] Qk(t)Jo(ﬂx/ﬂ(g—fk) (z¢ —1)) dt [log(¢ —7);
Ly

formunda yeniden yazilabilir. Burada L, ve L, ’daki integraller pozitif yonde
alinmistir.
Eger A reel bir say1 ise; (5.7) denkleminin D de regiiler tiim reel ¢éziimlerini elde etmek

icin (5.16) da g, reel sayilar olmali ve ¢y (Z)=¢(z) (k=0,..,m) olmalidir, bu

verilen son kosullar qy (Z) = qy (2) (K =1,..., m), @ (Z) = @y (2) ile esdegerdir.

69



53. 1+ X2 + yZ)ZAu +4n(n+1u =0 Coziimlerinin Genel Temsilleri

Bu kisimda,

4n(n+1)

AU+ ——F———
@+ X2 + y2)2

u=0 (n sabit)
denklemini alalim. Bu denklem

1 1 .
X= tanEHCOS(p, y= tanaesm(p

degisken degisimi doniislimiiniin bir sonucu olarak

2
ii siné?a—u + ! a—u+n(n+1)u:0
sing 060 00 ) sin?0 9¢?

denkleminden elde edilmistir. (5.18) denklemi kompleks formda

2
o°u N n(n+1) U=0
020 (1+120)?

olarak yazilabilir. Burada z =Xx+1y, ¢ =x—iy dir.

(5.18) denkleminin Riemann fonksiyonu (Kisim 3.2 ye bakiniz)

G(t1,2,0)= pn((l—zé”)(l—tr)+221:+2§tj

(1+z<)(@+tr)

dir. Burada P, birinci ¢esit Legendre fonksiyonudur.

(5.18)

(5.19)

(5.18) denklemi icin temel bolge, ze ©,¢ € D igin 1+2¢£ #0 Szelliginde diizlemde

herhangi bir basit baglantili ® bélgesi almabilir. Ornegin kiime |z|<1 dairesi veya

Im(z)20 yari diizlemleri olabilir.

D, © de basit baglantili bir bolge olsun. (5.18) denklemnin D de regiiler olan tim

cOziimleri
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ux,y) = aohy G;ig} g D) P, (%} dt

& . 1-2¢ +221
+ (J;CD ('C) Pn (Wjd'f

(5.20)

olarak yazilabilir. (Bkz.(4.24)), burada z=x+iy,¢ =x—iy, ¢ keyfi bir sabit,
d(z), ®* (&) D,D de u(x,y) cinsinden

ag = U(O, 0),

D(2) :%u(%z, z12i), ®*(¢) :dd—gu(%g”, %ig)

olarak tanimlanmis keyfi holomorfik fonksiyonlardir
Genelligi kaybetmeksizin orijinin D de oldugu acikga kabul edilir.
Simdi,

(Do(Z) = %(XO + _.Z.q)(t) dt,
0

* 1 1 ¢ ’
®0(§):§(§):an+ [@ (r)dt
0

fonksiyonlarini sunarak (5.20)

1-z4+24t dt
1+24

u(x,y)=q(z) - ? ‘Do(t)g P (
0
(5.21)

g _
030~ ] 00 =Py (de
0 T

1+ 24
olarak yazilabilir. Burada ®q, @

©0(0) = @5(0)

kosulunu saglarlar.

Eger u reel bir ¢oziim ise ®(¢) = Pp(L) yer degistirmesi yapilmalidr.

(5.21) ¢Oziimii ayrica
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u(x, y) =Ug(x, y) - }uo(xt, yt)% P [X +(@—X)t]dt (5.22)
0

olarakta yazilabilir. Burada ug(x, y) keyfi bir harmonik fonksiyon ve

X _1—zg“_1—x2—y2

= = =C0s@
1+28 1+x% +y?

dir.

Kolayca gortilebilir ki bu formiil tiim orijin merkezli yildiz sekilli bolgeler icin saglanir.
Diger bir deyisle bu bolgede regiiler olan (5.18) in tiim ¢6ziimleri (5.22) formunda
yazilabilir ve tersine, verilmis herhangi bir harmonik fonksiyon (5.18) denkleminin
regliler bir ¢éziimii ile iliskilendirilebilir. Yildizil sekilli kiimeler, (5.18) in temel

bolgelerinden de genis olabilir.

r= «/xz + y2 olmak fiizere, X,y Yyerine X-—Xy,y—Yo VYyazdiktan sonra
Ug =1/ 27 logl/ ryi (5.22) de yerine yazilirsa

1 1 11 0
(X, Y, %o, Yo) = P,(X) IogF+Z (j)logta P [X +(@—X)t]dt (5.23)

elde edilir. Burada X:(l—rz)(l+r2)_l, r:\/(x—xo)2+(y—yo)2 dir. Bu (5.18)
denkleminin  (xg,Yp) noktasinda bir kutuplu bir temel ¢oziimiidiir. Bu ¢dziime

herhangi bir regiiler ¢6ziim eklenirse yine bir temel ¢6ziim elde edilir.

r? = @-X) 1+ X)_1 gercegi kullanilirsa, (5.23),

(%, Y, Xo1 Yo) = %Qﬁ(x)

olarak yazilabilir. Burada

Q;’,‘(X)zlpn(X)log“X +(1-X) }IogtPr',[X +(1-X)t]dt
2 1- X 0

dir.

Kolayca Qn(X)in
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2
(1—x2)d—32’—2x j—;+n(n+1)Y -0
dX

Legendere denkleminin P, (X)den lineer bagimsiz bir ¢oziimii oldugu gosterilebilir.

Boylece asikar olarak,

Q;(X) =Qn (X) +70P (X)
dir. Burada Q,(X) ikinci cesit Legendre fonksiyonudur. (Bkz. Whittaker and Watson
[1950], syf. 109 ) Burada agiktir ki

7o=[%Pn(X)|09%—Qn(X)L:1

dir.

Qn G_ Zg} =Qp(cosd), (5.19) denklemini sagladigindan
+Z

o 1-2z4) Q-tr)+2z1+2t¢
n 1+2¢) 1L+t7)

fonksiyonu yine bir ¢6ziimdiir. (Bkz. Kisim 3.3.).

Cok-baglantili bolgelerde (5.18) denkleminin ¢oziimleri ig¢in formiilleri alintilamaya

gerek yoktur, ¢iinkii bunlari elde etmek kolaydir.
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