KONFORM DONUSUMLER VE KONFORMAL MODUL — A. FARUK KOCUM

OZET

Bu caligma esas olarak, kompleks fonksiyonlar teorisinde dnemli bir yer tutan,
fen ve miihendislikte bir ¢ok uygulama alanit olan konform doniisiimleri ayrintili
inceleme temeline kurulmustur.

Calismamiz dort boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde, diger bdliimlerde
kullanilacak olan temel tanim ve teoremler verildi. ikinci béliimde konform doniisiimiin
tanim1 diffeomorfizme bagli olarak verildi. Kompleks diizlemde bir bolgede konform
olma o6zelligi analitiklik ve iinivalent olmaya bagli olarak ifade edildi. Genisletilmis
kompleks diizlemde konform doniisiimlerin tipi belirlendi. Konform doniisiimlerin
temel teoremi sayilan Riemann doniisiim teoremi verildi.

Uciincii  béliimde, konformal modiil tanimlanarak bazi &zellikleri verildi.
Konformal modiilden faydalanarak Riemann doniisiim teoreminin genellemesi olan
birim dairenin konform genislemesiyle ilgili Caratheodory-Osgood teoreminin modern
ispat1 verildi.

Son boliimde, poligonlar {izerine konform doniisiimler i¢in Schwarz-Christoffel
formiilii verilerek ¢esitli uygulamalari1 yapildi. Ayrica basit baglantili bolgeler arasinda

konform doniisiim o6rnekleri verildi.

ANAHTAR KELIMELER: Konform Déniisiimler, Konformal Modiil ve Univalent

Fonksiyonlar.



CONFORMAL MAPPINGS AND CONFORMAL MODULUS - A. FARUK KOCUM

ABSTRACT

This work as bases is established investigation based on conformal mappings,
which are taken an important place in complex analysis and which have applications on
science and engineering.

Our work is formed by four chapters. In first chapter, basic definition and
theories, which will be used in other chapters, were given. In second chapter, definition
of conformal mapping was given depending on diffeomorphisms. In the complex plane,
the link between the conformal mappings and analytic univalent functions was
established. In the extended complex plane, the type of the conformal mappings was
determined. Riemann mapping theorem, which is fundamental theorem in the conformal
mappings, was given.

In third chapter, conformal modulo was defined and its some properties were
given. Glasses of functions which typically real, one direction convex and star like are
defined and features of these functions are examined. Upper bound for maximum
modules of these functions and its derivatives were given. The modern proof of the
theorem Caratheodory-Osgood which is generalization of Riemann mapping theorem
was given.

In last chapter, the Schwarz-Christoffel formula and its applications were given.

Also, conformal mappings examples between simple connected were given.

KEYWORDS: Conformal Mappings, Conformal Modulus and Univalent Functions.



1. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde, ileriki boliimlerde kullanilacak olan bazi temel tanim ve sonuclar

verilecektir. Bu sonuglardan bazilar1 6nemine binaen ispatlanarak verilmistir.
1.1. Kompleks Diizlemin Topolojisi

z,, C kompleks diizleminde sabit bir nokta ve 0 <r < oo olmak iizere
Azy,r)={z:|z—z,|<r}
A(zg,r)={z:|z—z,|<7}
N (zyr)={z:0<|z—2z,|<7r}
OA(zy,r)={z:|z—z,|=7}
kiimelerine sirastyla z, merkezli ve r yaricapl acik disk , kapali disk , delinmis acik

disk ve ¢ember denir (Pakla 1991).

AcC ve ze 4 igin A(z,r) < A olacak sekilde bir » >0 sayis1 varsa z

noktasina A kiimesinin bir i¢ noktas:, biitiin noktalar1 i¢ nokta olan bir kiimeye a¢ik
kiime ve tlimleyeni acik olan kiimelere de kapali kiime denir.

Bir 4 < C kiimesini bulunduran kapali kiimelerin en darma A kiimesinin

kapanisi denir ve A ile gosterilir. 4 kiimesinin bulundurdugu en genis agik kiimeye,

baska bir deyisle A4 kiimesinin biitiin i¢ noktalarinin kiimesine A kiimesinin i¢i denir ve
A ile gosterilir.

A < C olmak tizere her bir A(z,r) agik diski ile 4 ve 4 nin tiimleyeni olan A’
kiimesinin kesisimi bos kiimeden farkli ise ze C noktasina A kiimesinin bir sinr
noktast denir ve A4 kiimesinin sinir noktalarinin kiimesi 04 ile gosterilir. Gergekte
0A=A- ;1 dir.

(z,) kompleks sayilarin bir dizisi olsun. Her & >0 sayisina karsilik #n > n,

ozelligindeki biitiin » dogal sayilar1 i¢in z, € A(z,,&) olacak sekilde bir n, dogal



sayis1 varsa (z,) dizisine z, noktasina yakinsaktir denir ve bu durum limz, =z,

n—>0

veya z, — z, ile gosterilir. (z,) kompleks sayilarin bir dizisi olmak lizere bir z,
noktasiin her A(z,,&) komsulugu dizinin sonsuz ¢oklukta terimini bulunduruyorsa z,
noktasma (z,) dizisinin bir yigi/ma noktas1 denir. Limit ile kapanis arasindaki su sonug

onemlidir: z, € 4 olmasi igin gerek ve yeter sart limz, = z, olacak sekilde 4 da bir

n—®0

(z,) dizisinin mevcut olmasidir.

A c Colmak tizere f: A — C bir fonksiyon ve z, € 4 olsun. Here >0 sayisi
i¢in

JTANA(z,,0) ] cA(f(20),6)
bagintisin1 saglayan bir 6 = 5(¢&,z,) >0 sayisi varsa f fonksiyonuna z, noktasinda
stireklidir denir. Eger her z € A4 noktasi i¢in
STANA(z,0)]cA(f(2),¢)

olacak sekilde bir 6 =5(&) > 0 sayist varsa f fonksiyonuna A4 kiimesinde diizgiin

stireklidir denir. Eger limz, =z, iken limf(z,)= f(z,) ise f fonksiyonuna z,

noktasinda dizisel siireklidir denir. C kompleks diizleminde dizisel siireklilik ile
stireklilik bir birini gerektirir.

A c Colsun. Her z € 4 igin | z |[< m < o olacak sekilde m >0 sayis1 varsa A4

kiimesine sinmirlidir denir. Bir 4 c C kiimesinde her dizinin yigilma noktasi yine 4
kiimesinde ise 4 kiimesine kompakt veya dizisel kompakt denir. C de kompaktligin
genel tanimu ile dizisel kompaktlik tanimlar1 denktirler. Genelde bu denklik biitiin
metrik uzaylar i¢in gegerlidir. Ayrica, C de bir kiimenin kompakt olmasi i¢in gerek ve
yeter sart kapal1 ve smirli olmasidir. Bu durum ise biitiin Oklid uzaylarinda gecerlidir.

C de bir 4 kiimesi ayrik agik iki kiimenin birlesimi seklinde yazilamiyorsa A4
kiimesine baglantili, agik ve baglantili bir kiimeye de bdlge denir. Eger bir bolgenin
tiimleyeni agik ve baglantili ise bu bolgeye basit baglantili bolge denir.

a<t<b araliginin z =¢(z) siirekli fonksiyonu altindaki resmine C de bir yay
veya egri denir. Her te[a,b] icin ¢'(¢) #0 ise egriye diizgiin egri denir. Eger egri
[a,b] araliginda diizgiin degil fakat [a,b] nin alt araliklarinda diizgiin ise egriye parcali

diizgiin egri denir. Eger bir egri sonlu uzunluga sahip ise bu egriye diizeltilebilir



(rectifiable) egri, kendi kendini kesmeyen egriye Jordan egrisi ad1 verilir. Ug¢ noktalari
bitisik bir egriye kapali egri, sadece ug¢ noktalarinda kesisen egriye de basit kapall egri
veya Jordan egrisi denir. Jordan egrisinin igine Jordan bélgesi denir. Bir Jordan egrisi
diizlemi egrinin i¢i ve dis1 olmak lizere iki bolgeye ayirir. Bu durum Jordan Egri
Teoremi olarak bilinir.

Kompleks diizlemde pargali diizgiin kapali bir y egrisi ve bir z € C-y noktasi
igin

tamsayisina y egrisinin z etrafindaki donme dayist (indeks) denir. Kompleks diizlemde

kapali parcali diizgiin egrilerin sonlu bir dizisine bir devir denir. U kompleks

diizlemde agik bir kiime ve I' U da bir devir olsun. Her ze C-U igin n(T,z) devir

sayisii¢in n(I',z) =0 ise I' devrine U da sifira homologdur denir.

1.2. Diferansiyellenebilme ve Analitiklik

Ac C alt kiimesi i¢in f: 4— C bir fonksiyon ve z, 4 kiimesinin bir i¢ noktasi

olsun. Eger

limM veya lim

Sz + )= f(z)

=5 z-2Z, h—0 h

mevcut ise f fonksiyonuna z, noktasinda diferansiyellenebilir veya tiirevlenebilir
denir. Limit degerine de /' fonksiyonunun z, noktasindaki tirevi adi verilir ve f'(z,)
ile gosterilir.

Diferansiyellenebilirligi soyle de tanimlayabiliriz: f: 4 — C bir fonksiyon ve z, € 4

bir i¢ nokta olsun. £: 4 — C

tim LEEL_ g

Salz-z,|

(1.1)

ozelliginde bir fonksiyon olmak iizere eger her z € 4 i¢in

f(2)=f(zy) +c(z—2z,)+ E(2)



olacak sekilde bir ¢ kompleks sayis1 varsa f ye z, noktasinda diferansiyellenebilir
denir. Bu tanimin ilk tanima denk oldugu agiktir. Eger f fonksiyonu z, noktasinda
diferansiyellenebilirse  f'(z,) = f,(z,) =i f,(z,) dir.

Ac C olmak tizere f:4— C bir fonksiyon ve 4 kiimesinin bos olmayan agik

bir alt kiimesi U olsun. Eger f fonksiyonu U kiimesinin her noktasinda
diferansiyellenebilirse f fonksiyonuna U da analitiktir denir.

Kompleks degiskenli bir fonksiyonun analitikligi ile ilgili asagidaki teorem
oldukea kullaniglidir.

Teorem 1.2.1. 4 c C acgik kiimesinde tanimli bir f =u +iv fonksiyonu 4 da
her yerde u, ,u,,v v, sirekli kismi tirevlere sahip olsun. f fonksiyonun 4 da
analitik olmasi i¢in gerek ve yeter sart 4 da Cauchy - Riemann denklemleri denilen

u,=v, ve u, =-v,

denklemlerinin saglanmasidir. Bu durumda 4 da f'(z) = f,(z) = =i f,(2) dur.
Ac C, f:4— C bir fonksiyon ve z, € 4 bir i¢ nokta olsun. Eger z € 4 igin
f(2)=f(z))+c(z—z))+d(z-Z,)+ E(2)
olacak bicimde ¢ ve d kompleks sayilar varsa f fonksiyonuna z, noktasinda reel

anlamda diferansiyellenebilir denir. Burada FE(z), (1.1) bagmtisim1 saglayan bir

fonksiyondur. Gergekte f =u +iv fonksiyonu i¢in ¢ ve d sayilari

¢=f.(z) =%[uxzo)+vy<zo)+z'<vx<z0)—uy(zo>)]
Ve
d = f.(z,) =%[u,xzo)—vy(zo)+z‘<uy<z0)+vx(zo))]

olarak  hesaplanir.  Diferansiyellenebilen  bir  fonksiyonun reel anlamda
diferansiyellenebilir oldugu ve reel anlamda diferansiyellenebilen bir f fonksiyonunun
diferansiyellenebilir olmasi i¢in f. =0 olmasimin gerektigi agiktir. Baska bir deyisle
reel anlamda diferansiyellenebilen ve Cauchy-Riemann denklemlerini saglayan her
fonksiyon diferansiyellenebilirdir. Daha acik bir ifadeyle # ve v birinci mertebeden

stirekli kismi tlirevlere sahip iki reel degerli fonksiyon ise f =u+iv reel anlamda

diferansiyellenebilirdir. Ornegin f(z) = z|* +(z/Z) fonksiyonu C —{0} da reel



anlamda diferansiyellenebilir olmasina ragmen sadece z =11 noktalarinda f

fonksiyonu diferansiyellenebilirdir.
1.3. Cauchy Teoremi ve Sonuc¢lari

Teorem 1.3.1 (Cauchy Teoremi). D kompleks diizlemde basit baglantili bir
bolge ve f, D de analitik bir fonksiyon olsun. D de bulunan her pargali diizgiin kapali
y yolu i¢in

jﬂ@@:O
4

dir (Bagkan 1996).

Cauchy teoreminin daha genel bir bi¢cimi olan agagidaki sonucu verelim.

Teorem 1.3.2. R kompleks diizlemde kapali bir dikdortgen ve f:R— C

stirekli fonksiyonu R nin i¢inde analitik olsun. Bu takdirde

jfuyk=o

dir (Bagkan 1996).

Teorem 1.3.3 (Cauchy Esitsizligi). f, fonksiyonu A =A(z,,r) ag¢ik dairesinde
analitik ve A da | f(z)|< M <o olsun. Bu takdirde, her bir pozitif £ tamsay1 ve
z €A igin
k'M r

(r=|z =z, )"

ARG

dir. Ozel olarak | £ (z,) |< k!M r™* dir (Baskan 1996).

Teorem 1.3.4 (Cebirin Temel Teoremi). Herhangi bir »>1 dereceli

n

P(z)=a,+az+a,z’ ++a,z
polinomunun C de bir kokii vardir (Baskan 1996).
Teorem 1.3.5 (Maksimum Modiil Teoremi). Sinirli bir D bolgesinde analitik
ve siirinda siirekli sabit olmayan bir fonksiyon maksimum modiiliinii D bélgesinin
siirinda alir.
Maksimum modiil teoreminin basit fakat Onemli bir sonucu, f(z)/z
fonksiyonuna maksimum modiil teoremini uygulamakla elde edilen Schwartz

lemmasidir:



Teorem 1.3.6 (Schwartz Lemmasi). f fonksiyonu A = A(0,1) agik birim
dairesinde f(0)=0 ve | f(z)|<1 Ozelliginde analitik bir fonksiyon olsun. Bu takdirde
A dairesinde | f'(0)| <1 ve |f(z)|<|z| dir. Esitlik f(z)=e"z fonksiyonu igin
gecerlidir.

Tanmmm 1.3.7. D c C de bir bdlge olsun. Her z e D noktasi i¢in e"* =z
olacak sekilde L:D — C analitik fonksiyonuna D  bdlgesinde logaritma
fonksiyonunun bir dal: denir.

Teorem 1.3.8. D — C de bir bolge olsun. D bdlgesinin basit baglantili olmasi
icin gerek ve yeter sart D bolgesinde analitik ve kutbu olmayan her f fonksiyonu i¢in
Log f(z) fonksiyonunun D bdélgesinde bir tek dalinin olmasidir.

Diizlemde acik bir U kiimesinde tanimli reel degerli bir u fonksiyonu

u, +u, =0 Laplace denklemini sagliyorsa u fonksiyonuna U  kiimesinde

harmoniktir denir.
Teorem 1.3.9. D kompleks diizlemde agik bir daire, #:0D — R siirekli bir
fonksiyon ve u da D de i fonksiyonunun Poisson integrali olsun. Bu taktirde u, D de

harmoniktir ve her bir { € 0D igin linglu(z) = h(¢) dir. Ozellikle, D Dirichlet problemi

icin uygundur (Nehari 1952).

Teorem 1.3.10. (Ozdeslik Teoremi) / ve g bir D bolgesinde analitik iki
fonksiyon olsun. Eger D de yakinsak bir (z,) dizisi i¢in f(z,)=g(z,) ise bu takdirde
D de f =g dir.

Bu teoremden ¢ikarilacak bir sonu¢ sudur: Eger f* fonksiyonu bir z, noktasinda
analitik, z, = z, ve f(z,)=0 ise bu takdirde f =0 dir.

Tammm 1.3.11. Bir U < C kiimesi iizerinde tanimli biitiin siirekli fonksiyonlarin
smift C(U) ve C(U) nun bir alt sinifi F olsun. Eger F de segilen her bir (f))

dizisinin U nun biitin kompakt alt kiimelerinde diizgiin yakinsak bir (f, ) alt dizisi

varsa F'ye U da normal aile denir (Ahlfors 1966).
Teorem 1.3.12 (Montel Teoremi). Acik bir U kiimesinde analitik
fonksiyonlarin bir ailesi ' olsun. F ailesinin U da lokal olarak sinirli oldugunu kabul

edelim. Bu takdirde F bu kiimede normal aile olusturur (Ahlfors 1966).



1.4. Analitik Fonksiyonlarin Ayrik Singiileriteleri

Tanim 1.4.1. 4 c C olmak ilizere f:4— C fonksiyonu i¢in f(z,)=0 ise z,

sayisina f fonksiyonunun bir sifir: (kokii) denir. Eger sabit olmayan bir f fonksiyonu

bir D bolgesinde analitik ve z, € D noktas1 f* fonksiyonunun bir sifir1 ise f fonksiyonu
D bolgesinde

f(2)=(z-2))" g(2); g(z,)#0 (1.2)
biciminde bir tek gosterime sahiptir. Burada m pozitif tamsay1 ve g fonksiyonu D

bolgesinde analitiktir. Burada ki m sayismna z, da f fonksiyonunun sifirimin katlilig
(mertebesi) denir. Bunun anlami f* fonksiyonu z, da sifir degerini tam m defa alir.
Bagka bir deyisle z, noktasinmin uygun bir komsulugunun f altindaki resmi orijin

noktasinin uygun bir komsulugunu tam m defa orter (Teorem 1.4.8). 0 noktas1 yerine
herhangi bir w, = f(z,) noktas1 i¢in (1.2) bagmtis1  f(z)=w, +(z—z,)" g(z)
bi¢iminde ifade edilir.

Kompleks diizlemde agik bir U kiimesinin £ alt kiimesi, U nun hig¢bir yigilma
noktasint bulundurmuyorsa E kiimesine U kiimesinin ayrik alt kiimesi denir.

f :U — C fonksiyonu ve her bir we C sayisiigin £, ={zeU : f(z)=w} kiimesi

U kiimesinin ayrik alt kiimesi ise f fonksiyonuna U kiimesinin ayrik doniigiimii denir.

Teorem 1.4.2 (Ayrik Doniisiim Teoremi). Sabit olmayan bir analitik fonksiyon
ayrik dontisiimdiir. Bu teorem bize sabit olmayan bir analitik fonksiyonun sifir
yerlerinin ayrik oldugunu gosterir (Pakla 1991)

Bu teoremin analitik devamin presibi olan bir sonucunu verelim.

Sonug 1.4.2. fve g fonksiyonlar1 bir D bolgesinde analitik ve 4 < D alt kiimesi
D de bir limit noktasina sahip olsun. Her bir z € 4 i¢in f(z) = g(z) ise bu taktirde her

ze D icin f(z)=g(z) dir.

Teorem 1.4.3. Uc C acgik, f:U — C analitik bir fonksiyon ve bir D
bolgesinde 7' fonksiyonunun bir dali g olsun. Bu takdirde g fonksiyonu da analitiktir
(Pakla 1991).



Tamm 1.4.4. f fonksiyonu bir z, noktasinda analitik degil fakat A'(z,,r)
dairesine analitik olacak sekilde » >0 sayisi varsa z, noktasina f nin ayrik singiiler
noktasi denir.

Eger z, noktasma f fonksiyonunun ayrik singiiler noktas: ise f fonksiyonu

A = A'(z,,r) delinmis dairesinde

fG)= Ya,c-2)" =Y a,(z-2)" + Xa,(-2)" (13)

bi¢iminde bir Laurent agilimina sahiptir. Eger (1.3) ifadesinde biitiin a_, katsayilar1 sifir
ise z, noktasma f fonksiyonunun kaldirilabilir singiiler noktast, eger sonlu sayida a_,
katsayilar1 sifirdan farkli diger tiim katsayilar sifir ise z, noktasina f fonksiyonunun
kutup noktasi, eger sonsuz sayida a_, katsayilarn sifirdan farkli isez, noktasma f

fonksiyonunun esasli singiiler noktast denir. Eger f fonksiyonunun bir bolgede ki
singiiler noktalar1 kutup noktalarindan ibaretse f ye bu bolgede meromorf fonksiyon

denir.

Teorem 1.4.5 (Casorati-Weierstrass Teoremi). f fonksiyonu bir A =
A'(z,,r) dairesine analitik ve z, noktasinda esash singiileriteye sahip olsun. Bu
taktirde f(A") kompleks diizlemde yogundur yani C- f(A") kiimesi higbir i¢c noktaya
sahip degildir.

Teorem 1.4.6 (Argiiment Prensibi). f, bir D bolgesinde meromorf bir

fonksiyon ve y, D de bulunan ve f fonksiyonunun higbir kutup ve sifir yerinden
gecmeyen basit kapali bir egri olsun. f fonksiyonunun p igindeki sifir ve kutup

yerlerinin sayilari (kathliklar katliligi kadar sayilmak tizere) sirayla Z, ve P, ise

1 /'@
2719 f(2)

dz=7, =P, =n(f(),0)

dir.
Bagka bir deyisle argliment prensibi, f fonksiyonunun y egrisi igindeki
sifirlarinin sayisinin I'= f'(y) gorilintii egrisinin orijin etrafindaki sarma sayisina esit

oldugunu ifade eder.



Teorem 1.4.7 (Rouche Teoremi). D kompleks diizlemde bir bolge, f ve g

fonksiyonlart D bdlgesinde analitik olsun. y, f ve g fonksiyonlarinin sifir yerlerinden

gecmeyen kapali bir egri olmak iizere her z € ¥ i¢in

| f(2)-g(@)| <] f(2)]
ise katl kokler katliligi kadar sayilmak iizere f ve g fonksiyonlar1 y iginde ayn1 sayida

koke sahiptir (Pakla 1991).
Teorem 1.4.8 (Dallanmis Ortme Prensibi). A¢ik U kiimesinde analitik bir f

fonksiyonu bir z, € U noktasinda w, degerini m defa almis olsun (yani f(z) —w, =0
denkleminin z, noktasinda m kath kokii olsun). » pozitif sayisi, A =A(z,, 7)cU ve
her ze A—{z,} i¢in f'(z)#0 ve f(z)#w, ozelliklerini saglayan yeterince kiigiik
bir sayr olmak iizere bir s=s(r)=min{| f(z)—w, |: z € 0A(z,,r)} >0 sayis1
tamimlayalim. Bu takdirde G = {z € A(z,,7): f(z) € A(w,,s)} bir bolgedir. Ustelik, her
we A (w,,s)= {z:0<|z—w,|<s} i¢gin E ={zeA(z,,r):f(z)=w} kimesi G

bolgesinin tam m noktasindan olugur ve bu noktalarin her birinde f fonksiyonu w

degerini tam bir katliliginda alir (Pakla 1991).

Dallanmis Ortme Prensibi bize f(G —{z,}) goriintii kiimesi A*(w,,s) kiimesini
tam m defa Orttiiglinii ifade eder. Baska bir deyisle f fonksiyonunun bir z, e U
noktasinda w, degerini m defa almis olmasi; z, noktasin uygun bir komsulugunun f
fonksiyonu altindaki resminin w, noktasinin bir uygun bir komsulugunu tam m defa
orttiiglinti gosterir. Bu teoreme f(z) =z" fonksiyonu z, =0 noktas: i¢in giizel bir
ornektir. Her hangi » >0 sayisi i¢in s =r" ve G = A(0,r) segilirse we A"(0,s) igin
E . kiimesinin elemanlar1 w sayisinin m. kuvvetten kokleridir.

Teorem 1.4.9. U, C=C U {0} de agik bir kiime ve f:U — C siirekli bir

fonksiyon olsun.Bu taktirde f fonksiyonunun meromorf olmasi igin gerek ve yeter sart
E={zeU:z=w veya f(z)=ow} kimesinin U kiimesinin ayrik alt kiimesi ve f

fonksiyonunun U — E < C agik alt kiimesinde analitik olmasidir (Pakla 1991).
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Teorem 1.4.10. /: C — C analitik bir fonksiyon ise /, C da sabittir.

Dallanmig ortme prensibinin genisletilmis kompleks diizleme genisletilmisi
asagida verilmistir.

Teorem 1.4.11. f:U —> C meromorf bir fonksiyon ve /" bir z, € U noktasinda
w, degerini m defa almis olsun. » pozitif sayisi, A = A(z,, ) cU veher ze A—{z,}
icin f'(z)#0, f'(z)#0 ve f(z)=#w, Ozelliklerini saglayan yeterince kiigiik bir say1
olsun. K=0A ¢emberi olmak iizere A(w,,s) f(K)=¢ olacak sekilde en biiyiik
s =s(r) >0 sayisini tanimlayalim. Bu takdirde G ={z € A(z,,r): f(z) € A(w,,s)} bir
bolgedir. Ustelik, her we A (w,,s) i¢in E, ={zeA(z,,r):f(z)=w} kimesi G
bolgesinin tam m noktasindan olugur ve bu noktalarin her birinde f fonksiyonu w
degerini tam bir defa alir.

Teorem 1.4.12 (A¢ik Doniisiim Teoremi). /', diizlemsel bir D bdlgesinde sabit
olmayan analitik bir fonksiyon olsun. Bu takdirde f* fonksiyonu D bdlgesinin bir agik
doniisiimiidiir. Ozellikle, (D) bir bdlgedir.

Ispat. Bir U c D acik kiimesi igin f(U) kiimesinin de agik oldugunu
gostermeliyiz. Verilen herhangi birw, € f(U) noktast icin (w, = f(z,),z,€U)
A(w,,s) agik dairesinin f(U) kiimesinde kaldigin1 géstermeliyiz. Her bir z € A —{z,}
igin f(z)#w,, f'(z)#0 ve A=A(z,,r) cU olacak sekilde r > Osayis1 segelim. f,
D bolgesinde sabit olmayan analitik bir fonksiyon oldugunda bu se¢ilis miimkiindiir.
Dallanmis Ortme prensibi geregi s =min{| f(z)—w, |:z€0D(z,,r)} olmak {izere
A(w,,s) bolgesinin her bir noktast f(A(z,,7)) bolgesinde yani f(U)bdlgesindedir.
Dolayisiyla f(U) agik bir kiimedir. m

Teorem 1.4.13. f fonksiyonu bir D bolgesinde analitik olsun. Eger f, D
bolgesinde tinivalent (bire bir) ise bu takdirde her z € D igin f'(z) # 0 dur.

Ispat. D bolgesindeki belli bir z, noktasini igin f’(z,) =0 oldugunu kabul

edelim. f fonksiyonunun D bdlgesinde {inivalent olmasi sabit olmadigin1 gosterir. Bu

yiuzden f w, = f(z,) degerini z, noktasinda belli bir m katlilig: ile alir. f'(z,)=0

oldugundan m > 2 dir. Dallanmis 6rtme prensibi geregi w, noktasina yeterince yakin
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bir w noktasma (w=#w,) en azindan D bolgesinde iki nokta resmedilir. Bu ise f
fonksiyonunun iinivalent olmasi ile ¢elisir. m

Teorem 1.4.14. f fonksiyonu bir D bdlgesinde analitik olsun. Eger z, € D
icin f'(z,) #0 ise f fonksiyonunun iinivalent oldugu D bélgesinin z, noktasini

bulunduran bir G alt bdlgesi mevcuttur.

Ispat. f'(z,) # 0 oldugundan f fonksiyonu w, = f(z,) degerini z, noktasinda

m =1 kathliginda alir. Dallanmis 6rtme prensibinde U = D alarak m =1 durumu i¢in

G bolgesi z, noktasini bulundurur ve G bolgesi file A(w,,s) lizerine ilinivalent olarak
resmedilir. m

Teorem 1.4.15 (Ters Doniisiim Teoremi). D kompleks diizlemde bir bolge ve
f:D — C dinivalent analitik bir fonksiyon olsun. Bu takdirde f~': f(D)— D ters
fonksiyonu da analitiktir.

Ispat. Agik doniisiim teoremi geregi D' = f(D) bir bolgedir. Once f ' ters
fonksiyonunun siirekli oldugunu gosterelim. Bunun igin z, € D' ve w, = f '(z,) iken
verilen & > 0 sayisina karsilik £ '[A(z,,5)] < A(w,,¢) olacak sekilde § >0 varligini
gostermeliyiz. U "D N A(w,,g) D de agik bir kiimedir ve w, € U dur. Boylece agik
doniistim teoremi geregi U'= f(U), z, noktasini bulunduran D’ niin agik bir alt
kiimesidir. f~(U")=U dur. O halde f~', D' de siireklidir. g= f~' fonksiyonu D’
bolgesinde Teorem 8.1.8 in hipotezini saglar. Dolayisiyla f~' analitiktir. m

Teorem 1.4.16 (Hurwitz Teoremi). (f,), bir D bolgesinde sifir1 olmayan
analitik fonksiyonlarin bir dizisi ve D boélgesinin kompakt alt kiimelerinde f, — f

yakinsamasi diizgiin olsun. Bu taktirde f fonksiyonunun D bolgesinde ya hig sifir
yoktur yada f 6zdes olarak sifirdir (Duren 1983).
Teorem 1.4.17. (f,), bir D bolgesinde analitik ve {inivalent fonksiyonlarin bir

dizisi ve D bolgesinin kompakt alt kiimelerinde f, — f yakinsamas: diizgiin olsun. Bu

taktirde f fonksiyonu D bolgesinde ya tlinivalent yada sabittir.

Ispat. : D — C fonksiyonu analitiktir. Sabit olmadigini kabul ederek iinivalent

oldugunu gosterelim. z, €D keyfi sabit bir nokta olsun. z=z, i¢in f(z)# f(z,)
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oldugunu gostermeliyiz. Bunun i¢in D, =D —{z,} bolgesinde g, (z)=7f,(z)-f,(z,)
biciminde tanimlanan (g,) dizisini gbz Oniine alalim. f, fonksiyonlar1 D bdlgesinde
tinivalent olduklarindan g, fonksiyonlarinin D, da sifir1 yoktur. g(z)=f(z)- f(z,)
olmak tlizere D, bolgesinin kompakt alt kiimelerinde g, — g yakinsamasi diizgiindiir.
Ustelik g, D, da sifir fonksiyonu degildir. (Eger olsayd1 f D béolgesinde iinivalent
olurdu). Hurwitz teoremi geregi g fonksiyonunun D, da sifir1 yoktur. Yani z # z,i¢in

f(2)# f(z,) dir. Dolayisiyla /" fonksiyonu D boélgesinde iinivalenttir. m
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2. KONFORM DONUSUMLER

Analitik {inivalent fonksiyonlar kompleks analizde hem geometrik 6zellikleri
hem de yaygin uygulamalar1 agisindan Onemli bir yer tutar. Bu fonksiyonlar ayni
zamanda ag¢1 Olgiisiinii ve yoniinii koruduklari icin konform doniisiimler olarak
adlandirilir. Tarihsel gelisimi i¢cinde 1851 yilinda Riemann, kompleks diizlemde
diizlemin tamami olmayan herhangi basit baglantili bir bolgeyi ayni 6zellikte bagka bir
bolge iizerine doniistiiren bir konform doniisimiin oldugunu gosterdi. Riemann
Doniisiim Teoremi olarak bilinen Riemann‘mn bu bulusu, calismamizin bu ve gelecek
boliimlerin temelini olusturmaktadir. Riemann D&niisiim Teoremine gegcmeden Once
konform doniisiim kavrami verilip onunla analitik fonksiyon arasindaki iligkiler
incelenecek. Daha sonra Mobius doniisiimleri denilen 6nemli elementer konform
doniisiimler tlizeride durulacak. En sonunda da konform doniisiimlerin sinir davraniglari

incelenecek.
2.1. Egrisel Acilar ve Diffeomorfizm

Kompleks analizde kompleks degerli bir fonksiyonun herhangi kesisen iki
diizgiin egri arasindaki aginin Sl¢iislinii ve yoniinii korumasi arzu edilen bir durumdur.
Bu ozellikteki fonksiyonlar ilging Ozelliklere sahiptir. Bu kesimde adi gegen
fonksiyonlarin sahip oldugu o6zelliklere ait bazi notasyonlar1 ve terminolojisini verelim.

Tamim 2.1.1. z, we C — {0} olmak lizere 0(z,w) = Arg(w/z) degerine z den
w ye yonlendirilmis a¢t denir. Buna gore, 6(z,w) degeri z ile w arasindaki en kii¢iik
acinin Olciisiinii olup bu deger (-7, 7] araligindadir. Eger bu a¢inin yoénii z den w ya
yani saat yOniinlin tersi ise €(z,w) >0, eger w dan z ye yani saat yoniinde ise
O(z,w)<0 dir (Sekil 2.1). Buna gore O(z,w) =rx durumu harig
0(z,w) =—0(w,z) ve O(z,w)=—0(z,w) oldugu aciktir. Ustelik herhangi bir
ceC —{0} sayisiigin O(cz, cw) =0(z,w) ve r,se R" i¢in O(rz,sw) = 0(z,w)

olur.
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Elbette acilarin kollarinin dogru pargalar1 veya 1sinlar olmasi zorunlu degildir.

En genel anlamda agilarin kollarinin diizgiin yaylar olmasini isteyecegiz.

8zW)(>0) b/ \ 4
(WO ... . 8Ew)(<0)
- —
W
Sekil 2.1

Tanmm 2.1.2. Kollar1 A ve B olan iki diizgiin egri sirasiyla o :[a,b]—> C ve
p:lc,d]— C dizglin iki egri ve a(a)=f(c)=2z, olsun. a'(a) ve pB'(c) teget
dogrular: arasindaki aciya z, noktasindaki egrisel a¢: denir (Sekil 2.2). z, noktasina bu
aciin kosesi, a ve [ egrilerine egrisel aginin kollar1 denir.

O(a,B)=0[a'(a),B'(c)]

ifadesine o dan g ya yonlendirilmis ag¢i 6l¢iisii denir.

i)

Sekil 2.2 Sekil 2.3

Ornek 2.1.3. Sekil 2.3 de verilen y = x ve y= x* egrileri arasindaki acinin
olgiisiinii bulalim. Bu iki egrinin parametrik gosterimi sirasiyla «:[0,1/2]— C,
a(t)=t+it ve B:[0,11—> C , B(t)=t+it> olsun. Kosesi orijin olan o ve /S
egrileri arasindaki aginin 6l¢iisii;

O(a,B)=0[c'(0), B'(0)]=60(+i,1)=Arg(1/(1+i) = Arg((1-0)/2) =—7/4

bulunur.
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Tamm 2.1.3. Uc C acik bir kime ve f:U — C, f =u+iv fonksiyonu U da

birinci mertebeden siirekli kismi tiirevlere sahip olsun. U da

S (2)=u (2) v,(2)=u,(2)v.(2)
bi¢iminde tanimlanan reel degerli stirekli J, fonksiyona f* fonksiyonunun Jakobiyeni
denir. Bu fonksiyonun z ve z ye gore tiirevleri cinsinden ifadesi
£.@f -11@)
bigimindedir. Ozellikle f fonksiyonu z,eU noktasinda diferansiyellenebilir ise
f.(zy)=f"(z,) ve f.(z,)=0 oldugundan

')

Ji(2)=

J, (zy) =
elde edilir.

Tammm 2.1.5. D < C de bir bélge ve f:D — C iinivalent fonksiyonu birinci
mertebeden stirekli kismi tiirevlere sahip olsun. Her zeD igin J,(2)#0 ise f
fonksiyonuna D de bir diffeomorfizm denir.

Eger f: D — C fonksiyonu bir diffeomorfizm ise D de her yerde J,(z)<0
yada J ,(z) >0 dir. Budurum J, : D — R fonksiyonunun siirekli ve sifir olmayan bir
fonksiyon oldugunu gésterir. Eger J,(z) >0 ise f ye yon koruyan, J, (z)<0 ise f
ye yonii ters ¢eviren doniigiim denir. Bir f diffeomorfizminin 7 eslenigi igin

Jo==J

oldugu agiktir. Buna gore f yon koruyan ise 7 yonil ters ¢eviren bir doniisiimdiir.
Teorem 2.1.6. D c C de bir bolge, f: D — C bir diffeomorfizm ve o < D
diizgiin bir egri olsun. Bu taktirde f(a) C de diizgiin bir egridir.
Ispat. o (t)=x(t)+iy(t),t[a,b] D de diizgiin bir egriolsun. f iinivalent
ve D de birinci mertebeden siirekli kismi tiirevlere sahip oldugundan £ (¢)= f(a(t))
icin f#'(¢t)#0 oldugunu gostermek istiyoruz. Aksini kabul edelim. Yani £'(¢,) =0

olacak sekilde bir ¢, e[a,b] mevcut olsun. Bu taktirde z, = a (¢,) i¢in
: d d :
0=p'(t)= Ef(a(to)) = E[“(a(to)) +iv(a(t))]

=u (zy) X'(t,) +u ,(29) V() +ilv (z) X'(¢) +v y(ZO)y'(ZO)]
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olur. Bu esitlikten
u (zo) x'(tg) +u ,(z4) ¥'(t,) =0
v (20) X'(1) +v (2) ¥'(z4) =0
elde edilir. Bu son denklem sistemi x'(#,) ve »'(¢,) a gore ¢oziilecek olursa
xX'(tg)[u (29) v (20) =V (20) u ,(2,)]=0
ve
V(1) [u (20) v (z0) —u (25) v ,(2,)]=0
olur. Buradan x'(¢,) J, (z,)=0 ve y'(t,) J,(z,)=0 dir. J,(z,)#0 oldugundan
x'(t,) =y'(t,)=0 olmak zorundadir. Bu ise o egrisinin diizgiin olmas ile gelisir. O
halde her ¢ e[a,b] i¢in B'(t)#0 olmalidir.m

Bu teoremden asagidaki sonug elde edilebilir.

Sonug 2.1.7. D c C de bir bolge ve f:D — C bir diffeomorfizm olsun. f
fonksiyonu D de kenarlar1 a ve f diizgiin egrileri olan egrisel bir agiy1, f (D) de

kenarlar1 f(a) ve f(f) olan bir agtya doniistiiriir.

2.2 Konform Doniistimler

Bu kesimde konform doniisiimler ¢ogu kaynaklarda tanimlananin aksine
diffeomorfizme bagli olarak verilecektir.

Tanim 2.2.1: D c C de bir bolge ve f: D — C bir diffeomorfizm olsun. D de
z, kose noktasina sahip egrisel bir aginin kenarlar1 o ve £ olmak tizere
10(a, B)|=10(f (), f(B)]
ise f fonksiyonuna z, € D noktasinda a¢: koruyan denir.
Eger z, noktasinda J,(z,) >0 ve 8(«,B) =0[f(a), f(B)] ise f fonksiyonuna
z, € D noktasinda konformdur denir. Eger J ,(z,) <0 ve 0(a,B)=0[f(B), f(a)]
ise f fonksiyonuna z, € D noktasinda fers konform denir. Kisaca; ac1 Olgiisiinii ve

yoniinli koruyan bir diffeomorfizme konform doniisiim, ac¢i Slgiislinii koruyan fakat

yoniinii ters ¢eviren diffeomorfizme de ters konform doniisiim denir. Eger her z € D

noktasi i¢in f konform ise f ye D de konform déniisiim denir.
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Ormegin; f(z)=az+b, a#0, doniisimii C den C ye bir konform déniisiim
iken f(z) =z doniisimii C de bir ters konform dontisiimdiir.

Buradan hareketle agsagidaki sonucu kolayca gosterebiliriz.

Sonug 2.2.2. Bir f* fonksiyonunun bir z, noktasinda ters konform olmasi igin
gerek ve yeter sart 7 fonksiyonunun z, da konform olasidir.

Asagidaki teorem bir aginin z, noktasinda yén korumasinin J, (z,) degerine

bagli ve analitik fonksiyonlar ile konform doniisiimler arasinda 6nemli bir bag oldugunu
ifade eder.

Teorem 2.2.3. D c C bir bolge, f:D — C bir diffeomorfizim olsun. z, € D

olmak tizere asagidaki ifadeler denktir:

(i) f, z, da diferansiyellenebilirdir;

(i) f, z, da ag1 dlgiisiinii korur ve J,(z,)>0;

(iii) f, z, da konformdur.

Ispat: Once (i)’nin (ii) ve (iii)’ii gerektirdigini gosterelim. £, z, da diferansiyel-

lenebilir olsun. Bu takdirde J,(z,) =|f"(z,) |2 >0 dir. J,(z,)# 0 olmast J,(z,)>0

olmasini gerektirir. Boylece f'(z,)#0 elde edilir. Simdi ac¢inin korundugunu

gosterelim. D de kosesi z, olan egrisel acinin kenarlart o ve S olsun. a(a)=

p(c) =z, olmak iizere  egrisi a:[a,b]—> C, f egrisi f:[c,d]— C ile parametrik

olarak verilmis olsun. Bu taktirde o, (¢t) = f(a(t)) ve B,(t)=f(L(¢)) de f(a) ve

f(p) egrilerinin parametrik ifadeleridir. f z, da diferansiyellenebilir oldugundan
ai(a) = f'(a(a)) a'(a) = ['(z,) a'(a)

ve benzer sekilde f/(c) = f'(z,)-B'(c) dir. f'(z,)# 0 oldugundan

OLf (@), f(B]=0la; (@), B ()] = 011" (z,) a'(a), ['(z,) B'(c)]
=0[a’(a),f'(c)]=0(a, p)

olup f* z, dakonform bir doniistimdiir.
Ikinci olarak (if)’nin (i)’i gerektirdigini gdsterelim. f, z, noktasinda ag1 dlgiisiinii
korusun ve J ,(z,) > 0 olsun. f/* bir diffeomorfizm oldugundan D de her noktada stirekli

kismi tiirevlere sahiptir. Bu ise f* fonksiyonunun D bolgesinde her noktada reel anlamda
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diferansiyellenebilir olmasin1 gerektirir. O halde lim | E(z)|/|z—z, |= 0 6zelligindeki

E:D — C fonksiyonu ve her z € D igin
F@) = f(z0)+ [.(2) (2= 2) + fo(2) (E~Z,) + E(2) @.1)
dir. f.(z,) =0 oldugu gosterilirse bu yondeki ispat tamamlanmis olacak.
A(z,,7) c D olacak sekilde bir » > 0 sayis1 segelim. 0 <A <7 olmak iizere
A4,, a,(t)=z,+te", 0<t<r, bigiminde parametrelendirilmis diizgiin bir egri olsun.
Eger 0<A <7z ise Ay ve A, egrileri, kosesi z, € D noktasi olan egrisel (gercekte
dogrusal) agmin kenarlaridir (Sekil 2.3). a/(0) =e'* oldugundan &(4,,4,)=A4 dir.
f(4), B, =f(a,(t))= f(z,+te'*), 0<t<r, bigiminde parametrelendirilmis

diizgiin bir egri olsun. ¢ = f.(z,), d = f.(z,) olmak lizere (2.1) geregi

e

=
o
o
i
b
bt

Sekil 2.3

/ T f(Zo"'teM)_f(Zo)
$(0) = lim .

i1 i1
) A » e " E(z,+te
=lim|ce* +de™ " + (zo )

i A —iA
— =ce'" +de™”
t—>0" te'

dir. S egrisi diizgiin oldugundan 0 < A < 7 i¢in ce’* +de™* # 0 dir. O halde
ce* +de*

Of (Ay), f(4;)] = Arg ———=—; 0<2<7x

yazilabilir. f z, da ag¢1 koruyan oldugundan
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=A; 0<A<~7x (2.2)
c+d

i —i1
Arg(ce +de J

dir. cde* +cde™ =2Re(cde™) ve |c|* —|d[’=J,(z,) > 0 oldugundan

; 0<A<~rx

iA —id iA —id -, 7
m| €€ +de Im (ce'" +de )2(c+d)
c+d |c+d |
_Im(|c]’ e’ +cde” +cde P+ |d]F e )
lc+d|

:Im(|c|ze”+|d|2 e’”):(|c|2—|d|2)sin/120

|c+d|2 |c+d|2

elde edilir. Bu durum

id il
OSArg[%]sﬂ
Cc+

olmasini gerektirir. (2.2) geregi

il —iA
Arg(%j = )= Arge'” 2.3)
c+d

olur. Bu ise her 0< A< 7 igin (ce'” +de ") /(c+d) sayis1 e'* sayismin bir pozitif

—2id

reel kat1 veya baska bir ifadeyle (c+de™")/(c+d) sayisimin pozitif reel say1 olmasi
demektir. Eger d #0 ise {(c+de™*)/(c+d):0< A<} kiimesi merkezi c/(c+d)
ve yarigapt |d |/|(c+d)| olan bir cember olur. Bu ise yukaridaki ifadenin pozitif reel
say1 olmast ile gelisir. O halde d =0 olmalidir. Bdylece f'(z,) mevcut olur.

(@i))in (i)’1 gerektirdigini gostermek i¢in (i7)’nin (i)’ gerektirmesindeki yol
takip edilir. Bunu gostermek daha kolaydir. Ornegin, f fonksiyonunun z, noktasinda

konform olmasi (2.2) den (2.3)’e kadar olan hesaplamalari atlar. (2.3) esitligi f’nin z,

noktasinda konform olmasinin bir sonucudur. =
Teorem 2.2.3’{in ters konform doniisiimlere uyarlamasi asagida verilmistir.

Sonu¢ 2.24.f:D — C bir diffeomorfizim olsun. Bu taktirde z, € D igin
asagidaki ifadeler denktir.
(@) 7, z, da diferansiyellenebilirdir;

(ii) f, z, da ag1 Olgiistini korur ve J,(z,)<0;
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(iii) f, z, da ters konformdur.

Teorem 2.2.3’lin genel bir hali olan asagidaki teorem, kompleks diizlemin
konform doniisiimlerini belirlemede 6nemli bir yere sahip oldugu goriilecek.

Teorem 2.2.5. D — C bir bolge, f : D — C bir fonksiyon olsun. f/ fonksiyonu-
nun D de konform olmasi igin gerek ve yeter sart f ’nin D de analitik ve {linivalent
olmasidir.

Ispat. £, D de konform olsun. O halde f bir diffeomorfizmdir. Teorem 2.2.3
geregi f, D de her noktada diferansiyellenebilirdir. Dolayisiyla f, D de analitiktir.

Tersine fiinivalent ve analitik olsun. Bu takdirde f fonksiyonu birinci mertebe-
den siirekli kismi tiirevlere sahip oldugundan Teorem 1.4.13 geregi her ze D igin
J(2)=|f"(2) >>0 dir. Buise f fonksiyonunun D de bir diffeomorfizim oldugunu
gosterir. Teorem 2.2.3 geregi f, D de konform doniisiimdiir.m

Teorem 2.2.5 den konform iki doniisiimiin bileskesinin konform oldugu ve
Teorem 1.4.15 ile Teorem 2.2.5 birlikte diisiiniiliirse konform bir doniislimiin tersinin
de konform oldugu sdylenebilir.

Uyarl. Bazi yazarlar “konform doniisim” tanimini, iinivalentlik sartindan
vazgecerek, diizlemsel bir D bolgesinde tanimli f: D — C analitik fonksiyonu ve her
ze D i¢in f'(z) # 0 bagintistyla verirler. f:C — C, f(z)=e® 6rneginde oldugu gibi.
Bu ¢aligmada her z € D igin f'(z) # 0 sart1 saglayan fonksiyona D de yerel olarak
konform denilecek. Gergekten Teorem 1.4.14 geregi f'(z,) #0 ise f fonksiyonunun
z, noktasini bulunduran D bdlgesinin bir G alt bolgesinde analitik iinivalent oldugu

biliniyor. Bu durumda f fonksiyonunun G ye kisitlanmig1 konformdur.

Teorem 2.2.5 kompleks analizde konform doniisiimlerin yapisi bulmak igin bir
arac olarak kullanilabilir. Asagidaki iki teoreme bu agidan bakilabilir.

Teorem 2.2.6. a ve b kompleks sayilar ve a #0 olmak iizere f :C —> C

konform doniisiimler f(z) = a z+ b bi¢ciminde fonksiyonlardir.

Ispat. C den C ye bir f konform doniisiimii tam fonksiyondur. O halde C de
f(z)= Z:;O a, z" bigiminde bir Taylor agilimina sahiptir. f sabit olmadigindan belli
bir n >0 saysiicin a, # 0 dir. Boylece f fonksiyonunun oo da ki ayrik singiileritesi

ya esasl singlilerite yada kutuptur. Eger esash singiileriteye sahip olsaydi Casorati—
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Weierstrass teoremi ve acik doniisiim teoremi geregi U =D (o0,1) ve V =D(0,1)
kiimeleri icin f(U) N f(V) # ¢ olmalydl. Eger we f(U) N f(V) ise f altinda degeri
w olan hem U da hem V de en az bir nokta vardir. Bu ise f fonksiyonunun iinivalent
olmast ile celisir. O halde f, o da m. mertebeden (m >1) bir kutba sahiptir. Bu ise
zeC i¢cin f(z)=a,+a,z+..+a,z"; a, #0 olmasim gerektirir. Eger m > 1 ise
Cebirin Temel Teoremi geregi f'(z,) =0 olacak sekilde bir z, € C vardir. Teorem
1.4.13 geregi bu durum f fonksiyonunun iinivalent olmasi ile ¢elisir. O halde m =1
olmalhdir. Bu durumda a=a, #0 ve b=a, olup f, f(z)=az+b biciminde bir
fonksiyondur. m

Teorem 2.2.7. D =A(0,1) acik birim dairesini kendisi iizerine konform olarak

doniistiiren fonksiyonlar 8 € R, ¢ € C ve | ¢ |< 1 olmak {izere

0 Z+¢C

f(@)=e¢ (2.4)

I+cz
bi¢imindeki f: D — C fonksiyonlardir.

Ispat. Once (2.4) tipindeki fonksiyonlarin D yi kendisi iizerine konform olarak
doniistiirdiigiinii gosterelim. g(z) =e’z, h(z)=(z+c¢)/(1+¢z) denirse f =goh dur.
g fonksiyonunun D yi D ye konform olarak doniistiirdiigii aciktir. 2 fonksiyonunun D
de analitik ve kisa bir hesaplamayla |z|<1 i¢in |A(z)|<1 oldugu goriiliir. Yani
h(D) c D dir. h fonksiyonunda c yerine -c alarak k(z) =(z—c)/ (1—¢cz) fonksiyonunu
tanimlayalim. £ fonksiyonu /4 ile aynmi 6zelliktedir. O halde k(D)< D, her z € D igin
(koh)z)=z ve (hok)(z)=z, yani h™' =k dir. Bu ise h fonksiyonunun D de
inivalent ve

D =(hok)(D)=h(k(D))c h(D)c D
yani 4(D) = D olmas1 demektir. Boylece hem g hem de 2 D yi kendi {izerine konform
olarak doniistiiriir. O halde f = g o bileske fonksiyonu da D yi kendi {izerine konform
olarak doniistiirir.

Geriye D yi D ye doniistiiren keyfi bir f konform doniisiimiiniin (2.4) tipinde
oldugunu gostermek kalir. Bunun igin k(z)=(z—c)/(1—¢z) D den D ye konform
doniisiim olmak iizere c=—f"'(0) ve g:D —> D, g= fok ile tanimlanan g fonk-

siyonunu goz onilinti alalim. Bu takdirde g de D den D ye konformdur ve
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g(0) =1 (k(0) = /(=)= f(f(0)=0

dir. Schwarz Lemmasi geregi | g'(0)| <1dir. g7, Dyi Dye déniistiiren ve orijini sabit

birakan baska bir konform déniisiimdiir. g ters fonksiyonuna Schwarz Lemmasi

uygulanirsa
1
g'(0)

=g <1

ve buradan |g'(0)| >1 elde edilir. Buradan |g'(0)| =1 olur. Schwarz Lemmas1 geregi

belli bir @€ R icin g(z)=e'’z olmak zorundadir. Boylece, g= fok veya f =

gok™' =goh olupbuise f fonksiyonunun (2.4) tipinde oldugunu gosterir. m

2.3 Genisletilmis Diizlemde Konform Doniisiimler:

Mobius Doniisiimleri

Bu kesimde Modbius Doniisiimlerine yakindan bakma imkani bulacagiz.
Genigsletilmis diizlemde bolgeler arasinda konform doniisiimleri ¢alismak miimkiindjir.

Bunun i¢in en uygun yol Teorem 2.2.5 den faydalanmak ve bu teoremi asagidaki gibi

yeniden ifade etmektir. D, C=Cu {0} genisletilmis kompleks diizlemde bir bolge

olmak iizere f:D — C iinivalent ve meromorf ise f fonksiyonu D bdlgesinde bir
konform doniisiimiidiir. f* fonksiyonu {izerinde iinivalent olma sart1 oldugundan en ¢ok

bir z, € D noktasi i¢in f(z,) =0, yani f fonksiyonu D bdlgesinde en ¢ok bir basit

kutba sahip olabilir. Teorem 1.4.11 geregi meromorf iinivalent bir fonksiyonun birden
daha biiylik mertebeli kutbu olamaz. Eger f fonksiyonu genisletilmis diizlemde bir D

bolgesinde konform ise f fonksiyonunun D, ={ze D :z # ©, f(z) # o} gibi sonlu bir
bolgeye kisitlanis1 hem analitik hem de {inivalent olup konformdur. Teorem 1.4.9 un
tersi geregi, D C olmak iizere f:D—> C siirekli ve iinivalent fonksiyonu i¢in eger
f fonksiyonunun D, ={zeD:z#w, f(z)# o} bolgesine kisitlanis1 konform ise bu

takdirde f fonksiyonu D  bolgesinde konformdur. Sonlu diizlemde oldugu gibi
genisletilmis kompleks diizlemde de konform doniisiimlerin bileskesi konfordur ve

konform doniisiimlerin tersi yine konformdur. Genisletilmis kompleks diizlemde bir D
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bolgesinin f ters konform doniisiimii diye f eslenik doniisimiinin D bolgesinde
konform olmasi anlagilir. Burada o = o oldugu kabul edilecektir.

Ornek 2.3.1. 7:C—>C, f(z)=1/z, f(0)=x ve f(0)=0 Ozelliginde bir
konform doniistimdiir. f/ fonksiyonu z noktasinin bir rasyonel fonksiyonu oldugundan
meromorf olup iinivalent oldugu agiktir. Bu fonksiyon D = A(0,1) ag¢ik birim dairesini
onun dist olan D' = A(e,l) bolgesi iizerine konform olarak déniistiiriir ve f = f'
oldugundan f~' de D' bélgesini D = A(0,1) iizerine konform olarak doniistiiriir.

f(z)=1/z doniisiimi, Maobius doniigiimlerin  sinift  denilen konform
dontisiimler sinifinin olduk¢a 6nemli bir elemamidir. a, b, ¢, d kompleks sayilar ve
ad —bc # 0 olmak tizere f : C—>C

az+b
cz+d

f(2)=

(2.5)

biciminde fonksiyonlara Mobius doniisiimleri (lineer kesirsel doniisiimler) denir.
Rasyonel fonksiyonlarda oldugu gibi Mdbius doniistimleri de meromorf fonksiyon-
lardir. ad —bc #0 sart1 bu donilisiimlerin sabit fonksiyonlar olmadigin1 gosterir. Eger

¢ =0 ise bu takdirde a # 0 ve (2.5) bagintist & =a/d # 0 olmak iizere f(z)=az+ [
bi¢ciminde ifade edilebilir. Bu durumda f* yon koruyan bir doniisiimdiir ve f(o0) =

dur. ¢ # 0 ise bu takdirde f Mdobius donilisiimii —d /¢ noktasinda bir kutba sahiptir ve

f () =1lim f(z) = a/c bi¢giminde tanimlanir. (2.5) bagintisinin C dan C ya konform

bir doniisim tanimladigmmi gostermek i¢in f fonksiyonunun iinivalent oldugunu
gostermek zor degildir.

dz—-b

—cz+a

/(@)=
f fonksiyonunun ters fonksiyonu olup f~' fonksiyonunun kendisi de bir M&bius

dontigimidiir ve f (@):@ dir. Mobius doniisiimlerinin bileskesinin yine bir Mdbius
dontigiimii oldugu kolayca gosterilebilir.

Teorem 2.2.6 ve Teorem 2.2.7, C den kendisi tizerine ve birim diskten kendi
tizerine olan konform doniisiimlerin 6zel tipte Mobius doniisiimler oldugunu gdésterir.

Bu durum asagidaki teoremde ifade edilmistir.
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Teorem 2.3.2. C dan C iizerine olan konform doniisiimler Mobius doniisiim-

leridir. Ozellikle, herhangi bir f: C — C konform dontistimiiniin deger kiimesi biitlin

genisletilmis kompleks diizlemdir.
Ispat. f: C—>C keyfi bir konform donilisim oldugunu kabul edelim.
g(z) =1/(z—w,) olmak iizere, A : Co>C fonksiyonunu
h:{ S f@=m se
gof o fo)=w,#m ise
bi¢iminde tanimlayalim. g, g(w,) = oo 6zelliginde bir Mébius doniistimii oldugundan

h donilistimii o« noktasini sabit birakan C diizleminin bir konform dontigimidiir. 4
fonksiyonunun C sonlu diizlemine kisitlanist da C diizleminin bir konform
donigiimidiir. Teorem 2.2.6 geregi & fonksiyonu A(z)=az+b, a# 0, bicimindedir.
Boylece 4 fonksiyonu bir Mobius doniistimiidiir. # fonksiyonunun tanimi geregi ya
h=f yada f =g ' oh oldugundan her iki durumda f bir Mébius déniisimiidiir. m

Herhangi bir Mdbius DOniisiimiinii basit Mobius Doniisiimlerinin bileskesi
olarak yazilabilir. Bu basit Mdbius doniisiimlerine elemanter Mobius doniistimleri
denir. Bu dontigiimler: (i) f(z)=z+b big¢imindeki oteleme; (ii) a pozitif bir reel say1
olmak lizere f(z)=az big¢imindeki orijine gére genlesme (homoteti); (iii) |al|=1
olmak iizere  f(z)=az bicimindeki orijin etrafindaki dénme; (iv) f(z)=z"
inversiyon doniisimleridir. f(z)=(az+b)/(cz+d) keyfi bir Mdbius doniisiimii
olsun. Eger ¢ =0 ise f(z)=(a/d)z+b/d olup bu doniisiim (i), (ii) ve (iii) tipindeki
doniigsiimlerin bileskesi olarak yazilabilir. Eger ¢ # 0 ise

a bc—ad 1
==+
S &= T o

biciminde yazilabilir ve bu ise yukarida gosterilen elemanter Mobius doniistimlerin bes
veya daha azinin bileskesi olarak elde edilebilir.

Tanim 2.3.3. f Mobius donilistimii olmak iizere f(z)=z esitligini saglayan

ze C noktalarina f fonksiyonunun sabit noktalari denir. Sabit noktalar Mobius

dontistimlerini daha iyi tanimada ilk basamagi olusturur.
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Teorem 2.3.4. f 6zdeslik doniisiimii olmayan bir Mdbius doniisiimii olsun. Bu
takdirde f en ¢ok iki sabit noktaya sahiptir. Baska bir deyisle, eger a+d =F2 ise
f(z) =(az +b)/(cz + d) bir sabit noktaya, diger durumda ise iki sabit noktaya sahiptir.

Ispat. ad —bc =1 olmak iizere f(z)=(az+b)/(cz+d) olsun. Eger c=0 ise
ad =1 olup, a=al/d ve f=b/d denirse, f(z)=az+ f olur. Bu doniisiim her
zaman o noktasini sabit birakir. a #1 ise — f/(a —1) noktas1 f* fonksiyonunun sabit
noktadir. =1 ve =0 olmadikca az+ =z denklemi baska c¢oziime sahip
degildir. Bu yiizden f fonksiyonunun bagka sabit noktalar1 yoktur. & =1 olmasi i¢in
gerek ve yeter sart a=d olmasidir. (a+d)’ =(a—d)’ +4ad =(a—d)’ +4
oldugundan a =1 olmasi i¢in gerek ve yeter sart a +d = F¥2 olmasidir. Boylece ¢ =0
olmasi durumunda a +d =+F2 ise f fonksiyonu bir sabit noktaya, diger durumlarda iki

sabit notlaya sahip olur.

c¢#0 olmasit durumunda f(-d/c)=w ve f(®)=al/c olup —d/c ve »
noktalar1 f fonksiyonunun sabit noktalar1 degildir. O halde f(z)=(az+b)/(cz+d)

doniisiimiiniin bir tek sabit noktasi

az+b
=z
cz+d

denklemini saglayan sonlu z noktalaridir. Bu noktalar
cz’+(d-a)z-b=0
denkleminin kokleridir. ad —bc =1 esitligi kullanilarak bu denklemin kokleri

.- (a—d)F+(a+d)’ -4

2c

dir. Bu durumda c¢#0 iken, eger a+d =F2 ise f fonksiyonunun bir tek sabit
noktasi, eger a +d # ¥2 ise f fonksiyonunun iki tane sabit noktast vardir. m

Asagidaki iki sonu¢ bir Mobius doniisiimiiniin 6zel noktalardaki degerleri

yardimiyla tek olarak belirlenebilecegini gosterir.
Teorem 2.3.5. (z,,z,,z,), C da farkli noktalarin sirali iigliisii olsun. Bu
takdirde f(z,)=1, f(z,)=0 ve f(z;) = olacak sekilde bir tek f Mobius donii-

stimii vardir.
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Ispat. Once verilen sirali iicliiniin bilesenlerinin sonlu oldugunu kabul edelim.

Bu taktirde

f(2)= (z) —z3)(z - z,)

(z)—z,)(z—z;)

(2.6)

dontistimii istenilen Mobius doniisiimiidiir. Eger z,, z, veya z; noktalarindan herhangi

biri o ise (2.6) bagintisindan f doniistimii

z—z
f(z)= 2.z, =0 ise
z—z,
z,—z
f(z)="—2 1z, =0 ise (2.7)
z—z,
z—z
f(z)= 21z, =0 ise
2174

biciminde oldugu agiktir.

Bu doniigiimiin tek oldugunu gosterelim. Bunun icin bu 6zellikte f ve g gibi
iki Mobius doniisiimiiniin oldugunu kabul edelim. Bu takdirde 4 = f ' o g fonksiyonu
Z,, Z, , z, noktalarin sabit birakan bir Mobius doniisiimii olur. Teorem 2.3.4 geregi
boyle bir /# déniisiimii 6zdeslik doniisiimiidiir. Béylece g =(f ')~ = f elde edilir. m

Sonu¢ 2.3.6. (z,,z,,z;) ve (w,,w,,w;), C genisletilmis kompleks diizlemde
farkli noktalarin sirali iigliisti olsun. f(z,) =w,, f(z,)=w, ve f(z;)=w, Ozelliginde
bir tek Mobius doniisiimii vardir.

Ispat. Teorem 2.3.5 geregi g ve & Mobius doniisiimlerini g(z,) =1, g(z,)=0,
g(z;)=o ve h(w))=1, h(w,)=0, h(w;) =00 olacak sekilde segebiliriz. Bu takdirde
f=h"og Mobius doniisiimii z, noktasin1 w, noktasina, z, noktasini w, noktasmna
ve z, noktasini da w, noktasma doniistiiriir. O halde bdyle bir doniisiimiin tek oldugu
Teorem 2.3.5 de izlenen yolla gosterilebilir. m

Tanmm 2.3.7. (z,,z,,z,,z,) genisletilmis diizlemin farkli noktalarin siral
dortliisii olsun. f(z,)=1, f(z,)=0 ve f(z;)=o Ozelligindeki Mobius doniisiimii
icin f(z,) kompleks sayisma bu dortliniin ¢apraz orami denir ve [z,,z,,2,,2,]

biciminde gosterilir. Teorem 2.3.5 geregi boyle bir Mobius dontisiimii bir tektir. Eger

secilen bu noktalar sonlu ise, (2.6) bagintisindan
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(z) —2z3)(z, — 2,) 2.8)

[21922323324] =
(Zl —22)(23 _24)

dir. Eger noktalardan birinin sonsuz ise (2.7) bagintisindan

[00322,23,24]222—24 , [21,00,23’24]221_24
zZ,—2, Z,— 2z, (2.9)
[2122,0,2,] = 2% [2,2,,2,,00] = 22
22 - Zl Zl - 22
elde edilir. Ornegin;
2 (2i —i
[l,i,—l,—i]:_ ( l) — ve [O,_l, i oO]:—lz—i
(A-)(-1+19) 1
dir.
Asagidaki teorem, Mobius doniisiimler altinda ¢apraz oranin korundugunu
gosterir.

Teorem 2.3.8. f/ bir Mobius doniistimii olsun. Bu taktirde genisletilmis

kompleks diizlemde farkli noktalarin (z,,z,,z,,z,) sirali dortliisii i¢in
[2,,25,25,2,1 =1/ (2)), f(2,), [ (23), f (2,)]
dir.
Ispat. f(z,) noktasim 1 noktasma, f(z,) noktasim1 O noktasina ve f(z,)

noktasint o noktasina resmeden bir tek Mdbius donilisimii g olsun. Bu takdirde
go f fonksiyonu z, noktasini 1 noktasina, z, noktasint 0 noktasina ve z, noktasini
da © a resmeder. Capraz oranin tanimi geregi
[21,25,25,2, 1= (g 2 )Nz,) = g[S ()] =/ (2)), [(2,), [ (2), [ (2,)]

elde edilir. m

Bu teoremin bir sonucu iki ¢apraz oranin ne zaman esit olacagini ifade eder.

Sonug¢ 2.3.9. [z,,z,,2,,2,] ve [w,,w,,w;,w,] ¢apraz oranlarinin esit olmasi i¢in
gerek ve yeter sart i=1,2,3,4 icin f(z,)=w, olacak sekilde bir f Mobius
doniistimiiniin mevcut olmasidir.

Ispat. Bu iki ¢apraz oranin esit oldugunu kabul edelim. Tamim geregi g(w,) =1,
g(w,)=0 ve g(w,) =0 olacak sekilde bir tek g Mobius doniisiimii i¢in g(w,) =
[w,, w,,w,,w,] dir. Sonug 2.3.6 geregi f(z,)=w,, f(z,)=w, ve f(z,)=w, olacak

sekilde bir tek f* Mobius doniigiimiiniin vardir. Teorem 2.3.8 den
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glf z)l=wy, wy,wy, f(z)]=121,25, 25, 2,1 = [w, wy, wy, wy ] = g(w,)
elde edilir. g inivalent oldugundan f(z,)=w, dir. Bdylece i=1,2,3,4 igin
f(z,)=w, elde edilir.

Tersine, i =1,2,3,4 icin f(z,) =w, olacak sekilde bir f Mobius doniisiimii
varsa bu takdirde Teorem 2.3.8 geregi iki capraz oran esittir. m

Teorem 2.3.8, f(z,)=w,, f(z,)=w, ve f(z;)=w, olacak sekilde / Mdbius
doniistimiiniin elde edilmesinde olduk¢a kullanish bir yontemdir. Ciinkii z # z,, z,, z,
icin f(z) degeri

[2,,2,,25,2] = [W,, Wy, Wy, f(2)] (2.10)

esitligi yardimiyla tam olarak belirlenebilir.

Ornek 2.3.10. f(i)=o, f(0)=1 ve f(o)=-i ozelligindeki f Mdobius
dontigiimiinii bulalim. z#1i,0, 0 i¢in (2.10) geregi [i,0,0,z]=[w,l,—i, f(2)]
yazabiliriz. Buradan (2.9) geregi

1-1(2)
—i=f(2)

elde edilir. Gerekli diizenlemelerle bu 6zellikteki Mdbius doniistimiiniin

—iz=

z+1

f(2)=

iz+1
oldugu goriiliir.

Mobius dontistimler altinda degismez kalanlarin en 6nemli sinifini, genisletilmis
diizlemde ¢emberler olusturur. C genisletilmis diizleminde bir K ¢emberi ya C
kompleks diizlemde bilinen bir ¢ember yada L, C de bir dogru olmak iizere
K =L U {o} bigiminde bir gemberdir. Boylece, C genigletilmis diizlemde herhangi {i¢
noktadan bir ve yalnmiz bir g¢ember gectigi sdylenebilir. 4 ve C reel sayilar ve
| B> —AC >0 olmak iizere

Az +Bz+Bz+C=0 (2.11)
bagintisini saglayan ze C noktalarmin kiimesi, 4 # 0 ise C kompleks diizlemde bir

cember, 4 =0 ise C de bir dogru gosterdigi gosterilebilir. Tersine kompleks diizlemde

her bir ¢gember veya dogru (2.11) tipinde bir bagintiyla ifade edilir. (2.11) bagintisina C

genisletilmis kompleks diizlemde genel bir cember denklemi olarak bakilabilir. Ayrica
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(2.11) bagintistyla verilen ¢emberlerin yar1 ¢capinin c olmasi ancak ve ancak 4 =0
olmastyla miimkiin oldugu sonucu ¢ikarilabilir.
Asagidaki teorem Mobius doniisiimlerinin genisletilmis kompleks diizlemde

cemberleri korudugunu gosterir.
Teorem 2.3.11. Mobius doniisiimleri C genisletilmis diizlemindeki ¢emberleri
yine C genisletilmis kompleks diizlemindeki cemberlere doniistiiriir.

Ispat. K, C da keyfi bir cember ve f fonksiyonu da bir Mobius doniisiimii
olsun. Eger /' donme, 6teleme veya uzama-kisalma olan bir Mdbius doniisiimii ise bu
takdirde f(K) goriintii kiimesinin C da bir cember oldugu agiktir. Geriye sadece f
fonksiyonunun f(z)=1/z durumu kalr. K ¢emberi A|z|* +Bz+Bz+C =0 esitligi

ile verilmis olsun. z # 0 kompleks sayis1 icin w =z olarak alimirsa z € K olmasi i¢in

gerek ve yeter sart

A|2 +£+§+C:0,

| w wow
veya denk bir ifadeyle

Clw|* +Bw+Bw+A4=0
bagintisinin saglanmasidir. Bu son esitlik C da K gibi bagka bir cember denklemidir.
Eger z=0 ve ze K ise C=0 olup w=00=1/0 noktas1 K gemberine ait olur. Benzer
sekilde z=oc0 noktasinin K fiizerinde olmasi igin gerek ve yeter sart w=o00=1/0

noktasinin K cemberi lizerinde olmasidir. Sonug¢ olarak, bir ze C noktasinin K

1

¢emberine ait olasi igin gerek ve yeter sart w=z"' = f(z) noktasiun K c¢emberine ait

olmasidir. Bu durum f(K) =K kiimesinin C da bir ¢cember oldugunu gosterir. m
Ornek 2.3.12. f(z)=(z+i)/(z+1) Mobius doniisiimii alinda K = R U {oo}
ve K'={z: |z |=1} ¢emberlerinin resimlerini bulalim.
Teorem 2.3.11 geregi f(K), f(H)=(1+i)/2, f(0)=i ve f(-1)=wo
noktalarindan gecen C da bir cemberdir (Sekil 2.5). Bundan dolay1 f(K), y=-x+1
denklemi ile verilen bir dogrudur. Benzer sekilde f/(K'), f(1)=(1+i)/2, f(-1)=o

A

noktalarin dan gegen C da y=x denklemiyle verilen bir ¢emberdir. K ile K’
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cemberleri 1 noktasinda bir birlerine dik oldugundan konformluk geregi f(K) ile de

f(K") ¢cemberleri (1+i)/2 noktasinda bir birlerine diktirler.

Sekil 2.5

Tanmm 2.3.13. K, C de z, merkezli ve r yarigapli bilinen anlamda bir ¢cember

olsun. z # z,, ,o0 i¢in

r o zyz+ri=|z, |

Pr(2)=zy+— J—
z-2z, zZ-2z,

(2.12)
ve py(z,)=o, py(o)=z, olarak tanimli p, : C—>C fonksiyonuna K da bir
yansima denir. Bunun geometrik anlami1 p, fonksiyonu z, ve oo dan farkl bir z

noktasii z, ile z noktasim birlestiren dogru iizerinde |z -z, || z* —z, |= * bagmntisin

saglayan tek bir z* noktasina doniistiiriir (Sekil 2.6).

Sekil 2.6 Sekil 2.7

Eger L dogrusu Bz+Bz+C=0 ( Creel ve B#0) denklemi ile verilmis bir

dogru ve K = L U {0} ise bu takdirde p, doniisiimii p, (©) =0 ve z# o i¢in
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pe()=-27 -2 (2.13)

ile verilir. Bu durumda bir z # o noktasinin K ¢cemberine gore yansimasi K ¢emberini

diiz ayna kabul eden z" noktasidir (Sekil 2.7). (2.12) hem de (2.13) de verilen p,

fonksiyonu K {izerindeki noktalari sabit birakir ve p, o p,, C da bir Ozdeslik
déniisiimiidiir. Béylece p;' = p, dir.

a,b,c,d kompleks sayilar olmak iizere (2.12) ve (2.13) bagintilarindan her bir
Py yansima donilisiimiiniin

f(z)=—af+2 , ad-bc#0 (2.14)

cz+

bicimindeki fonksiyonlarin siifina aittir. Aslinda (2.14) tipinde bir f fonksiyonu,

p(z) =z reel eksendeki yansima ve g Mobius doniisiimii olmak lizere f =gop

bi¢ciminde bir fonksiyondur. Bu fonksiyonlara ters Mobius doniigiimleri denir. Hemen

belirtelim ki her ters Mdbius doniistimil bir yansima degildir. p, C dan kendisi iizerine

~

ters konform doniisiimii oldugundan ve Mdobius dontisiimleri de C yi kendisi iizerine
konform olarak doniistiirdiigiinden ters Mobius doniisiimleri de C y1 kendisi {lizerine
ters konform olarak doniistiiriir. Gergekten, Teorem 2.2.3 ve C da ters konform

tammindan C dan kendisi {izerine keyfi bir ters konform doniisiimiiniin (2.14) tipinde
oldugu aciktir. (2.14) tipinde verilen bir f fonksiyonu Mobius doniistimleri ile bir ¢cok
ortak dzellige sahiptir. Ornegin K, C da bir cember ise f(K) da C da bir ¢emberdir.

Ayrica iki ters Mobius doniisiimiin bileskesi bir Mdbius doniisiimiidiir. Genelde cift
sayida ters Mdbius doniisiimlerle Mobius doniisiimlerinin bileskesi yine bir Mdbius

doniistimdiir.
Tamm 2.3.14. K, C da herhangi bir gember olsun. z, z* € C - K noktalar: icin
eger z° = p,(z) (veyap,(z)==z")ise z ve z' noktalarina K ¢emberine gore simetrik

noktalar denir.

Asagidaki teorem Mobius doniisiimlerinin simetri prensibi ile ilgilidir.

Teorem 2.3.15. f bir Mobius doniisiimii ve K da C da bir ¢ember olsun. Bu
takdirde
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fopszf(K)of (2.15)
dir. Ozellikle, z ve z* K ¢emberine gore simetrik noktalar ise f(z) ve f(z*) da

f(K) ¢emberine gore simetrik noktalardir.
Ispat. p}ék) =Pk gergegi gbz Online alindifinda g = f o Prxy°f o Pk

dontistimiiniin C dan kendisi iizerine bir 0zdeslik dontistimii oldugu gosterilirse (2.15)
ifadesi gosterilmis olacaktir. Cift sayida yansima doniisiimii ile Mdbius doniisiimlerinin

birlesimi olan g fonksiyonu bir Mobius doniisiimiidiir. Ustelik g fonksiyonu K

cemberinin biitlin noktalarin1 sabit birakir. Teorem 2.3.4 geregi g, C nmn tim

noktalarini sabit birakir. Yani g bir 6zdeslik doniisiimiidiir. Boylece (2.15) bagintisi

saglanmis olur.

Eger z ve z" noktalar1 K ya gore simetrik noktalar ise bu takdirde (2.15)

geregi w= f(z) ve w" = f(z") noktalar1

PricyW =Pl f (D= flpg (D= f(z7)=w’
bagintisini saglar. Bu ise w ve w* noktalarinin f(K) ¢emberine gore simetrik oldugunu
gosterir. m

Ornek 2.3.16. K, C da z,,z,,z; hoktalarindan gecen bir ¢ember olsun.
z#2,,2,,Z; 1¢IN p, yansimasinin

[21.2,.23.2)=[ 21,2525, P (2)] (2.16)
esitligini sagladigin1 gosterelim.

f, z, noktasim1 1 noktasina, z, noktasim1 0 noktasina ve z; noktasini da « a
resmeden bir Mdbius doniisimii olsun. Bu takdirde f(K)= R u{w} dur. Ustelik
z,,z,,z; noktalarindan farkli z noktasi i¢in capraz oran tanimindan [z,,z,,z;,z]= f(2)
ve [z,,2,,25,Px (2)]= f(pg(2)) yazabiliriz. Eger zeK ise bu takdirde p,(z)=z ve
(2.16) bagmtist f(z)=f(z) esitligine indirgenir. f(z) reel oldugundan bu esitlik
dogrudur. Eger z , K {izerinde bulunmuyorsa bu takdirde Teorem 2.3.15 geregi f(z) ve
flpx(2)]1, RuU{w} a gore simetrik olmalidir. Baska bir deyisle () =11 P, (2)] dir.

Boylece (2.16) bagintisi elde edilmis olur.
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2.4 Riemann Doniisiim Teoremi

Riemann donilisiim teoremi, kompleks analizde Onemli bir yere sahiptir.
Teoremin Riemann tarafindan verilen ilk ispati Dirichlet Prensibine dayanir. Buradaki
ispat1 ise Montel’in normal ailelerle ilgili teoremine ve Paul Koebe’nin yorumuna
dayanmaktadir. Ispata hazirlik i¢in dnce asagidaki yardimei teoremleri verelim.

Lemma 24.1. f:D — C konform doniisim ve D c C basit baglantili bir
bolge olsun. Bu takdirde D' = f(D) de basit baglantili bir bolgedir.

Ispat. Eger D'=C ise ispat agiktir. D' # C oldugunu kabul edelim. f sabit
olmayan analitik bir fonksiyon oldugundan D’ kesinlikle bir bdlgedir. Ispat igin
her we C — D" ve D' de bulunan her kapali parcal1 diizgiin f yoluigin n(f,w)=0

oldugunu gostermeliyiz. w sabit bir nokta ve S yolu g :[a,b] — C olarak tanimlansin.
y:[a,b]—> C, y=f"of egrisini B(t)= f(y(t)) olacak bi¢cimde tanimlayalim. Bu
durumda y, D de kapali parcali diizgiin bir egridir. D basit baglantili oldugundan, y
bu bolgede sifira homologdur.y, D' de bulundugundan f”/(f —w) fonksiyonu D de

analitiktir. Cauchy Teoremi geregi;

[ de 5 fw) yod_t @ dg
J w0 -w B0 V= erinw)

olur. Bu ise n(f,w)=0 yani £ basit baglantilidir.m

Lemma 2.4.2. D c C basit baglantili bir bolge, D # C ve z, € D olsun. Bu
takdirde asagidaki 6zellikleri saglayan f : D — C konform doniisiimii vardir.

(i) f(D)cA=A(0,)

(ii) f(z,)=0 ve f'(z,)>0

Ispat. b e C - D noktasini secelim ve f;: D — C, f,(z) =z—b fonksiyonunu
tanimlayalim. f, fonksiyonunun D bélgesini orijini bulunduran bir D, = f,(D) gibi
basit baglantili bir bolgeye resmettigi aciktir. f,(z) fonksiyonunu D, de logz

fonksiyonunun herhangi bir dali olarak tanimlayalim. Teorem 1.3.8 geregi bdyle bir

f, dali tanmimlanabilir ve bu fonksiyon ayni zamanda analitiktir ve {inivalenttir.

w, € D, = f,(D,) noktast ve A(w,,r)c D, kapali dairesini géz Oniine alalim.
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W,=w, +2zi olarak tanimlanirsa A (#,,7) " D, =¢ olmak zorundadir. Gergekten;
Wwe A(W,,r)" D, oldugunu kabul edelim. Bu takdirde f,(Z)=wolacak sekilde
Z € D, noktas1 vardir. Ote yandanw noktasmi belli bir A(w,,r) igin Ww=w+27i
olarak yazabiliriz. Elbette f,(z) =w olacak sekilde z € D, noktalar1 vardir. Boylece

5= ol B) _ g w2l _ w0 _
olur. Buise w=f,(z)=/f,(Z)=w=w+2xi geliskili durumu gerektirir . O halde
A(W,,r)N D, = ¢ dir. Dolayisiyla, her z e D, igin |z—W[>r esitsizligi saglanir. Bu
da fi;(z)=r/(z—w,) Mobius donisimi altinda D, bdlgesinin resminin
D, = f,(D,) © A olmasi gerektirir. Boylece f; o f, o f; bileske fonksiyonu D yi A
icinde bir bolgeye konform olarak resmeder.

c=(fs°f,° fi)z,) olsun. Teorem 2.2.7 geregi, f,(z)=(z—c)/(1-cz) ile
verilen f, :A—> A fonksiyonu D yi kendi iizerine konform olarak resmeder ve
f.(c) =0 dir. Boylece f, o f; o f, o f, bileske fonksiyonu D yi A i¢ine konform olarak
resmeder ve z, noktasini da orijine doniistiiriir.

Sonug olarak, Teorem 1.4.13 geregi d =(f, o f;0f,° /) (z,)#0 dir. A da
u=e'"* olmak dlizere f,(z)=uz fonksiyonunu tamimlayalim. Béylece, f =
fsofiofyof,of fonksiyonu D yi A dairesinin bir alt bolgesi tlizerine konform
olarak doniistiiriir ve

f(z) =0, f=f0)fiofsefrof)(z)=ud=|d[>0
ozelliklerini saglar. Bu da f fonksiyonunun ( i ) ve ( ii ) 6zelliklerini saglayan bir
konform dontisiim oldugunu gosterir. m

Lemma 2.4.3. D # C olmak tizere D c C basit baglantil1 bir bolge, z, € D ve
f:D— C konform donligimi Lemma 2.4.2’nin (i) ve (if) sartlarmi saglasin.
f(D)#A oldugunu kabul edelim. Bu takdirde bu iki ozelligi ve g'(z,)> f'(z,)
esitsizligini saglayan bir g : D — C konform doniisiim vardir.

Ispat. (D)= D, olsun. Ilk olarak b € A — D, noktasim segelim. f(z,) =0 D,

oldugundan b #0 olmak zorundadir. Teorem 2.2.7 geregi g,(z)=(z-b) / (1-bz)

dontisimii A yi kendi iizerine konform olarak doniistiiriir. Boylece A dairesinin basit
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baglantili bir D, alt bolgesini de baska bir boyle D, =g,(D,) A bdlgesine
dontistiirir. D, bolgesi orijini (=g,(b)) bulundurmamasina ragmen g,(0)=-b
noktasini bulundurur (Sekil 2.8). Dogrudan bir hesaplamayla g/(0)=1-|b|* oldugu

gortliir.
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Ikinci olarak, Teorem 1.3.8 logz’nin D, de bir dalinin oldugunu garanti eder.

L(z2)/2

Bu dali L ile gosterelim. g,(z)=e ile verilsin. Bu takdirde ze D, i¢in

|g2 (z)| =\/m <1 ve g, fonksiyonu D, bdlgesinde bire birdir. Gergekten, g,(z,)=
g,(z,) ise z, =[g,(z,)I’ =lg,(z,)]’ =z, dir. Bagka bir deyisle g,, D, den basit
baglantili D, = g,(D,) c A bolgesi lizerine bir konform dontsiimdiir (Sekil 2.8).
¢ =g,(=b) denirse, c € D, olup

1 1

! —b = =
8l 2a,(-b)  2¢

elde edilir.
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iArge

Son olarak, u=e olmak tizere A dairesini kendi {lizerine konform olarak

resmeden g,(z)=u(z—c)/(1-cz) donlisimini gbz 6niine alalm. D, = g,(D,) c A
ve g,(c)=0e D, diir. Ayrica gi(c)=u/(1-|c|*) dir.

Teoremde istenilen g doniisiimii g =g,0g,0g,°f bileske doniisiimii olarak
tanimlanirsa, g doniisimii D bolgesini D; bolgesi iizerine konform olarak dontistiiriir
ve g(z,)=0 dir. Ayrica, u/c=1/|c|, |c|’= g,(=b)|’=|b]| ve 1+|c|*>2|c| oldugu

dikkate alinirsa

I=|cf

g'(z)) = g:(0) g, (-b) g1(0) f'(z,) =[LJ (ij (A=[b1)f"(z,)
I+|c) ., ,
= (WJf (z9) > f'(2,)

elde edilir. m

Simdi Riemann doniisiim teoremi ifade ve ispat edilecektir. Teoremin birkag
durumu vardir. Ispat i¢in herhangi bir durumunu dikkate almak yeterlidir. Biz burada
kompleks diizlemde diizlemin tamami1 olmayan basit baglantil1 bir alt bolgeyi acik birim
disk tizerine konform olarak doniistiiren doniisiimlerin varligi ile ilgilenecegiz. Teorem
3.4.3 bu teoremin daha genel halini ifade etmektedir.

Teorem 2.4.4. (Riemann Doniisiim Teoremi) D = C olmak {izere D c C

basit baglantili bir bélge ve z, € D olsun. f(z,)=0 ve f'(z,)>0 0&zelliginde D
bolgesini A = A(0,1) iizerine konform olarak resmeden bir tek f* doniligiimii vardir.
Ispat. D bolgesinden A birim dairesinin bir alt bélgesi iizerine f(z,)=0,
f'(z,) >0 ozelligindeki biitin f:D — C konform dontisimlerin smifim F ile
gosterelim. Lemma 2.4.3 geregi F' # ¢ dir. A(z,,r) = D olacak sekilde bir 7 > 0 sayis1
secelim. Cauchy Esitsizligi geregi her f € F i¢in f'(z,) =| f'(z,) |<r~' dir. Bdylece
{f'(z,): f € F} kiimesinin pozitif reel sayilarin sinirli bir kiimesi oldugu goriiliir. O

halde bu kiimenin bir en kiigiik {ist simir1 vardir ve bu smr / ile gosterelim.

I-n"'< fl(z,) <1 ozelliginde f, € F fonksiyonlarini segelim. F ailesi D de lokal

sinirli oldugundan Montel Teoremi geregi her (f,) dizisinin D nin kompakt alt
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kiimelerinde f'ye diizgiin yakinsayan bir (f, ) alt dizisi vardir ve f* de D de analitiktir.
Ayrica;
fz)=lim £, (2,)=0 ve [(z)=limf; (z)=1>0

dir. Ozellikle f, D de sabit degildir. Teorem 1.4.17 geregi f fonksiyonu bu bdlgede
{inivalent ve f(D)c A dir. A¢ik doniisiim teoremi geregi f(D) acik bir kiimedir ve
A dairesinin bir alt kiimesi olmak zorundadir. Béylece f € F dir. Eger f(D)=A
oldugu gosterilirse teoremin ispati tamamlanmis olacaktir. Eger f (D)= A olsaydi
Lemma 2.4.3 geregi z, noktasinda tiirevi f'(z,) =/ den daha biiyiik olan F ailesinin
bir elemanini bulmak miimkiin olacakti. / sayisinin tanimi geregi bu miimkiin degildir.
O halde f fonksiyonu D bolgesini A dairesi lizerine konform olarak doniistiirmek
zorundadir.

Simdi bdyle bir doniisiimiin tek oldugunu gdsterelim. Kabul edelim ki g
fonksiyonu g(z,)=0 ve g'(z,)>0 ozelliginde ve D bolgesini A dairesi lizerine
konform olarak resmeden bagka bir doniisim olsun. @:A —>A, @=gof
fonksiyonunu g6z Oniine alalim. Bu fonksiyon konform olup ¢@(0)=0 ve
9'(0)=g'(z,)/f'(z))>0 Ozelliklerini saglar. Teorem 2.2.7 geregi bdyle bir ¢
dontistimii bir tektir ve bu ¢@(z) =z doniisiimiidiir. Boylece, her bir ze D i¢in
g(z)=¢[ f(2)]=f(z) elde edilir. Buise f fonksiyonunun tek oldugunu gdsterir. m

Riemann Doniisiim Teoremi, kompleks diizlemin herhangi basit baglantili bir D
0z alt bolgesinin bagka boyle bir alt bdlgeye konform olarak resmedilebilecegini

gosterir. Asagida boyle bir donilisiimiin belli bir z, € D noktast i¢in f(z,) ve
Arg[ f'(z,)] degerlerine gore tek olarak belirlenebilecegi gosterilecek.

Teorem 2.4.5. D ve D' biitiin bir kompleks diizlem olmayan basit baglantili iki
bolge ve z,eD, z,eD' ve 6,e(-z,x] olsun. Bu takdirde f(z,)=z, ve
Arg[f'(z,)]=6, Ozelliginde D bolgesinden D' bdlgesi iizerine bir tek f konform
doniistimii vardir.

Ispat. g, D bolgesinden A = A(0,1) birim dairesi {izerine g(z,)=0, g'(z,) >0
ozelliginde bir konform donlisim ve 4 da D' bdlgesinde, z, € D' noktasinda g

dontlistimiintin  sagladig1r Ozellikleri saglayan bir fonksiyon olsun. Bu takdirde,
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f(z)=h"[e'" g(z)] biciminde tanimlanan f:D — D' fonksiyonu D den D’

i6,

bolgesine f(z,) =2z, ve f'(z,)=¢e" g'(z,) / h'(zy) Ozelliginde bir konform doniisiim-
dir. g'(z,)>0 ve h'(zj) >0 oldugundan Arg[f'(z,)]=6, dir. f fonksiyonunun
tekligini gostermek ic¢in f ile aym Ozellige sahip keyfi bir f,:D — D’ konform
doniisiimiinii gdéz oOniine alalm. @=go f™' of og™ doniisiimiA dan A iizerine

konform doniisiimdiir. Ustelik ¢ déniisimii ¢(0) =0 ve Arg[f'(z,)]=Arg[f,(z,)]

oldugundan

' ' 1 ' 1 fo'(zo) | fo!(zo) |
0) = g'(0)- Sz ——= - 0
PO =8OS ) T e T G

0zelligini saglar. Teorem 2.2.4 {in ispatinda oldugu gibi her z € A i¢in ¢(z) = z sonucu

elde edilir. Bu durum her z € D i¢in f,(z) = f(z) oldugunu gosterir. m



39

3. KONFORMAL MODUL VE CARATHEODORY-0SGOOD
TEOREMI

3.1 Baz1 Topolojik Onbilgiler

D ve D', kompleks diizlemin basit baglantil iki 6z alt bolgeleri olsun. D den D’
bolgesine olan bir f konform doniisiimii D bdlgesinin herhangi bir noktasi
komsulugunda yerel olarak olduk¢a hos geometrik ve analitik Ozelliklere sahip

oldugunu ortaya ¢ikardi. Asil 6nemli olan ¢ € D noktas1 z € 0D noktasina yaklasirken
f(¢) hakkinda sdyleyeceklerimiz-dir. Gergekten, bununla ilgili dyle problemler vardir

ki heniiz tam olarak anlagilamamis ve {izerinde c¢alismalar hala siirdiiriilmektedir.
Bununla birlikte bazi 6zel durumlar i¢in Constantin Caratheodory ve William F.
Osgood birbirinden bagimsiz olarak bulduklar1 giizel sonucu soyle ifade edebiliriz: Eger

D ve D', Jordan egrileri tarafindan sinirlanmig iki bolge ise bu takdirde f fonksiyonu
bir tek sekilde D bélgesinden D’ bolgesine iinivalent ve siirekli bir jNr fonksiyonuna
genisletilebilir. Yani f:D — D' konform ise f fonksiyonu f:D — D’ iinivalent
fonksiyonlarina siirekli olarak genisletilebilir. Dolayisiyla, f‘l :D'— D ters fonksi-
yonu da stirekli olup j~‘ geniglemesi bir homeomorfizm olur. Bu kesimde Caratheodory-
Osgood Teoremi ve sonuglari tizerinde durulacak.

A=A(0,1) olmak iizere f:A— C konform doniisiimii i¢in f(A) bdlgesi
elbette sinirsiz olabilir. Bu durumda f fonksiyonunun genislemesinden bahsedildiginde
C genigletilmis diizlemde c¢alisacagiz. Genisletilmis diizlemde bir 4 — C kiimesinin
kapanist A ile ve A kiimesinin smir 04 ile gosterilecek. Elbette 4 < C sinirli ise
A=4 ve 64=04 dir. Buna karsilik 4 c C smirli degil ise /Al=Zu{oo} ve

04 =04U {0} oldugu agiktir.
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Lemma 3.1.1. A = A(0,1) agik birim dairesi i¢in f : A — C fonksiyonu siirekli

ve D = f(A) olsun. Ustelik her z € 0A igin ljm f(&) degeri C da mevcut olsun. Bu

takdirde

- f(2) ; ZEA ise
J(2)= lim /(¢); ze0n ise

biciminde tanimh f:K — C siirekli fonksiyonu, f  fonksiyonunun bir tek
genislemesidir. Ustelik, f(Z) =D dir. Eger 7 tinivalent ise f fonksiyonu A kapali
dairesinden D kapanisina bir homeomorfizmdir.

Ispat. j~‘ fonksiyonunun A kapali dairesinde siirekli oldugunu gostermek igin
]N” fonksiyonunun tanimi geregi OA sinirinda siirekli oldugunu gostermek yeterlidir.

z, € OA keyfi bir nokta ve (z,), A de z, =z, ozelliginde keyfi bir dizi olsun.

Siireklilik i¢in  f(z,) = f(z,) oldugunu gbstermek yetecektir. f(zn)=£im ()

oldugundan, A dairesinde ]N”(zn) #o iken |f({,)— jN”(zn)|< n’, f(zn) = iken
f(&)>n ve |, —z,|<n”" Ozelliginde ¢, noktalari segebiliriz. Boylece n —> oo

yani §, = z, iken
1
|é/n _ZO|S|§n _Zn |+|Zn _ZO |<;+|Zn _ZO |_>O

olur. ({,) < A oldugundan 7(20) fonksiyonunun tanimi geregi f(J,) = 7(20) dir.

Eger f(z,)# © ise yeterince biiyiikk # indisleri igin ]N”(zn) #oo olup | f(&,)|<n

olmali. Boylece, yeterince biiylik #z indisleri i¢in
[f@) = F @I ()= fE) 1+ (6= f(z)|< 1 €)= () >0
olur. Buise j?(zo) # 00 i¢in f(zn) - f(zo) oldugunu gosterir. Eger f(zo) =00 ise bu
takdirde | f(zn) | oo dur. Bu durumda ya f(zn) =0 veya
FE) 1217~

dir. Buda f(z,) >o0= f(zo) demektir. Boylece, ]7 fonksiyonu A bolgesinde dizisel

stirekli dolayisiyla siireklidir.
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Simdi ]N‘(Z) =D oldugunu gosterelim. f fonksiyonunun tanimindan f(Z) <D
oldugu agiktir. Dc 7@) oldugunu gostermeliyiz. Bunun i¢in w, € D iken
f(zo) =w, olacak sekilde z, € D oldugunu gostermeliyiz. D bolgesinde (w,) — w,
olacak sekilde (w,) dizisini segelim. D = f(A) oldugundan w, = f(z,) :j?(zn)
olacak sekilde A dairesinde (z,) dizisi mevcuttur. A kompakt oldugundan z, = Z
olacak sekilde A kapali dairesinde (z,) dizisinin (z, ) gibi bir alt dizisi vardur. 7
fonksiyonu z, noktasinda siirekli oldugundan

w, =limw, =limf(z, )= f(z,)
elde edilir. Boylece, 7(K) =D oldugu gosterilmis olur.

Eger 7 fonksiyonu iinivalent ise bu taktirde ]7’1 DA fonksiyonu siirekli
oldugunu soyleyebiliriz. Aksi halde, ]7’1 ters fonksiyonu bir w, € D noktasinda siirekli
degilse w, — w, iken z, = f '(w,) - z, = f ' (w,) olacak sekilde D blgesinde bir
(w,) dizisi vardir. A kompakt oldugundan, z, € A, z, # z, noktasi igin (z,,) =z
olacak sekilde bir (z, ) alt dizisi vardr. Ote yandan ]7 stirekli oldugundan

fz)=limf(z,)=limw, =w, = [(z)
olur. Bu ise ]7 fonksiyonunun iinivalent olmas ile ¢elisir. O halde, j~‘ fonksiyonu

{inivalent ise A kapali dairesinden D bdlgesine bir homeomorfizm dir.

3.2 Konformal Modiil

G bir genel integrasyon bolgesi yani, G, bilinen integral bélgeleri ve
G, cG,c ... olmakiizere G =UG, olsun. p: G —[0,0) biciminde taniml siirekli bir

fonksiyonuna G bolgesinde yogunluk  fonksiyonu denir. Bu fonksiyonlara G
bolgesinde alan ve uzunluk 6lgmede kullanilan yeni bir ara¢ olarak bakabiliriz. Soyle ki;

G bolgesinde pargal diizgiin y yolunun / (y) ile gosterilen * p - uzunlugu”



42

1,(n) =[p(2)|dz|

esitligi ile verilir. Gergekte bu uzunluk y yay {lizerine yerlestirilen bir telin kiitlesine

karsilik gelir. G' — G olmak tizere G’ genel integrasyon bolgesinin “ p -alan1”
4,(G") = [[[p(2)) dxdy
il

bigiminde tanimlanir. Aslinda bu alan, G bolgesi lizerine yerlestirilen ve yogunlugu p
olan bir levhanin kiitlesini gosterir. Eger p(z) =1 ise /,(y) uzunlugu y yaymin bilinen
uzunluguna, 4,(G") alani da G’ bolgesinin bilinen alanina esittir.

G bir genel integrasyon bolgesi, £ ve F, G bolgesinin bos olmayan ayrik alt
bolgeleri olsun. Bu 6zellikteki E, F' ve G bolgeleri i¢in [ £, F': G| gosterimi kullanilacak

(Sekil 3.1).

veI'[EF.G]

......

Sekil 3.1

Boyle bir gosterime genisletilmis reel sayr karsilik getiren M[E,F :G] sayisina
[E,F:G] gosterimin konform modiilii denir. (Ahlfors 1973) a gore bu say1 konform
dontisiimler altinda degismez kalir. T'[E, F : G] gosterimi, baslangi¢ noktas1 E de bitis
noktas1 F' de olan G de bulunan biitiin parcali diizgiin egrilerin ailesini gostersin.
M E,F : G] sayisin1 tanimlamak i¢in / ,(r) =1 ozelligindeki her y e I'[E, F : G] yolu
icin G de p yogunluklarina bakariz. Boyle bir p fonksiyonuna [ E,F:G] gosterimi

icin kabul edilebilir (admissible) yogunluk denir. [ E,F: G] goOsterimi i¢in G de kabul
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edilebilir tiim yogunluklarin sinifi Adm [E, F : G] ile gosterilir. Adm [E,F : G] # ¢ ise
M| E,F : G] sayisimi

MI[E,F:G]=inf{4,(G): pe Adm [E,F :G]}
bi¢iminde tanimlayalim. Burada infimum [0,00] genisletilmis reel araliginda deger alir.
Daha agik bir ifade ile M[E,F:G] sayisi, yel[E,F:G] yolu igin [, (y)=1
ozelligindeki en kiiciik p-alamdir. A[E,F :G]=1/M[E,F :G] sayisma ['[E,F :G]
ailesinin veya G de E ve [F arasindaki ekstremal uzunlugu denir.

—yel'[F,E:G] olmasi igin gerek ve yeter sart y e ['[E, F' : G] olmasidir.

[p@)1dz|= [ p(a) | dz]|

oldugundan M[E,F :G]=M][F,E :G] oldugu agiktir.

Asagidaki 6rnek yukarida gegen tanimlarin anlasilmasina 11k tutacaktir.

Ornek 3.2.1. a,b>0 olmak iizere, koseleri 0, a, a+ib ve ib olan kapali
dikdortgensel bolge G olsun (Bakimiz Sekil 3.2). Eger E={x:0<x<a} ve
F={x+ib:0<x<a} ise M[E,F :G]=a/b oldugunu gosterelim.

0 <x<a olmak iizere y_:[0,b] > C, y . (y)=x+iy biciminde tanimlanan
yolu T'[E,F :G] ailesinin bir elemamidir. Belli bir p e Adm [E,F : G] yogunluk
fonksiyonu i¢in

b
1< [ pz)|dz| = [ plx-+iy)dy

7(2) 0
dir. Cauchy-Schwarz esitsizligi geregi

1< ﬁp(ﬁiy)dy} < {j[p(xﬂy)]z} {i dy} = bi[p(ﬁl’y)]2 dy

0

dir. O halde her bir x € [O, a] icin

< |[p(x+iy)] dy

S C— >

!
b
olur. Buradan

O© e

y
ol

O C— >

a . 2 2
5 [p(x+iy)] dy} dx = jGj [P()) dA = 4,(G)
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elde edilir. Boylece her bir kabul edilebilir p yogunlugu i¢in inf 4 (G)>a/b veya
M[E,F;G]>alb olur.

ib - F a+ib

Sekil 3.2

P, G— [0,1] , Po(z)21/b bigiminde tanimli p, yogunluk fonksiyonunu goz

Ontine alalim. Her hangi y e I'[E, F : G] yolu i¢in /(y) > b oldugundan

L) =[Py o= [LEL 1D 5

olup p, € Adm[E,F : G] dir. Infimum 6zelliginden
dxdy ab a

M[E,F:G1< 4, (G) :Lj[po(z)]zdx.dyzg s
elde edilir. Boylece M[E,F :G]=a/b dir.

Asagidaki teorem M| E,F :G] sayisinin konform dontigiimler altinda korundu-
gunu gosterir.

Teorem 3.2.2. D bir bolge f : D — C bir konform doniisiim olsun. Bu takdirde
G < D olmak tizere her hangi [ E, F : G] gOsterimi i¢in

M[E,F:G]=M[f(E), [(G): f(G)]
dir.

Ispat. M =M[E,F:G] ve M'=M[f(E),f(G): f(G)] olsun. M <M’
oldugunu gosterilirse ispat tamamlamis olacak. Zira ters esitsizlik 7' fonksiyonunun
uygulanmast ile elde edilir. M’ <o kabul edelim. Aksi halde M < M' oldugu acgiktir.
p € Adm[f(E), (G): f(G)] olsun. G deki p yogunlugunu p(z) = p[f(2)]]f'(2)]

bi¢ciminde tanimlayalim. Buna gore p € Adm[E, F : G] oldugunu iddia ediyoruz. Bunu
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gostermek i¢in T'[E,F :G] ailesinde bir y:[a,b] > C yolu segelim. Bu taktirde,
P=foy da Cf(E), f(G): f(G)] ailesinde bir yoldur.
p € Adm[ f(E), f(G): f(G)] oldugundan

1< [p(2)dz | = [BLAWON B0 dt = [ BLTYOL| L' GO)]7'()| de
B a a

b
= [ pr®) 7@ |l 7'(0) dt = [ p(2)| dz |
a 4
olur. Buise p € Adm[E, F : G] oldugunu gosterir. M < 4 (G) oldugundan

M < 4,(G) = [[lp@)da=[[I(f ()] f1(2)] da

= [[tBONT du av= 4,11 (G)]

F(G)

elde edilir. Boylece, p keyfi kabul edilebilir bir yogunluk oldugundan M < M'sonucu
elde edilir. m

Lemma 3.2.3. A=A(0,1), E=A(0,1/2) ve 0<6, <6, <2z olmak iizere
z,=e'" ve z,=¢ olsun. Bu takdirde her F c A—E baglantili kiimesi ve
z,,z, € F igin (Sekil 3.3)

M[E,F:Al2min{f, -6,,27r—(6, -06,)} (3.2.1)
dir.

Ispat. Modiil, konform déniisiimler altinda degismediginden z, =1, z, =e'®
ve 0<6, =6, -0, <2r olarak almabilir. Boylece FF < A—E baglantili kiimesi icin
l,e'” e F dir. 0<0<2x igin S, ={re'’ :1/2<r <1} olsun. Bu takdirde F kiimesi
ya her 8 €(0,6,) igin S, ile kesisir ya da her 6 € (6,,27) i¢in S, ile kesisir. Aksi
taktirde hem S§,, hem de §, bolgelerinin F ile arakesitleri bos olacak sekilde

w €(0,6,) ve ¢ e(6,,27) acilart meveut olacakti. A—(EU S, US,) acik kiimesi U

ve V gibi iki bilesenden olusacak ve bunlardan biri 1 noktasini, digeri de ¢'® noktasin
bir sinir noktas: olarak sahip olacaklardi. w ve ¢ sayilarmin se¢imi geregi U ve V'

ayrik agik kiimeleri F ile arakesitleri bos olmayan ve F c U UV o6zelliginde iki kiime
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olacakti. Bu durum, F kiimesinin baglantili olmasi ile ¢elisir. O halde her bir i¢in

S, N F # ¢ oldugunu kabul ederek ise baslayip
MI[E,F:A1=6, (3.2.2)
esitsizligini gosterecegiz. Benzer sekilde diger durum i¢in de
MI[E,F:A)227 -6, (3.2.3)
olup (3.2.2) ve (3.2.3) birlikte
M[E,F:A]2min{b,, 27 -6,)}

esitsizligi gosterilmis olacaktir.

Sekil 3.3

(3.2.2) bagintisin1 gostermek igin dnce M[E, F : A] < w oldugunu kabul edelim.
Aksi halde gosterilecek bir sey kalmayacaktir. p €[E, F : A] keyfi kabul edilebilir bir
yogunluk fonksiyonu olsun. 4,(A) > ¢, oldugunu géstermek istiyoruz. 4,(A) sayisinin
bu alt sinirma ulagmak igin ilk dnce her bir 6 € (0,6,) igin b, e’ € F 6zelliginde bir
b, e(1/2,1) sayist secelim (S, "F #¢ kabul edildiginden bdyle bir se¢im
miimkiindiir). y,(r) =re'’ bigiminde bir y,:[1/2,b,]1—> C egrisini tanimlayalim.

Kabul edilebilir yogunlugun tanimi geregi

1< jp(z) |dz|= fp(re“g) dr (3.2.4)

7o 1/2

oldugundan y, el'[E,F:A] dwr. A4,(A)=26, oldugunu gostermek i¢in her

O<a<f<O ve 0<e<l1 igin
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A,(N)=(1-¢) (f-a) (3.2.5)
oldugunu gostermek yetecektir. Cinkii f—>6,,0a >0 vee—>0 iken (3.2.5)
ifadesinin sag tarafi 6, yapilabilir.
Bahsedilen 6zellikte belli ¢, f ve ¢ sayilar verilmis olsun. (3.2.4) bagintisi
geregi her 0 € [a, f] icin

jp(re"")dp21—g (3.2.6)

1/2

esitsizligini saglayan bir b e (1/2,1) sayisin1 vardir. Aksi taktirde n pozitif tam say1

olmak iizere b sayist b=b, =1-2""" olarak segilirse

b”
J-p(reig”)dp<l—€

1/2
esitsizligini saglayan bir 6, €[, ] acisin1 bulmak yetecektir. Bu sekilde [a,f]
araliginda olusturulan (€,) dizisi bu aralikta € gibi bir y1g1lma noktasina sahiptir.
Gerekirse alt diziler yeniden numaralandirilarak 6, — 6 oldugu kabul edilebilir.
b, =1 oldugundan yeterince biliyik » sayillan i¢in b, >b, olur. p negatif

olmadigindan yeterince biiyiik # sayilari i¢in

by b,
J.p(eig")dr S_l.p(reig")dr <l-¢

1/2 1/2
dur. p fonksiyonunun siirekliligi geregi r €[1/2,b,] icin p(re'”) — p(re'’) olur.

Boylece

by

by
'[p(eie)dr =lim Jp(reig")dr <l-¢
n—)ool/z

1/2
sonucuna ulasilir. Bu ise (3.2.4) ile ¢elisir. O halde (3.2.6) bagintisin1 saglayan bir b
sayist vardir.
Simdi her 8 €[ «, #] i¢in (3.2.6) bagintist dogru olacak sekilde sabit bir
b e (1/2,1) sayisin segelim. Cauchy—Schwarz esitsizligi geregi

2

(1_8)2 S{ J.p(eig)dr} z{ j‘p(eie)rl/z F V2 gy

1/2 1/2
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<| [lpeFrar by [ 4L =Tog2b) [tp(e )P rar
r

1/2 1/2 1/2
olur. Log(2b) <Log?2 <1 oldugundan o <8< f igin

J[p(reie)]zrdr >(1-¢)’ (3.2.7)

1/2
sonucu elde edilir. Son olarak S ={re’’ :1/2<r<b, a<O< B}, A da belli bir
integrasyon bolgesi olarak verilmis olsun. Kutupsal koordinatlara gegerek (3.2.7) geregi

B b
4,(8)2 4,(8) = [[[ p(2) P dxdy = | {j[p(reig)]zrdr}dQ

a 1/2

B
> [(1-£)’d0=(1-¢)'(a - )

elde edilir. Buise (3.2.5) esitligini dogrular. m
Asagida ki Lemma bir [E, F : G| gOsterimi i¢in M[E,F : G] = olmasi ile
ilgilidir. Ispat1 igin (Palka 1991) ya bakilabilir.
Lemma 3.24. H ={z:Imz>0} olmak lizere E,F c H ayrik baglantil
kiimeleri icin E N F = {0} ise
M[E,F:H]=» (3.2.8)
dir.
Lemma 3.25. z,eC ve 0<r,<r <o olsun. Eger E=A(z,,7,) Ve
F =C - A(z,,n) ise bu takdirde
-1
MIE,F:Cl=2x (Log:—lj (3.2.9)
0
dir.
Ispat. Modiil konform doniisiimler altinda degismez kaldigindan z, =0 almak

genelligi bozmayacaktir. Once keyfi bir p € Adm[E, F : C] yogunlugu i¢gin

4,(C)>2z (Logr—lj (3.2.10)
7,

0
oldugunu gosterelim. Her bird €[0,27] i¢in y, :[r,,r,]—> C, y,(r)=re'’ bigiminde

tanimlanan y, egrisi igin
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1< Ip(z) | dz |= ]Lp(re“g)dr

76 o
oldugundan y, e T[E,F : C] dir. Cauchy-Schwarz esitsizligi geregi her bir
0 €[0,2x] igin

1 ? Ul n i
1< {J-P(rei‘g)dr] < {J.[,O(rem)]2 rdr} {J. ﬂ}= (Logr—lj I[P(Ve’ﬂ)]zrdr
7 T T r T 7

olur. §= {z: r, S| z|< rl} olarak alinirsa

4,(C)24,(8)= ”[p(z)]zdxdy = T{}[p(re”)]zrdr}de

0 |n

o -1 -1
> j [Log r—‘] do = 272{L0g r—‘]
0 7, ,

0

elde edilir. p € Adm[E, F : C] keyfi oldugundan (3.2.10) esitsizligi geregi

-1
MI[E,F:Cl]>2x (Logr—lj (3.2.11)

o
olmasini gerektirir. Geriye (3.2.11) esitsizliginin tersini gdstermek kalir. Bunun i¢in de
0<s, <71, ve 1, <s, <00 igin
-2
S h
MI[E,F:C]<2x [Log—j (Log—j

So "o
oldugunu gostermek yeterlidir. Verilen sartlara uygun s, ve s, sabit degerlerini
secelim. 4 :[0,00) —[0,00) siirekli fonksiyonunu

; r<s, veya r>s,
h(r) = g
[Log(r, /r)]” 5 rysr<n

bi¢iminde tanimlayalim. Buna goére # fonksiyonu [s,,7,] ve [7;,s,] araliklarinin her

birinde lineerdir.

2l Rz 220
p(Z)—{ 0 -0
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biciminde tanimlanan p:C —[0,0) siirekli fonksiyonu i¢in p e Adm[E,F :C]
oldugunu yani her y eI'[E,F:C] igin L p(z)|dz|>1 oldugunu gosterelim. ki
y :[a,b] > C bu ozellikte bir egri oldugunu kabul edelim.

c=maks{t :t €[a,b), | y(®)|<r,} , d=min{t:te[a,b),|y()=n}
olarak tanimlayalim. Buna gore | y(c)|=7,, |y(d)|=r ve c<t<d i¢in r, < y(t)|<r

dir. Ozellikle, ¢ €[c,d] igin p(y(t)) =[] y(t) | Log(r, /r,)]™" dir. Boylece

y'(@)| dt

J'p(z)|dz|:J'p(y(t))l7'(t)|dt2J,0(7(t))|7/'(f)|df=(L°g: J I| | 7(t) |

(reuli) w(rmr)rdr_(L n ) £ Re[ (1) y'(1))d
o I 7O e ) I or
~(LogZ| [LiLog| 70 \}dt=(L0gi] [Log| y(1) [[!
7, - dt 7,
= Logr—1 {Logr—‘jzl
o o

bulunur yani p € Adm[E,F :C]diwr. |z|<s, veya |z |2 s, iken p(z) =0 ve her z igin

p(2) <[| z| Log(r, /7,)]”" oldugu goz 6niine alinirsa

MIE,F:C]< 4,(C)= ” p()dxdy = [[[p(2)] dxdy<[L0grj ] dedy

so<|zI< sy So<|zI< s | |

-2 27 8 -2
= [Log i J I I drdf = Zﬂ[Log j (Logr—lJ
T 0 So T

sonucu elde edilir. s, =7, ve s, = 7, almirsa
-1
MIE,F:C]< 27{Logi]
o

elde edilir. m

Lemma 3.2.6. £, c E, , F, c F, ve G, cG, olmak iizere [E|,F, :G,] ve
E,,F, : G,] iki gosterim olsun. Bu takdirde
MIE,.F,:G1< M[E,,F, : G,]
dir.
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Ispat. M[E,,F,:G,]<o oldugunu kabul edelim. Aksi takdirde ispat agiktir.
peAdm[E,,F,:G,] ise pe Adm[E|,F,:G,] dir. O halde pe Adm|[E,,F, :G,]
keyfi oldugundan

MI[E,F :G1<4,(G)<4,(G,)

dir. m

3.3 Birim Dairenin Konform Genislemesi

A = A(0,1) birim dairesinden C ye olan keyfi bir / konform déniisiimiiniin A
dan C icine siirekli bir doniislime genislemesi kesin degildir. Boyle bir genisleme
sadece D = f(A) bolgesinin siirmin uygun bir diizgiinliikte olmasi durumunda

miimkiindiir. Bunun i¢in bazi kavramlar tanimaya ihtiya¢ vardir.

Kompleks diizlemde bir D bolgesi verilmis olsun. Eger her bir
zedD=0DU {0} noktas1 ve >0 sayist i¢in D "N A(z,s) kiimesi DN A(z,r) agik
kiimesinin en ¢ok sonlu sayida bileseni ile kesisecek sekilde en az bir s € (0,7) varsa D
bolgesine sinirt boyunca sonlu baglantilidir denir. Burada hem s sayisinin buytikliigii
hem de D " A(z,s) ile kesisen D m A(z,r) kiimesinin bilesenlerinin sayis1 z ve r ye
bagli olarak degisebilir. En giizel durum ise her bir z € oD ve her bir >0 sayis1 i¢in
DN A(z,s), DN A(z,r) kiimesinin tam bir bileseni ile kesisecek bicimde z ve r ye
bagli bir s € (0,7) sayisinin bulunmasidir. Boyle bir D bdlgesine sinirt boyunca lokal
baglantilidir denir. Sekil 3.4 de D, simir1 boyunca lokal baglantili, D, ve D, smurlari
boyunca sonlu baglantili fakat D, sonlu baglantili degildir. Sinirsiz bir D bdlgesinin
siir1 boyunca sonlu (veya lokal) baglantili olmasi, 0D sinirmin tiim noktalarinda
sartlarin saglanmasi yaminda o da da saglanmasi gerekir. Ornegin D, bdlgesi simiri
boyunca lokal baglantilidir ve D, seridi ise sinir1 boyunca sonlu baglantilidir. 0 <7 <1
icin D, "A(o,r)={ze D,:|z|>1/r} bolgesi iki bilesene sahiptir. Bu ise D,
bdlgesinin sinir1 boyunca lokal baglantili olmasina engeldir.

Yukarida verilen tanimlar bizi asagidaki ilk genisleme sonucuna gotiiriir.
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Sekil 3.4

Teorem 3.3.1. Dc C Chbir bélge f A dan D tizerine bir konform doniisiim
olsun. f/ doniisiimiiniin A dan D {izerine siirekli bir f fonksiyonuna genisletilmesi i¢in

gerek ve yeter sart D bdlgesinin sinir1 boyunca sonlu baglantili olmasidir.

Ispat. D, simir1 boyunca baglantili bir bélge olsun. Lemma 3.1.1 geregi her bir

z € OA igin l{im f(&) limitinin C da meveut oldugu gosterilebilirse f fonksiyonunun

varligr gosterilmis olur. Aksini kabul edelim yani, bir z, € 0A noktasinda é1im (&)

limiti C da mevecut olmasin. (z,), A da z, 6 —z, Ozelliginde bir dizi olsun.
w, = f(z,) denirse bu takdirde D kompakt oldugundan w, > w, ve w, eD d.
Gergekte w, noktast 0D smiri iizerindedir. Aksi takdirde w, € Dolup f
fonksiyonunun w, da ki siirekliligi geregi 7' (w,) € A, yani

2 =limz, =lim £~ (w,) = ' (w,) € A

n—>0
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olur. Bu ise ¢eliski olusturur. Kabul edelim ki }im f(&) mevcut olmasin. YaniA da

geregi, gerekirse bir alt dizi olusturarak, w/ — w; € oD ve wy # w, dir. A(w,,2r) ve
A(w),,2r) daireleri ayrik olacak sekilde bir 7 > 0 sayisi segelim.

D smirt boyunca sonlu baglantili oldugundan D NA(w,,s) kiimesi
D N A(w,,r) kiimesinin sadece sonlu sayida bileseni ile kesisecek bigcimde bir
se€(0,r) sayist se¢mek miimkiindiir. Yeterince biiyiik # indisleri igin
w, € DN A(w,,s) oldugundan sonsuz ¢okluktaki » sayilar1 i¢in bu sonlu sayidaki
bilesenlerden en az biri w, yi bulundurmak zorundadir. Baska bir deyisle, her £ icin
D N A(w,,r) kimesinin belli bir E’ bilesenine ait olan (w, )< (w,) alt dizisi
bulunabilir. Benzer sekilde her k i¢in (w, )= (w,) alt dizisi F' de kalacak
bigimde D N A(wj,r) kiimesinin bir F' bileseni bulunabilir. Dikkat edilirse
E=f"(E") ve F=f"(F') kiimeleri A da ayrik baglantil1 kiimelerdir.

Simdi [E',F':D] ve [E,F:A] gosterimlerini inceleyelim.w, veya w,
noktalarindan en az biri sonlu olmak zorundadir. Kabul edelim ki w, # © olsun. £’ ve
F' kiimelerinin olusumlar1 geregi E'c E =A(w,,r) ve F'c F=C — A(w,,2r) dir.

Lemma 3.2.6 ve Lemma 3.2.5 geregi

MI[E',F':D|<M[E,F:C]l=""-<w

olur. Biitiin £ lar i¢in z, = f _l(w”k) € E ve z, — z, oldugundan z; € E dir. Benzer

sebeplerden z, € F dir. h, A dairesini H ={z:Imz >0} yan diizlemine doniistiiren
h(z,)=0 ozelliginde bir Mobius dontisimii olsun. A(E) ve h(F) kiimeleri H

bolgesinin ayrik baglantili alt kiimeleridir ve orijin kapaniglarinin ortak noktalaridir.

Lemma 3.2.4 ve Teorem 3.2.2 geregi

MI[E,F : A= M[h(E),h(F): H] = o
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dur. Buradan M[E,F :A]l# M[E',F': D] olur. Bu ise modiiliin konform doniisiimler

altinda degismez kalmasi ile gelisir. O halde lgim (<) C da meveut olmali. 7

genislemesinin varligi Lemma 3.1.1 de ifade edilmistir.

Teoremin tersini gostermek igin f genislemesi mevcut oldugunu fakat D
bolgesinin sinir1 boyunca sonlu baglantili olmadigini kabul edelim. O halde her
birs € (0,7) i¢cin DNA(w,,s) kiimesi DMNA(w,,r) kiimesinin sonsuz c¢oklukta
bileseni ile kesisecek sekilde bir w, € oD noktast ve r >0 say1st vardir. n # m igin w,

ve w, DnNA(w,,r) kiimesinin farkli bilesenlerinde kalacak ve w, — w, olacak

m

sekilde D de bir (w,) dizisini olusturabiliriz. z, = f'(w,) diyelim. Gerekirse bir alt
diziye gecerek z, — z, € OA kabul edebiliriz. f fonksiyonu z, noktasinda siirekli ve

f(z0) =lim f(z,) = lim(w,) = w,

~

oldugundan  f[ANA(z,,0)] < A(w,,r) olacak sekilde en az bir 6 >0 sayisi

mevceuttur. C=ANA(w,,r) kiimesi baglantilidir ve j?(C) = f(C) c DN A(w,,r)dir.
Kendisi baglantili bir kiime oldugundan f(C), DNA(w,,r) kiimesinin belli bir
bileseninin alt kiimesi olmak zorundadir. Bagka bir deyisle yeterince biiyiik z ler i¢in
z, €eCve w, € f(C) demektir. Bu ise w, noktalarinin D N A(w,,r) kiimesinin farkli
bilesenlerinde olmasi ile c¢elisir. O halde D smir1 boyunca sonlu baglantili olmak
zorundadir. m

Teorem 3.3.1, A=A(0,]) dairesinin Sekil 3.4 deki D,, D,, D,, D, veyaD,
tipindeki bolgelerden biri iizerine A kapamismin siirekli olarak genisletilebilecegini
ifade eder. Buna karsilik A dairesinden D, tipindeki bolgeler iizerine bir konform
doniisiimiin A ye siirekli bir genislemesi yoktur.

Caratheodory, ispat1 ¢cok daha karmasik topolojik bilgi gerektiren Teorem 3.3.1
in asagidaki degisik seklini gosterdi: A dan D iizerine bir f konform déniisiimii bir A
dan D ya bir j~‘ stirekli doniisiimiine genisletilebilmesi i¢in gerek ve yeter sart oD
sinirmin C nin lokal baglantili bir alt kiimesinin olmasidir. Caratheodory nin bu sonucu

ispat1 (Pommerenke 1975) de bulunabilir.
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Teorem 3.3.1 D nin smir1 boyunca sonlu baglantili olmasi durumunda da
gecerlidir.
Teorem 3.3.2. f fonksiyonu A =A(0,1) dairesinden D < C bolgesi iizerine

konform bir déniisiim olsun. Bu takdirde f fonksiyonunun A dan D iizerine bir
homeomorfizme genisletilebilmesi i¢in gerek ve yeter sart D bolgesinin sinir1 boyunca
lokal baglantili olmasidir.

Ispat. D nin sinir1 boyunca lokal baglantili oldugunu kabul edelim. Teorem 3.3.1
geregi f fonksiyonu A dan D fiizerine siirekli bir f fonksiyonuna genisletilebilir. Eger
j~‘ fonksiyonunun iinivalent oldugunu gosterirsek Lemma 3.1.1 geregi f
fonksiyonunun bir homeomorfizm oldugunu gostermis oluruz. Bir an igin j~‘ nin
tinivalent olmadigim1 kabul edelim. f iinivalent ve /7(6A) oD oldugundan fmn
tinivalent olmadig1 yer sadece OA {iizerindedir. O halde farkli z, ve z; noktalar1 igin
f(z,) = f(z}) olacak sekilde z, =e'® ve z| =e'®, 0<6, <@, <27 noktalari vardur.
w, = f(z,) = f(z)), E=A0,1/2), E'=f(E) ve m=min{0, —6,,27—(6,—-6,)}
diyelim. E’, D de kompakt ve w, e 0D noktasi E’ ye ait degildir. Bu yiizden
E'nA(w,,r,)=¢ olacak bigimde bir 7 >0 sayisi segilebilir. Diger yandan
27[Log(r, /7,)]”" < m olacak bigimde 7, € (0,7,) segelim. Son olarak D sinir1 boyunca
lokal baglantili oldugundan D N A(w,,s), D N A(w,,r,) kiimesinin bir F' bileseninde
kalacak sekilde se€(0,r,) segelim. Eger w, #oo ise E’cF?:(C—A(WO,rI) ve
F'cﬁ:K(WO,rO) dir. Diger taraftan, eger w, = ise E'cE=Z(O,rfl) ve

F'c F= C—-AQ, rofl) olup her iki durumda da Lemma 3.2.6 ve 3.2.5 geregi

-1
MIE,F':D]<M[E,F:C]=2x (Logij <m (3.3.1)

o
dir. F=f"'(F')c A-E baglantili bir kiimedir. Eger (z,), z, —> z, Ozelliginde A da
bir dizi ise /7 fonksiyonunun siirekliliginden w, = f(z,) > f(zo) =w, dir. Bu durum
yeterince biiyiik » ler i¢in (w,) dizisinin D NA(w,,s) kiimesinde dolayisiyla F'

kiimesinde oldugunu gosterir. Bu durumda yeterince biiytik » leri¢in z, € ' demektir.
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z, =z, oldugundan z, € F dir. Benzer sekilde z, noktasimin da F da oldugu

goriiliir. Lemma 3.2.3 ve Teorem 3.2.2 birlikte diislintildiigiinde

m<M[E,F:Al=M[E',F'": D]
oldugu goriiliir. Bu ise (3.3.1) esitsizligi ile geligir. O halde ]N‘ iinivalent ve Lemma
3.2.1 geregi A dan D iizerine bir homeomorfizmdir.

Tersine, ]N‘ fonksiyonu f fonksiyonunun A da homeomorfizme bir genislemesi

olsun. w, edD ve r>0 alalim. Z, :f_l(wo) denirse ]N‘ stirekli oldugundan

~

STANA(z,,0)] < A(w,,r) olacak sekilde bir 0 > 0 sayis1 segebiliriz. f[ANA(z,,0)]
kiimesi D N A(w,,r) kiimesinde baglantili oldugundan f[A NA(z,,0)], DNA(w,,r)
kiimesinin belli bir C bileseni i¢inde kalir. Simdi, yeterince kiigiikk s € (0,7) igin
D N A(w,,s) c C oldugunu iddia ediyoruz. Aksini yani w, — w, Ozelliginde D—C de
bir (w,) dizisinin oldugunu kabul edelim. z, = f~'(w,) denirse (z,), z, = z, eA
olacak sekilde bir alt diziye sahiptir. Siireklilik geregi
[z =lim f(z,)=limw, =w,

dir. ]N‘ fonksiyonunun bire birligi geregi z, =z, dir. Bu ise yeterince biyik k&
degerleri i¢in z, € ANA(z,,6) oldugunu gosterir. Boylece aymi k lar igin
w, =f(z,)eC dir. Buise D-C de (w,) dizisinin se¢imi ile gelisir. Bagka bir
deyisle, verilen bir w, € &D noktast ve r>0 sayis1 i¢in s € (0,7) yeterince kiiciik
olmak sartiyla D N A(w,,s) kiimesi D " A(w,,r) nin bir bileseni ile kesisir. Boylece

D smir1 boyunca lokal baglantilidir. m
3.4 Caratheodory—Osgood Teoremi

D, C de biitiin diizlem olmayan basit baglantili bir bolge olsun. D bolgesinin
siir1 boyunca lokal baglantili oldugunu kabul edelim. /', A =A(0,1) dairesini D

lizerine doniistiiren herhangi bir f konform déniisiimiiniin A ye homeomorfik bir

genislemesi olmak {izere

700271 C, y(0)=f(e")
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fonksiyonunu tanimlayalim. Bu takdirde y, C de basit ve kapal1 bir egridir ve bu egri

oD dir. Bu ylizden oD, C da bir Jordon egrisidir. Bir D bdlgesinin oD s C de

bir Jordon egrisi ise D ye C da bir Jordon bélgesi denir. Eger D, C de basit
baglantili bir bolge, D # C ve D sinir1 boyunca lokal baglantili ise bu taktirde D bir
Jordon bdlgesidir. Bu ifadenin tersi de dogrudur. Yani D, C de bir Jordon bdlgesi ise
bu taktirde D basit baglantili ve sinir1 boyunca lokal baglantilidir. Bu son ifade

Caratheodory-Osgood genisleme teoreminin ispatinin bir pargasi olmasina ragmen

A

burada ispatina girmeyecegiz. Boylece Jordon egri teoreminin C i¢in de gecerli
oldugunu ifade etmis bulunuyoruz. Yani J, C de bir Jordon egrisi ise bu takdirde D
ve D', 0D=0D" =J ozelliginde C diizleminin ayrik alt bolgeleri olmak iizere
C-J=DuUD" dir. Budurum C de bir D Jordon bolgesinin basit baglantili oldugunu
gosterir. Clinkii C-D baglantilidir. Gergekten J = oD egrisine Jordon egri teoremi
uygulanirsa, C - D = D" kiimesinin baglantili bir kiime oldugu goriiliir.

Teorem 3.4.1 (Caratheodory-Osgood Teoremi). D, C de bir bolge ve
f:A=A(0,]) > D bir konform doniisiim olsun. / fonksiyonunun A dan D izerine

bir homeomorfizme genisletilebilmesi i¢in gerek ve yeter sart D bolgesinin bir Jordon
bolgesi olmasidir.

Teoremin ispati, Teorem 3.2.2 yi sinir1 basit kapali pargali diizgilin bir egri olan
siirli bir D < C bolgesine uygulamakla elde edilir.

Simdi Teorem 3.2.2°nin kullanisli bir sonucunu verelim.

Sonug¢ 3.4.2. D ve D' iki Jordon bolgesi olmak iizere f : D — D' bir konform

déniisiim olsun. Bu takdirde f fonksiyonu D dan D'ya bir 7 homeomorfizmine
genisletilebilir.

Ispat. Riemann Déniisiim Teoremi geregi A = A(0,1) acik dairesini D {izerine
doniistiiren bir g konform doniisiimii vardir. Bu takdirde # = fog fonksiyonu da A y1
D' ye konform olarak déniistiiriir. Caratheodory-Osgood teoremi geregi g ve i A de
g ve h gibi iki homeomorfizme genisletilebilir. Boylece h og ' fonksiyonu da D

dan D' fiizerine bir homeomorfik genisleme olur. Bu ise f  fonksiyonunun

genislemesidir. m
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Teorem 2.4.5 de gorildigi gibi diizlemde basit baglantihi bir D (# C)

bolgesinden ayni dzellikte bagka bir D' bdlgesi lizerine, belli bir z, € D noktasinda
f(z,)e D" ve Arg[f'(z,)] degerleri belirlenmis ise bir f konform doniigiimii tek

olarak belirlenmis olur. D ve D' Jordon bdlgeleri oldugunda Caratheodory-Osgood
teoremi bu bolgeler arasinda bir konform doniisiisii tek olarak belirlemek igin bagka
anlamlara kap1 agar. Bunlardan biri Sekil 3.5 de verilen durumda ortaya ¢ikar. Asagida

verilen bu durum Riemann 1n kendi ifadesi olan sonugtur.

AR ﬁvaﬁﬁfﬁ’:s:- s
S
o

i

& 5 T
....... & E

Sekil 3.5

Teorem 3.4.3. D ve D' kompleks diizlemde iki Jordon bolgesi olsun. Verilen
zy €D, <o e oD, zgeD've ( e 0D’ noktalan icin f(z,))=z,, f(£,)=¢,
ozelliginde D yi D' iizerine konform olarak resmeden D dan D' iizerine bir tek f
homeomorfizmi vardir.

Ispat. @, A=A(0,) den D iizerine ¢(0)=z, o6zelliginde bir konform
doniisiim ve ¢ doniisimii de onun A daki homeomorfik genislemesi olsun. Eger
P '(&,)=e'" ise bu takdirde g(z) = p(e'”z) déniisiimii, A yi D iizerine konform
olarak resmeden g(0)=z, ve g(l)=¢, ozelliginde A dan D da iizerine bir g
homeomorfizmi tanimlar. Benzer sekilde 4(0) =z, ve h(l)=¢, Ozelliginde A yi D’
bélgesine konform olarak doniistiren A dan D' iizerine bir 4 homeomorfizmi
olusturulur. f =hog™' fonksiyonu D dan D' bdlgesi iizerine istenilen 6zelliklere sahip
bir homeomorfizmdir. Ustelik bdyle bir f doniisiimii bir tektir. Ger¢ekten, diyelim ki

fo, z, ile z, ve ¢, ile ¢, noktalarim karsihk tutan D den D' iizerine bir baska

homeomorfizm olsun. Bu takdirde 4 'ofog déniisimii A den yine kendisi iizerine bir
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homeomorfizmdir ve A dairesini kendi iizerine konform olarak déniistiiriir. Ustelik 0 ve
1 noktalarin1 sabit birakir. A dan kendi uzerine O noktasini sabit birakan konform

doniisiim 6zdeslik doniisiimii ve onun rotasyonlardir. 1 noktasini sabit birakan boyle bir
boyle bir doniisiim ancak 6zdeslik doniisiimiidiir. Boylece z € A igin (4 'ofog)(z) = z
dir. Bu ise her ze D igin f,(2) =(hog ")(z) = f(z) olmasi demektir. Bu durum f

fonksiyonunun tekligini gosterir. m

Tanim 3.4.4. C de bir D Jordon bélgesi ve (5,,5,,5,) D bdlgesinin farkli sinir
noktalarinin sirali igliisic olsun. Eger y(a)=y(b)=¢, ve t <t, icin y(¢,) =g,
y(t,)=¢, Ozelliklerine sahip y:[a,b]—> oD egrisi pozitif yonlendirilmis ise
(60-6,,6,) strall Tgliisiine veya oD smirina D ye gore porzitif yonlendirilmistir denir.
Bu durumda &D de alinan (60-6,-5,) swral tclisii ¢,,¢,,6,,5, bigiminde siralanir.

Eger ayn1 parametrelendirmede bu glii ¢,,¢5,,5,,5, bi¢ciminde siralanirsa oD ye D
bolgesine gore negatif yonlendirilmistir denir.

Eger f fonksiyonu A = A(0,1) dairesini C de bir D Jordon bdlgesi iizerine
konform olarak doniistiiriir, ]N‘ fonksiyonu f fonksiyonunun A deki homeomorfik
geniglemesi ve & D smirimin [0,27] tizerindeki parametrik ifadesi y(¢) = f(ei ') ise bu
takdirde y, D bolgesine gore pozitif olarak yonlendirilmistir.

Bu hazirliklardan sonra asagidaki sonucu ifade ve ispat edebiliriz.

Teorem 3.4.5. D ve D' kompleks diizlemde iki Jordon bodlgesi olsun. oD s
(0-6,,6,) farkli noktalarin siral tigliisi ile, oD' de (¢q-61-¢5) farkli noktalarin sirall
licliisti ile yonlendirilmis olsun. Bu takdirde j=0,1,2 i¢in f(c;)=¢" olacak sekilde
Ddan D' iizerine bir tek f homeomorfizmi vardir. Ustelik f fonksiyonu D bolgesini
D' iizerine konform olarak doniistiiriir.

Ispat. Her iki nokta ii¢liisiiniin pozitif olarak yonlendirildigini kabul edelim.

A = A(0,]) olmak iizere, g fonksiyonu g(1) =g, Ozelliginde ve A dairesini D lizerine

konform olarak déniistiren A dan D’ ne bir homeomorfizm olsun. Ayrica, h

fonksiyonu da h(l) =g, Ozelliginde ve A dairesini D' iizerine konform olarak

déniistiren A dan D'ne bir homeomorfizm olsun. 0<¢ <27 igin y(r)=g(e") ile
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verilen 0D smirmin y gosterimi D bolgesine gore pozitif olarak yonlendirildiginden,
7(0)=g(1)=¢, oldugundan ve (5,,5,,5,) D bolgesine gore pozitif olarak
yonlendirildiginden 0< 6, <6, <2z igin ¢, =g(e'”) ve ¢, =g(e'”) yazlabilir.
Benzer sebepten dolay1 0 < a, <a, <27 igin ¢ = h(e'™) ve ¢} = h(e'®) yazlabilir.
o, p()=1, pe'%)=e" ve p(e'”)=e'" o6zelliginde bir Mobius doniisiimii olsun.
Bu takdirde ¢ doniisiimii 0A smirimi kendisi iizerine doniistiiriir. Boylece ¢(A) = A
yada @(A) = C —Adr. Eger ikincisi dogru ise o zaman ¢ A da basit bir kutba sahip ve

sifir1 yoktur. A smirmin parametrik gosterimi S(t) = p(e''), 0<t<2x, ile verilsin.

Argliment Prensibi geregi

_ 1 feleMitdt 1 ¢ pl(2)dz
”(ﬂ’o)_zmg o)  2rmi Z'[_l o(z2) 1

elde edilir. Bu ise # egrisinin A dairesine gore negatif olarak yonlendirildigini gdsterir.

Halbuki (5(0),8(6,),8(6,))=(1,e“,e'®) oldugundan bu durum miimkiin degildir.

1

Boylece p(A)=A ve f=hogpog™ istenilen 6zellikte bir homeomorfizm olmali.

Simdi f fonksiyonunun tekligini gosterelim. Kabul edelim ki £, D bblgesini

D' iizerine doniistiiren istenilen dzelliklere sahip keyfi bir homeomorfizm olsun. Bu
takdirde ¢, = g o f(f1 o fog fonksiyonu A dan yine kendisi iizerine bir
homeomorfizm olup A dairesini kendisi {iizerine konform olarak resmeder ve

i0,

1,e'%,e'” noktalarmi sabit birakir. Teorem 2.2.7 geregi ¢, , bir Mébius doniisiiniin A

ye kisitlanisidir. ¢, Uli¢ noktayr sabit biraktigindan ¢, Mobius doniisiimii 6zdeslik
doniistimii olmak zorundadir. Boylece f, = f sonucu elde edilir. m

Bu béliimdeki sonuglar bir ¢ok uygulamaya sahiptir. Bunlardan biri de herhangi
siirlt Jordon bdlgesinin Dirichlet problemi i¢in uygun oldugudur. Bunu gostermek icin
Caratheodory-Osgood Teoremini kullanilir.

Teorem 3.4.6. C de sinirli herhangi bir D Jordon bdlgesi Dirichlet problemi i¢in
uygundur.

Ispat. #:0D — R siirekli fonksiyonunu goz oniine alalim. u: D — R siirekli,

D de harmonik ve 0D de u=h olacak sekilde bir u# harmonik fonksiyonunu
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olugturmak istiyoruz. D yi A =A(0,]) iizerine konform olarak doniistiiren f
fonksiyonu, D dan A iizerine bir homeomorfizm olsun. %, = ko f~' fonksiyonu
OAtizerinde siireklidir. Teorem 1.3.9 geregi 0A de A, fonksiyonuna esit veA da
harmonik olan siirekli bir u,:A — R fonksiyonu vardir. Boylece wu=u,o f
fonksiyonu D de siirekli ve 0D iizerinde u =/ dir. Ayrica dogrudan hesaplamayla D
de u,, +u,, =0 oldugu goriliir. m

Teorem 3.4.6 da yapilan tartisma, # sinir fonksiyonunun sadece 0D sinirinda
degil ayn1 zamanda oo da da siirekli olmasi sartiyla sinirsiz bir D Jordan bdlgesinde de
yapilabilir. A = A(0,1) de Dirichlet problemi herhangi bir Jordon bdlgesinin Dirichlet
probleminin ¢ézliimii olan bir integral formiiliiniin ortaya ¢ikmasini saglar ki boyle bir f

doniisiimii agik olarak belirlenebilir.
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4. KONFORM DONUSUM UYGULAMALARI

4.1 Cokgenler Uzerine Konform Déniisiimler

[z;,2;, ], kompleks diizlemde z, ve z,,, noktalarini birlestiren dogru pargasini

gostersin.  j=1,2,---,n—1 i¢in herhangi z,, z,, ve z,, noktalar1 dogrusal

j’
olmamak iizere y =[z,,z,|+[z,,z;]+---+[z,,,2,]1+[z,,z,] diizlemde basit kapal

n-1>“n

poligonal bir yol olsun. Boyle bir y Jordon egrisine koseleri z,,z,,---,z, olan kapali

poligon (¢okgen) denir.  kapali poligonunun i¢i D olmak iizere D = P diyelim (Sekil
4.1).

Sekil 4.1

Eger A, =[z;,z,,] olarak almnirsa, A,,4,,---,4, P poligonunun kenarlar1 olur.

0<a; <2 ve a,#0 olmak iizere bir z, kosesindeki P poligonunun i¢ agist a7z

olarak yazilabilir. Boylece temel geometriden
dYa,=n-2 4.1.1)
j=1

oldugunu biliyoruz.

Bu kesimde H ={z:Imz >0} yarn diizleminden D {izerine olan konform

dontistimleri inceleyecegiz. Bu bizi meshur Schwarz—Christoffel formiiliine gétiirecek.
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Daha onceden A = A(0,1) diskini H lizerine Mdbius doniisiimii yardimiyla konform
olarak resmedebilecegimizi gérmiistiik. Boylece bir anlamda A dairesinin verilen bir
poligon iizerine konform doniisiimiinii de incelemis olacagiz. Eger f H den D iizerine

konform bir déniisiim ise bu takdirde f; Hdan P ye bir JN‘ homeomorfizmine
genigletilebilir. —o0 <a, <a, <---<a, <o olmak iizere / altinda goriintiileri z ,E€P
olan 0H siirindaki noktalari a; ile gosterelim (Sekil 4.1).

Schwarz—Christoffel formiiliinlin temelini olusturan metot, belli bir bolgede
verilen analitik bir fonksiyonun yansima prensibi yardimiyla daha genis bir bolgede
analitik fonksiyona genisletilmesidir. Schwarz”in gelistirdigi bu metot ‘“yansima
prensibi® olarak bilinir.

Lemma 4.1.1. D kompleks diizlemde reel eksene gore simetrik bir bolge , G ve

G*, D—R kiimesinin bilesenleri ve /=D R olsun. Eger f:Gul — C fonksi-

yonu siirekli, G de analitik ve 7 lizerinde reel degerli ise bu takdirde
f(z); zeGuUI
f(z); zeG”
bi¢ciminde tanimhi ' : D — C fonksiyonu analitiktir (Sekil 4.2).

F(z)=

Sekil 4.2

Ispat. Hipotez geregi F, G de analitik oldugundan G* da da analitiktir.

Gergekten z, € G igin

limwz 1ij: lim f(@) - f(z,)

Z*)ZO Z —_ ZO Z*)ZO Z —_ Z() Z*)ZO Z —_ ZO

= f’(zo)
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olup, F z, da diferansiyellenebilirdir ve F'(z,)= f"(z,) dir. /' fonksiyonunun / da

reel degerli ve siirekli olmas1 F' fonksiyonunun da 7/ da siirekli olmasin1 gerektirir.
Boylece, F, D de en azindan stirekli bir fonksiyondur. F fonksiyonunun D de analitik
oldugunu gostermek icin Morera teoremini kullanacagiz. R, D de kenarlar1 eksene
paralel herhangi kapali bir dikdortgensel bolge olsun. Eger R, GU I veya G* U da

bulunuyorsa bu takdirde Teorem 1.3.2 geregi

jf(z) dz=0

olur. Diger biitiin durumlarda R, I ile biri G\ de biri de G* U da bulunan R’ ve

R" gibi iki kiiglik dortgenlere ayrilir. Boylece 6nceki tartisma ile

[F(2)dz = [F(2)dz+ [F(2)dz=0+0=0
OR OR' OR"

elde edilir. Bu ise Morera teoremi geregi F fonksiyonunun D de analitik oldugunu
gosterir. m
Asagida Lemma 4.1.1 in meromorf fonksiyonlara genisletilmis bigimi ispatsiz

olarak verilecek. Ispat i¢in (Palka 1991) ya bakilabilir.

Teorem 4.1.2 (Schwarz Yansima Prensibi). K ve K, p ve p yansimalarina

karsilik gelen C daiki cember ve D, C de K ya gore simetrik (yani p(D)= D) olan bir

bolge olsun. G ve G", D-K kiimesinin bilesenleri ve /=D nKolsun. Eger
f:Gul— C fonksiyonu siirekli, G de analitik ve / kiimesini K ¢emberinin bir alt

kiimesine resmediyorsa bu takdirde

f(z) ; zeGuUI

F(z)=
) {(waop); ze@’

bi¢iminde tanimh F:D — C fonksiyonu bir meromorf fonksiyondur.

Teorem 4.1.2 de gecen F fonksiyonuna yansima ile f fonksiyonunun [ nin
karsisina devami denilir. Ayrica bu teorem bize iist yar1 diizlemden bir poligonal H
bolgesi tizerine konform doniisiimiin kurulmasinda yardimer olacaktir. Bunun i¢in bazi
teknik detaylara da ihtiyacimiz olacak. Asagidaki iki Lemma bu ihtiyacimizi
giderecektir.

Lemma 4.1.3. H ={z:Imz >0} st yann diizlemi, P diizlemde kapali bir

poligonu ve D de bu poligonun i¢ini gostersin. f, H bdlgesini D iizerine resmeden
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konform doniisiim ve f fonksiyonunun H ya homeomorfik genislemesi ]N‘ olsun.
—w<a <a,<--<a, <o noktalarinin f altindaki resimleri P poligonunun kdseleri
olsun. Bu takdirde f"/f’ fonksiyonu G =C —{a,,---,a,} bdlgesinde analitik bir g
fonksiyonuna genisletilebilir.

Ispat. I, = (-©,a,),-,I, =(a, ,a,) ve I, =(a,,©) olsun. 7 altinda her bir
I, arah@inin resmi P ¢okgeninin L, kenari i¢inde kalir. p,, L, deki p da reel
eksendeki yansimayi gostersin. Schwarz yansima prensibi geregi f fonksiyonu 7,

araligmin karsgi tarafina D, =HOUIl, VH " bolgesinde bir F, analitik fonksiyonu
tanimlayacak bi¢imde devam ettirilebilir. Burada H™ ={z:Imz<0} olup H da F,
fonksiyonu

F.=pjofop 4.2)
ile verilir. 7, fonksiyonunun hem H da hem H "da {inivalent oldugu agiktir. Ozellikle
Teorem 1.4.13 geregi her zeHUH' igin Fi(z)#0 dir. Ayrnica zel; igin de
Fi(z)#0 dir. Gergekten z, e/, igin w, =F,(z,)= ]N‘(zo) noktast 0D N L, ye ait
olmasina ragmen w, P poligonunun kosesinde degildir. Boylece A(w,,s)—L; nin iki
bilesenlerinden biri olan D N A(w,,s) kiimesi bir yar1 daire olacak sekilde bir s >0

sayist  secilebilir. Daha sonra R NA(z,,r), 1, arahigimn alt kimesi ve

~

fIHNA(zy,r)]< DN A(w,,s) olacak sekilde yeterince kiigiik 7 >0 sayist segelim.

Boylece F,[H NA(z,,r)] kiimesi L; dogru par¢asmin bir tarafinda kalir ve onun L,

deki yansimasi yani F,[ H " N A(z,,r)] kiimesi L, nin diger tarafinda kalir (Sekil 4.3).

.c,:,, 1)

Z

Sekil 4.3
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Bu durum F; fonksiyonunun A(z,,7) de tnivalent oldugunu dolayisiyla F/(z,)# 0
oldugunu gosterir. Yukarida yapilan tartismalar 118inda g, = F'/ F| fonksiyonu D, de
analitiktir.

j#k icin H da F; ve F, fonksiyonlarm iligkileri nasildir? £, fonksiyonu H ’
bolgesini p;(D) tzerine konform olarak doniistirir. p (D) ftzerinde F,oF j_l
fonksiyonunu hesaplamak i¢cin (2.11) bagintisin1 kullanacagiz. ,oj*1 = p, oldugundan

FoF, =(pefop)e(pefop) =pofopopofTop  =pop,
olur. Dogrularda ki iki yansimanin birlesimi olarak p, o p, fonksiyonu a#0 ve b
sabitler olmak tzere (p, ° p;)(z) = az+b bigimindedir. O halde her z € p; (D) igin

(F, onfl)(z) =az+b
veya denk bir ifade ile her ze H' igin F,(z)=aF .(z)+b olur. Son bagnti geregi
j#k igin H da g, =F//F| =F//F =g, elde edilir. Sonug olarak
G=C-{a,,--,a,} =,D, bolgesinde eger z € D, i¢in g(z) = g,(z) bigiminde bir g
fonksiyonu tanimlanirsa bu takdirde H da f"/ f' ile uyumlu analitik bir fonksiyon

olusturabiliriz. m
Asagidaki Lemma olusturulan g fonksiyonunun singiileriterinin tabiyatini

aciklar.

Lemma 4.1.4. Lemma 4.1.3 {in hipotezleri altinda j?(a ;) kosesindeki P
poligonunun i¢ agilarinin dlgiileri a7 olsun. Eger a; # « ise g fonksiyonunun a,
noktalarindaki singiileriteleri basit kutup olup rezidisii o, —1 dir. Ustelik z — oo iken
g(z) > 0 dir.

Ispat. Notasyonlart muhafaza etmek icin a,=a ve a, =a yazalim. Ispatin ilk
kisminda a # o kabul edelim. ze G igin h(z) = g(z)—(a—1)(z—a)”" fonksiyonunu
tanimlayalim. f,, A(a,d) dairesinde hem analitik hem de sifir1 olmayan bir fonksiyon

olmak iizere belli bir A"(a,d) delinmis dairesinde / fonksiyonunun

_ @+ f3(@) +E-a) ()

== LD+ G-a)fl(2)

(4.3)
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biciminde ifade edilebilecegini gostermeliyiz. z —>a iken (4.3) iin sag tarafi

(a+D)fy(@)/ af,(a) limitine yaklastigindan h, a noktasinda kaldirilabilir
singiileriteye sahiptir. Boylece g fonksiyonunun a noktasindaki singiileriteleri basit
kutup olup rezidiisiiniin « —1 oldugunu goriiliir.

Eger ¢ #0 ve d kompleks sabitler ise bu takdirde ¢ =c f +d doniisimi H y1
D ye benzer bir poligonal bir bolgeye konform olarak resmeder. H nin homeomorfik
genislemesi ¢ :cf+d dir ve bdylece ¢ doniisimii a,,---,a, noktalarini goriintii
poligonunun koselerinde alir. Boylece Lemma 4.1.3 ¢ fonksiyonuna uygulanabilir.
Sonug D de analitik ve Hda ¢"/¢"= "/ f' olan bir fonksiyondur. Sonug 1.4.2 geregi
f"/ f" fonksiyonunun G ye tek analitik geniglemesi g dir ve bu Lemma 4.1.3 iin
ispatinda olusturulan fonksiyondur. Bagka bir deyisle, Lemma 4.1.3 i f veya ¢

fonksiyonuna uygulayip uygulamamamiz arasinda farki yoktur. Cilinkii her iki durumda

aynt g fonksiyonunu elde edilir. Sonugta (4.3) bagintisinin dogrulugunu gdstermek icin
H da f fonksiyonunun 7 genislemesinin f(a) =0 bagimtisim1 sagladigi ve Sekil 4.3 de

oldugu gibi orijinde P nin i¢ agisinin pozitif reel eksen tarafinda olusturuldugunu kabul
etmek isimizi kolaylastiracaktir. (aksi halde uygun c ve d sabitleri i¢cin ¢ f+ d ile f yer
degistirir.) Bu durumda

DNA0,0)={weA0,s):|Argw|< am/2}

olacak sekilde sabit bir s sayis1 segebiliriz. Daha sonra 7[15] N A(a,r)] < A0, s)
olacak sekilde » sayisini segebiliriz. Son olarak H N A(a,r) —» C fonksiyonunu
t=y(z)= []7(2)]” “ bigiminde tanimlayalim. Bu fonksiyon bir homeomorfizm olup
H N A(a,r) kiimesini {f:Ret >0} yar diizlemi i¢inde bulunan bir bolgeye konform

olarak resmeder. Ayni1 zamanda y doniisimii / = (a —r,a +r) araligimm ¢-diizleminde

imajiner eksen lizerinde bir agik araliga doniistiiriir ( Sekil 4.4).

Simdi yansimayla y fonksiyonunu / nin karsisina devam ettirebiliriz. Bunun
yardimiyla her ze H N A(a,r) i¢in f(z)=[¢(z)]* ozelliginde ¢:A(a,r)—>C
konform doniisiimiinii olusturabiliriz. A(a,r) de analitik ve sadece a da basit kutbu olan
bir ¢ fonksiyonu, ¢  A(a,r) de analitik ve hi¢ sifin olmamak iizere

#(z)=(z—a)@d,(z), biciminde yeniden yazilabilir. Teorem 1.3.8 logd,(2)
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fonksiyonunun A(a,r)de dallarinin oldugunu gosterir. Esas dali L olarak secelim.
Buna gore ze€ H N A(a,r) i¢in L(z) = Log¢@(z) —Log(z —a) olur. (L nin H N A(a,r)
ye kisitlanisi logg,(z) fonksiyonunun H NA(a,r) deki bir dalhdir). Bdylece
ze H N A(a,r) igin

-

T =
b |
1
1

Wz =09 W

Sekil 4.4

f(Z) — [¢(Z):|a — eaL0g¢(z) — ea[Log¢(z)—L0g(z—a)]+aLog(z—a) — (Z _ a)a eaL(z)
elde ederiz. f,(z)=e*""" denirse f, fonksiyonu A(a,r)de analitik ve hi¢ sifirt
yoktur. Boylece ze H nA(a,r) i¢in f(z)=(z—a)” f,(z) bi¢ciminde yazilabilir.

H N A(a,r) de h fonksiyonu igin

hoy 2 L) _a=l_ @ DfE) ¢ - fe)
f'(z) z-a afy(2)+(z—a)f,(z)

elde edilir. Son ifade @ noktasinda sifira gitmediginden bu formiille tanimlanan

fonksiyon A(a,0) de analitik olacak sekilde (0,7) de bir 0 sayisi segebiliriz. Bu
fonksiyon ve & H N A(a,r) de cakistigindan ve her iki fonksiyonda A'(a,5) de

analitik oldugundan analitik devam prensibi geregi onlar A"(a,d) delinmis dairesinin

her yerinde esit olmak zorundalar. Bu ise (4.3) ifadesinin dogru oldugunu gosterir. m
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Teorem 4.1.5 (Schwarz Christoffel Formiilii). A ={z:Imz >0} st yar
diizlem, P kompleks diizlemde kapali bir poligon, D bu poligonun i¢i ve f H dan D
lizerine bir konform doniisiim olsun. Ustelik, f nin H ya homeomorfik bir genislemesi

olan f fonksiyonu —oo < a, <a, <---<a, <co noktalarin1 P poligonunun koselerine
resmetsin. Ayrica her bir ]N’(aj) koselerindeki P poligonunun i¢ agilarinin Slgtileri a ;7

olsun. Bu takdirde z € H ve a, # o i¢in

f@=AJ(¢-a) (¢ —a)®" (¢ ~a,)" " dS + B (4.4)

ve a, = i¢in

f@=A[(-a) ¢ -a)® (G —a, ) AE B (45)

olacak sekilde A4 ve B sabitleri vardir.
Ispat. g fonksiyonu Lemma 4.1.3 deki gibi f den olusturulmus olsun. g

fonksiyonunun G tanim kiimesinde a, # c iken

oo -1
h(z)=g(z)= ) ———
jz_:‘z—aj
ve a, = iken

g —1
) = g()- 3,

j
bi¢iminde tanimlanan /# fonksiyonunu g6z Oniine alalim. Bu durumda # G de
analitiktir. Lemma 4.1.4 in 15181 altinda 2 nin a,,a,,---,a, ve «© noktalarinda
kaldirilabilir singiileriteye sahip oldugunu sdyleyebiliriz. Boylece 4 C de analitik ve
Teorem 1.4.10 geregi de A C da sabittir. h(0) =0 oldugundan her ze C igin
h(z) = 0 sonucu elde edilir. Bu yolla g i¢in agik bir formiile ulasiriz.

a, # o oldugunda H da log f'(z) nin bir / dalin1 segelim ve H da

a

: /(@) .
l Z)=——= Z)=
(2) o) g(2) ]‘Z_l .

dir. ( f'H da analitik ve sifir1 olmadigindan boyle bir / fonksiyonu vardir.) Boylece

1l g
L =— Y (a.-1)Log(z—a,
. dz;( ;—DLog(z-a,)

J

z € H ve belli bir C sabiti i¢in
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I(z) = zn“(aj ~1)Log(z—a;)+C

dir. Béylece e = 4 olmak iizere
f(2)=e = A(z—a) " (z-a,)" " (z—a,)™
sonucuna ulasilir. B = f(i) denirse integral alinarak (4.4) esitligi elde edilir. Benzer
sekilde a, = o olmas1 durumunda kiiciik degisikliklerle (4.5) elde edilir. m
(4.4) ve (4.5) bagintilarinda ki tiim kuvvetlerin esas kuvvetler oldugunu

vurgulamak istiyoruz. Bu ifadelerdeki integrali alinan fonksiyonlar H —{a,,a,, --,a,}

da stirekli oldugundan, integralleri R —{qa,,a,,---,a,} kiimesinde her bir z noktasi i¢in
]7(2) yi hesaplamak herhangi bir sikintiya sebep olmaz. Dahasi eger z=a;,1<j<n

veya z = oo ise bu takdirde de (4.4) veya (4.5) sag taraftaki integral hala f(z) degerine
sahiptir. Integraller z nin baz1 degerleri igin has olmayan integraller olmalarina ragmen

yine (4.4) veya (4.5) integrallerindeki i baslangi¢ noktas1 keyfidir. Onun yerine H da
baska nokta 6rnegin orijin noktast segilebilir. Bu durumda B sabiti degisecektir. Buna

gore (4.4) ve (4.5) formiilleri a, # o igin

f@=Af(C-a)" (¢ -ay) " (¢ -a,) S + B, (4.6)
a, = igin

F@=A[(§-a) " (£ -a,) 7 (£ -a,) S +B .7)

biciminde yeniden yazilabilir. Schwarz-Cristofel Formiiliindeki integraller temel
integral teknikleriyle nadiren hesaplanabilir olmasina ragmen, integrallerin niimerik
teknikleri yardimiyla hesaplamak miimkiindiir.

Teorem 4.1.5, j=1,2,..,n—1 i¢in herhangi z;,z Ve Z,, noktalar1

Jj+l
dogrusal olmamak sartiyla smirt y =[z,,z,]+[z,,z;]+---+[z,,,2,]1+[z,,2z,] kapal
poligonal yol olan (basit olmas1 gerekli degil) bir D bolgesine de genisletilebilir. Bu
durumda f fonksiyonu H da siirekli fakat bir homeomorfizm olmak zorunda olmayan

f genislemesini kabul eder.

Simdi Schwarz Christoffel Formiiliiyle ilgili baz1 6rnekler verelim.
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Ornek 4.1.6. H ={z:Imz>0} bolgesini Imc>0 olmak iizere koseleri
0,1 ve ic olan kapali T iiggeninin D i¢i lizerine resmeden konform doniisiim bulalim

(Sekil 4.5).

Sekil 4.5

arx ve Prr swrastyla T lggeninin 0 ve 1 koselerindeki i¢ agilarinin Slgiileri

olsun. A yar diizlemini D {izerine doniistiiren /' konform doniistimiinii bulacagiz. f
fonksiyonunun H ya homeomorfik genislemesi olan f fonksiyonu f (0)=0, f D=1

ve f (o) =ic o6zelliginde olsun. O halde (4.7) bagintis1 ve Teorem 4.1.5 geregi z € H

ve belli A ve B sabitleri igin
@ =A[¢ ¢ -1 ds +B
0

yazilabilir. f(O) =0 oldugundan B=0 ve jN‘(l) =1 oldugundan

_ 1
[[¢¢-vag

bulunur. Béylece H yi D ye doniistiiren konform dontisiim

J, ¢ @-n"ag

[ ¢t ¢-nas

A

f(2)=

dir.
Ornek 4.1.7. H ={z:Imz >0} bdlgesini, koseleri 0, 1, 1+i ve i olan Q kapali

karesinin D i¢ bolgesi lizerine doniistiiren konform doniisiimii bulalim.
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H den D ye f konform doniislimiiniin H ya homeomorfik genislemesi olan f
fonksiyonu iginf(0)=0, ]7(1)=1 ve f(w)=1+i olsun. Ancak f altinda (—,0)
araligindaki hangi noktasinin i ye doniisecegi akla gelen ilk sorudur. Bunun i¢in Q nun
simetrikliginden faydalanabiliriz. D, = {z:Rez > 0,Imz >0} ¢eyrek diizlemi ile
koseleri 0, 1 ve 1+i olan T ilicgenini goz Oniine alalim (Sekil 4.6). D, bolgesini T
ticgeninin i¢ine doniistiiren yegane konform doniisiim g ve onun 150 ya homeomorfik
genislemesi olan g g(0)=0, g(1)=1ve g(x)=1+i Ozelliginde olsun. g doniisii-
miinii pozitif imajiner / eksenini Q nun [0, 1+7] kdsegenine doniistiiriir. Yansima
prensibi geregi g y1 [ nin karsi tarafina devam ettirebiliriz. Kare, kdsegenlerine gore

simetrik oldugundan yansima islemi H dan O lizerine ve H yi D iizerine konform olarak

dontistiiren ve G(0)=0, G(0)=1 G(o)=1+i ve G(-1)=i O0Ozelliginde bir G
homeomorfizmi iretir.Teorem 3.4.5 de ifade edilen teklik geregi G =]7 olmak

zorundadir. Buna gore ]7(—1) =i dir. (4.7) geregi z € H igin f nin integral temsili
f@=A[¢" (¢ -+ d +B
0

dir. ]7(0) =0 ve ]N’(l) =1 oldugundan A ve B sabitleri hesaplandiginda H nin D
tizerine bir konform doniisiimiiniin
Iozéf—l/Z(éf _1)—1/2(; +1)—1/2dé/

f(2)==
J‘Oé/fl/z(é/_1)71/2(§+1)71/2d§

oldugu goriiliir.

D e o m v o ey .

-k 2

Sekil 4.6
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Teorem 4.1.5 in birim daireye uyarlanisi asagidaki teoremde verilecek.

Teorem 4.1.8. f fonksiyonu A = A(0,1) diskini kompleks diizlemde kapali bir P

poligonunun i¢i olan D iizerine konform olarak doniistiirsiin. f fonksiyonunun A ya

stirekli bir genislemesi olan /7 fonksiyonu b,,b,,---,b, € 0D noktalarimi P poligonunun

koselerine doniistiirsiin ve P nin f(bj) koselerindeki i¢ agilart ;7 olsun. Bu takdirde

her z € A igin

N L TS N S R e
f(z)_A“wJ [le (1+:j o

olacak sekilde A ve B sabitleri vardir.

Ispat. -7 <Argh, <Argh, <---<Argh, <7 oldugunu kabul edelim.
¢(z) =(1+1iz)/(1-iz) Mobius donilisimii H = {z:Imz > 0} {ist yar1 diizlemi A iizerine
dontstiiriir. O halde g = fop doniisiimii de H y1 D iizerine konform olarak resmeder.
¢ (z2)=i[(1-z)/(1+z)] oldugundan g fonksiyonunun H ya genislemesi olan
g= 70¢ fonksiyonu altinda P nin koselerine doniistiiriilmiis olan noktalar
1-b,
1+b,

J

a,=¢"(b)=i
ile verilen —0<a, <a, <---<a, <o noktalaridir. f = gop™' oldugundan

£ =gle" O () =281 2] 48)
(1+2)

dir. Once Argh, <z yani b, #-1 oldugunu kabul edelim. Bu durumda
a, # @ ' (=1) =00 olur. Teorem 4.1.5 geregi belli A, sabiti igin
g'@)=A,(z-a)" " (z-a)"" - (z~a,)"" (4.9)

biciminde oldugunu sdyleyebiliriz.

Simdi ; yi sabit tutalim. Basit bir hesaplamayla

) a 2 20,2
4 T U+b, )1+ 2)

olur. L orijinden gegen dogru olmak tzere y(z) = (b, —z)/(1+z) Mobius donistimii

C = 0A(0,1) ¢emberini C=Lu {oo} ¢emberine doniistiiriir. 0 ve oo C ye gore simetrik
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noktalar oldugundan b, = (0) ve —1=yw() noktalar: da K ya gore simetrik olmal.
Bu durum, L yi b, ve -1 noktalarmi birlestiren dogru par¢asinin orta dikmesi olarak

tanimlayabilecegimizi gosterir. y(A) nin L ile sinirlanan agik yari diizlemlerden biri

i¢inde bulundugu kolayca goriilebilir. Bunun 5, nin oldugu yart diizlem oldugunu
kabul edelsm. Yar1 diizlemin tiimleyeni (—,0] reel araligini bulundurdugundan w(A),
(=0,0] dan ayriktir. Buradan /(z) = Log[ (b, —z) /(1 + z)] fonksiyonunun A da analitik
oldugu sonucu ¢ikar. Boylece, [,(z)=Log ¢ (z)—a;] olarak tanimlanan [,

fonksiyonu A da analitiktir. Ustelik A da

-1 .
elo(z)*l(z) _ [(0 (Z)—(lj](lﬂ-z) _ 2i
(b, -2) 1+5,

bir sabittir. Dolayisiyla /, ve [ fonksiyonlar1 A da bir sabit farkiyla birbirine esittir.

(a; =17,

Yani /,(z) =/(z) + y, dir. Sonug olarak, ¢, =e olmak {izere her z € A i¢in

[(071 (z)- al_]ajfl _ e(aj—l)ln(z) _ e(a,—l)l(z)Jr(aj—l)yj -, bj -z
: N l+z

dir. Bu durum her bir j =1,2, ---, n i¢in dogrudur.

(4.8) ve (4.9) dan b, # —1 iken ve her z € A i¢in A belli bir sabit olmak tizere

N A (b-z @l b,—z af]m b —z @l
f(Z)_(1+z)2(1+z] (1+2) [1+2) (4.10)

sonucuna ulasiriz. b, = —1 olursa Teorem 4.1.5 den f”'(z) i¢in (4.10) bagintisina benzer

son carpanin olmadig: bir ifade elde edilir. Bununla birlikte (4.10) bagntis1 b, = -1

olmas1 durumunda da uygulanir. Gergekten (4.10) bagmtisindaki son ¢arpan (—1)*"'
olur ki bu da A sabiti i¢cindedir. f(0) =B olmak iizere (4.10) bagintisinin integrali

alinarak istenilen bagint1 elde edilmis olur. m

4.2 Basit Baglantih Bolgeler Uzerine Konform Déniisiimler

Bu kesimde temel konform doniisiimlerin baz1 6rnekleri verilmistir.
Ornek  4.2.1. f(2)y=1-2)/(1+2) fonksiyonu D = A(0,1) diskini

D' ={w:Rew >0} yar diizlemine konform olarak resmeder (Sekil 4.7).
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'D1
f(2)=(1-2)/(1+2z)
[ ]
1 ——— 1
W) =00- w0 +w)
z-dizlemi w-duzlemi

Sekil 4.7

Gergekten, w= f(z) i¢in Rew=(-|z|")/(1+z|*)>0 oldugundan we D' yani
f(D)c D' dir. Her bir weD' noktast igin w=(1-2z)/(1+z) esitliginden
z=(1-w)/(1+w) elde edilir. Bu takdirde z € D dir. Boylece, D bolgesinde analitik ve
tinivalent olan f fonksiyonu, Teorem 2.2.5 geregi D den D’ iizerine bir konform
doniisiimdiir. ' = f oldugundan, D' bélgesini de D ye konform olarak resmeder.

Ornek 4.2.2. D=C —(-»0,0] ve 0<A<1 olsun. f(z)=z" ile tanimlanan
f:D — C fonksiyonu D yi konform olarak D' ={w:|Argw|< Az} acisal bdlgesine
resmeder (Sekil 4.8).

D
f(z) =z
—
I ——- L)
0 1 S ———
1wy = wi
z-dizlemi w-duzlemi
Sekil 4.8

0<A<1 ve her zeD noktast icin |z*|Hz|* ve Arg(z*)=A1Argz
oldugundan goriintii kiimesi D’ olmak tlizere f fonksiyonunun {inivalent oldugunu

gormek zor degildir. Ayn1 zamanda f fonksiyonu analitik oldugundan D den D’ iizerine
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bir konform déniisimdiir. f':D'—> D ters déniisimi f'(w)=w"" dir. f
fonksiyonunun D NA(0,7) ye kisitlamisi D NA(0,7) bolgesinden D' A(0,7%)
bolgesine bir konform doniisiimdiir.

A>1 iken f(z)=z" fonksiyonu D de analitik fakat iinivalent olmadigindan
f(z) = z* fonksiyonu D de bir konform doniisiim degildir. Bununla birlikte f(z) = z*,
A >1, fonksiyonu D de yerel olarak konform doniisiimdyir.

Ornek 4.2.3. —w<a<h<w ve —zw<a<f <z olmak iizere f(z)=¢e’
fonksiyonu D={z:a<x<b,a<y<p} bolgesini
D' ={w:e’ <|w|<e’, a<Argw < f} bolgesi iizerine konform olarak doniistiiriir
(Sekil 4.9). f fonksiyonunun f':D'—> D, f'(w)=Logw bigimindeki ters

fonksiyonu, esas logaritmanin D" bdlgesine kisitlamasindan ibarettir.

z-dlizlemi w-duzlemi

Sekil 4.9

Ornek 4.2.4. f(z)=sinz fonksiyonu D ={z:|Rez|<z/2} sonsuz seridini
D'=C—-{w:|Rew|>1 ve Imw=0} bolgesi Tlizerine konform olarak resmeder.
Gergekten z=x+iy i¢cin w= f(z)=u+iv ise u =sinx cosh y, v =cosx sinh y olur.
D bolgesini [, ={x,+iy: —o<y<oo} dik dogrulartyla tarandiginda x, =0 igin
u=0 ve v=sinhy olup  f(/,), v-eksenidir. 0<|x,|<7m/2 icin
u® [(sin® x,) —v* /(cos” x,) =1 hiperbol ailesi elde edilir. Eger 0 < x, <7/2 ise u>0

olup hiperbollerin sag kollari, —7/2 <x,<0 ise u <0 olup hiperbollerin sol kollar
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elde edilir. Boylece, /, dogrulann D vyi taradigindan f(/,) parabolleri de D'
bolgesini bire bir olarak tarar.(Sekil 4.10)
Burada f™':D'— D ters fonksiyonu f~'(w)= Arcsinw bigiminde esash ark

siniis fonksiyonunun D' bdlgesine kisitlamasindan ibarettir.

D
f(z)=sinz
—_— - .
—————— -1 5 1
£ “Yw) = Arcsin w
z-dizlemi w-duzlemi
Sekil 4.10

Ornek 4.2.5. f(z)=tanz fonksiyonu D ={z: Rez|<z/2} sonsuz seridini
D'=C—{w:Imw|>1 ve Rew =0} bolgesine konform olarak resmeder.
Gergekten,

sinz 1e“—-¢e* 1—e?*
tanZ: :_- iz —iz :l 2iz
cosz e +e l+e

bigimde yazilabilir. f(z)=sinz, f,(z)=e", f,(z)=(1-2)/(1+2z) ve f,(z2)=iz

olarak alinirsa f = f, o f; o f, o f, seklinde yazilabilir. Her bir f,, 1<i<4 , bilinen

konform doniistimler oldugundan, D bdlgesinin f altindaki goriintiisii Sekil 4.11 da

gosterildigi gibidir.

z-diizlemi w-duzlemi

Sekil 4.11
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Burada f™':D'— D ters fonksiyonu f'(w)= Arctanw bi¢iminde esash ark
tanjant fonksiyonunun D' bolgesine kisitlamasindan ibarettir

Dikkat edilirse g(z)=isinz fonksiyonu da D seridini D’ bolgesi iizerine
konform olarak resmeden baska bir doniistimdiir. Fakat bu resmetme f fonksiyonundan
oldukca farklidir. Ornegin, f (-z/2,7/2) aralifmi (—o0,00) aralifmna doniistiiriir,
halbuki g, (—7/2,7/2) araligini sanal eksen {lizerindeki [, i | araligina doniistiiriir.

Ornek 4.2.6. f(z)=(z+z")/2 fonksiyonunu D ={z:z[>1} bodlgesini
D' = C —[-1,1] bolgesi ilizerine konform olarak doniistiiriir. | z |= 1 i¢in

f(2)=(z+z")/2=(z+2)/2=Rez

oldugundan, f(z)e[-1,]]=C—-D' dir. w=-1,1 i¢in (z+z')/2=w denklemi

zZ, =w+ m ve z, = w—m gibi iki ¢Ozlime sahiptir. Eger we [—1, 1] ise ne
z, nede z, birim modiile sahip olamaz. |z, || z, |=| z,z, |=1 oldugundan bu noktalardan
biri D bolgesinde digeri de A(0,1) dairesinde olmak zorundadir. Gergekten, w e D’ i¢in
Rew >0 veya Rew =0 ve Imw > 0 olacak sekilde | z, |>1 oldugu gosterilebilir. Buna
karsilik D’ boélgesinin diger tim w elamanlart ig¢in |z, |>1 oldugu gosterilebilir.

Onceki bilgilerin 15181 altinda f fonksiyonunun D bdlgesine kisitlanigt iinivalent
fonksiyondur ve deger kiimesi D’ bdlgesidir.

Asagidaki iki ornek, verilen bolgeler arasindaki konform dontigiimiin temel
dontistimler yardimiyla olusturulabilecegini gostermektedir.

Ornek 4.2.7. D={z:|Imz|<x/2} seridini D'=A(0,1) iizerine konform
olarak doniistiiren doniisiimii bulalim.

Sekil 4.12 de goriildiigii gibi, D bdlgesini D, bdlgesine konform olarak
doniistiren doniisim  f,(z)=e® ve D, bolgesini D' bolgesine konform olarak

dontistiiren doniisim £, (z) = (1-2z)/(1+ z) oldugundan,

z

J(@) =0 /)(2) =

1-e
1+e°

fonksiyonu D bolgesini D' bolgesine konform olarak resmeder
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Sekil 4.12

Ornek 4.2.8. D={ z: 0<Rez<z } seridini D'={ w:|Argz|<z/4}—[1,00)
bolgesi tizerine konform olarak doniistiiren doniistimii bulalim.

Sekil 4.13 de gorildiigii gibi D bolgesini D,;, D, bdlgesini D, ve D,
bolgesini de D' bolgesi tizerine konform olarak doniistiiren temel doniisiimler sirasiyla

fi(2)=z/2, f>(z)=sinz ve fi(2) = Jz fonksiyonlaridir. Boylece

f(2)=(f;°f, 0 f)(z)=+/sin(z/2) fonksiyonudur.D bdlgesini D'bolgesine konform

olarak doniistiiriir.
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