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OZET

Bu tezde elde edilen sonuglar asagidaki konu basliklar1 altinda ayrintili olarak
verilmigtir. Bunlar ¢ -Euler sayilarinin ve polinomlarinin iirete¢ fonksiyonlari, yiiksek

mertebeden twisted ¢ -Euler sayilar1 ve polinomlar, twisted Hurwitz tipi ¢ -Euler zeta
fonksiyonu, twisted Euler / fonksiyonu, p -adik g -Euler dl¢iimii ve uygulamalari, p -
adik ¢ 6l¢iim ve integralin uygulamalaridir.

Bu calisma birinci boliim giris olmak {izere dokuz boliimden olusmaktadir.

Ikinci boliimde calismanin diger boliimlerinde kullanilan tanim, kavram ve
teoremler verilmistir.

Ugiincij boliimde p -adik analizin baz1 6zel kavramlari, tanimlar1 ve teoremleri
verilmistir.

Dordiincii boliimde ¢ -analizin tarihgesi kisaca verilmistir. Daha sonra ¢ -
analizde kullanilan bazi1 notasyonlar ve 6zellikler verilmistir.

Besinci boliimde ¢ -Euler sayilarinin ve polinomlarinin yeni iirete¢ fonksiyonlari
verilmistir. g -Euler polinomlarinin dagilim bagintis1 (Raabe bagintisi) elde edilmistir.

Altinct boliimde ise twisted (4, g) -Euler sayilarinin ve polinomlarinin ve yiiksek
mertebeden twisted (4,q)-Euler sayilarinin ve polinomlarinin p -adik ¢ -Volkenborn
integrali ve katli p-adik ¢-Volkenborn integrali yardimiyla, iirete¢ fonksiyonlari
tanimlanmistir. Twisted (4, g) -Euler polinomlari i¢in dagilim bagintilan elde edilmistir.

Yedinci boliimde twisted (h,q)-Euler sayilarinin  ve polinomlarinin
interpolasyon fonksiyonlar1 tanmimlanmistir.

Sekizinci boliimde p -adik ¢ -Euler ol¢iimii insa edilmistir. Bu olciim ile p -
adik integral arasindaki bagintilar verilmistir. Bu bagintilar kullanilarak, p -adik

analizdeki bazi uygulamalar1 verilmistir. Bu boliimde ayrica twisted Daehee sayilar1 ve
polinomlart tanimlanmistir. Bu polinomlarin dagilim bagintis1 ve ozellikleri elde
edilmistir.

Dokuzuncu béliimde ise p -adik g -0l¢iimiin uygulamalari incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: p -adik g-0l¢iim, p -adik g -fermionik integral, g -Euler sayilar

ve polinomlari, interpolasyon fonksiyonlar1 (Euler zeta fonksiyonu, Huwitz tipi Euler
zeta fonksiyonu, / fonksiyonu)



iv

ABSTRACT

The results obtained in this thesis are generating functions of ¢ -Euler numbers
and polynomials, higher order twisted ¢-Euler numbers and polynomials, twisted
Hurwitz type ¢ -Euler zeta function, twisted Euler / function, p -adic g -Euler measure
and its applications, and also applications of integral.

This study consists of nine chapters of which the first one is the Introduction.

In the second chapter, some basic definitions and notions which will be used in
other chapters are given.

In the third chapter, some notions, definitions and theorems from p -adic
analysis are given.

In the fourth chapter, a brief history of ¢ -analysis is given. Afterwards, basic
notions and results of g -analysis are recalled.

In the fifth chapter, new generating functions of ¢-Euler numbers and
polynomials are given. Also distribution relation (Raabe rule) of g-Euler polynomials
is obtained.

In the sixth chapter, the generating functions of twisted (%, q)-Euler numbers
and polynomials and higher order twisted (4,q)-Euler numbers and polynomials are
defined by means of p-adic ¢g-Volkenborn integral and multiple p-adic ¢-
Volkenborn integral. Also distribution relations for (4, q)-Euler polynomials are
obtained.

In the seventh chapter, interpolation functions of twisted (#,q)-Euler numbers
and polynomials are defined.

In the eighth chapter, p -adic g -Euler measure is built. Some relations between
this measure and p -adic integral are given. Using these relations, some applications in
p -adic analysis are given. Also twisted Daehee numbers and polynomials are defined.
Distribution relation and properties of these polinomials are obtained.

In the nineth chapter, applications of p -adic ¢ -measure are discussed.

Key Words: p-adic ¢g-measure, ¢g-Euler Numbers ve Polynomials, p-adic ¢-

fermionic integral, interpolation functions ( Euler zeta function and Hurwitz type zeta
function, / function)
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1. GIRIS

Bu tezde p-adik ¢-Olciim ve p-adik ¢-Volkenborn integralleri yardimiyla
(twisted) g -Euler sayilarinin ve polinomlarinin yeni iirete¢ fonksiyonlart verilmistir. Bu

tiretec fonksiyonlar1 yardimiyla bu sayilarin ve polinomlarin temel o6zellikleri
incelenmistir. Mellin doniisiimleri ve tiirev operatorii, bu {irete¢ fonksiyonlarina

uygulanarak (twisted) ¢-Euler zeta fonksiyonu ve (twisted) ¢-/ fonksiyonu

tanimlanmistir. Cauchy Rezidii Teoremi yardimiyla, bu fonksiyonlarin negatif

tamsayilardaki degerleri hesaplanmistir. Bu degerler (twisted) ¢ -Euler sayilarina ve
polinomlarina karsilik gelmektedir. Daha sonra ¢-Euler polinomlarinin dagilim
fonksiyonlar1 ve ¢-Euler ol¢limii tanimlanmistir. Bu 6l¢tim yardimiyla, p -adik integral
tanimlanmistir. p -adik Ol¢iim ve p -adik Volkenborn integrali yardimiyla g -Daehee say1

ve polinomlarinin 6zellikleri incelenmistir.

p -adik sayilar ilk olarak Kurt Hensel (1861-1941) tarafindan 19. yiizyil sonlarinda

bulunmustur. Uzerinden yiizy1l gecmesine ragmen, bu sayilar hala gizemini korumaktadir.

p -adik sayilar, sayilar teorisi, cebirsel geometri, cebirsel topoloji, analiz gibi alanlarin

yaninda Fizik ve diger bilim dallarinin degisik alanlarinda da kullanilmaktadir. Son

yillarda p -adik analiz bir¢ok bilim adaminin calisma alanina girmistir. Sonug¢ olarak p -

adik analiz iizerine yazilmig bir¢cok kitap ve makale bulunmaktadir. Ultrametrik

(arsimedyen olmayan metrik) kullanilarak, p -adik tamsayilar, p -adik rasyonel sayilar,
p -adik rasyonel sayilarin cebirsel kapanisi gibi say1 kiimeleri tanimlanmistir. Ayrica p -
adik sayilar iizerinde p -adik kuvvet serileri, p -adik fonksiyonlar, p -adik tiirev, p -adik
Olciim ve p -adik g-Volkenborn integral tanimlar1 verilmistir (Schikhof 1984, Vladimirov

ve ark. 1994, Koblitz 1948, Robert 2000, Queva 1993, Koblitz 1980).

Son yillarda, ¢-analiz (Quantum Calculus) bir¢ok matematikci tarafindan
calisiimaktadir. Jackson (1908) ¢ -tiirev tanimin1 vermistir. Daha sonra bu tiirev ¢ -Jackson

tiirev olarak literatiire ge¢mistir (Kac ve Cheung 2001). ¢ -analiz matematik ve fizigin
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birgok alaminda kullanilmaktadir. Ornegin Matematikte hipergeometrik seriler, teta

fonksiyonlari, Eisenstein serileri, Dedekind eta fonksiyonu, Riemann zeta fonksiyonu,
Hurwitz zeta fonksiyonu, Dirichlet L-fonksiyonu, tiirev, integral, olasilik, cebir ve grup

teorisi, p-adik analiz ve Ol¢ciim teorisi gibi alanlarda kullanmilmaktadir. Fizikte ise

Heisenberg Cebiri, Quantum Mekanik, Quantum Cisim Teori, siiper simetri, Feynman

Integrali gibi alanlarda kullanilmaktadir (Vladimirov ve ark. 1994).

Bu tezde o6zellikle ¢ -Euler polinomlarinin Raabe bagintilar1 kullanilarak p -adik
g -dagilimlart tamimlanacaktir. Bu dagilimlar p -adik integral ve Olclim teorisinde
kulanildigindan dolay1, bu tezde ¢ok 6nemli yer tutmaktadir. Bu dagilimlarin p -adik

kiimeler iizerindeki temel 6zelliklerinden faydalanilarak, 6l¢iim insa edilecektir. Bu 6l¢iim

yardimiyla, p -adik g-Volkenborn integrali ile ¢ -Euler sayilar1 ve polinomlar1 arasindaki

iliskiler verilecektir. Klasik Volkenborn integralinin temel ozellikleri Amice (1972) ve
Volkenborn (1974) tarafindan verilmistir. Daha sonra Schikhof (1984), Robert (2000),
Vladimirov ve ark. (1994) bu integralin matematikteki ve fizikteki uygulamalarini

vermiglerdir. Vladimirov ve ark. (1994) yeni tipli p-adik ¢-Volkenborn integralini
tanimlamiglardir. Bu integral giiniimiizde ¢ -Jackson integrali olarak da bilinmektedir. Bu
integral matematigin ¢ -analiz, p-adik ¢ -analiz ve fizigin de ¢g-deform oskiilatorlerin
spektrast ve p-adik model gibi alanlarinda kullanilmaktadir. Kim (2002b) ¢-Haar
Olctimiinii ve bu ol¢iimii kullanarak da p -adik ¢-Volkenborn integralini tanimlamustir.
Kim (2002b), Amice (1972) nin p -adik Volkenborn integrali i¢in vermis oldugu integral
denklemlerinin benzerlerini p -adik ¢-Volkenborn integrali icin vermistir. p -adik ¢ -

Volkenborn integrali yardimiyla, bazi 6zel sayilarin ve polinomlarin iirete¢ fonksiyonlar

tanimlanabilir. Katli p -adik ¢-Volkenborn integrali yardimiyla da yiiksek mertebeden

baz1 6zel sayilarin ve polinomlarin iirete¢c fonksiyonlar1 elde edilebilir. Ayn1 zamanda bu
integraller yardimiyla Bernoulli ve Euler sayilarinin Witt tipi formiilleri de verilir. Witt tipi

formiil kullanilarak p -adik ¢-Volkenborn integralinin ¢6ziimii daha basit bir sekilde
hesaplanabilir. Bu sebepten dolayi, g-Volkenborn integralleri bu tezde ayrintili olarak ele

alinmustir.
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g -Euler tipli sayilarin ve polinomlarin {irete¢ fonksiyonlarmi p-adik ¢-

Volkenborn integali ile elde etmek i¢in farkli bir p -adik g -6l¢iim kullanmak gerekir. Z ,
tizerinde fermionik p -adik g-0lciim ve bu Olgiim yardimiyla da fermionik p -adik ¢-
integrali Kim tarafindan (Kim 2007a) tamimlanmustir. Z , tizerindeki fermionik p -adik g -
integral kullanilarak Euler sayilar1 ve polinomlari, Genocchi sayilart ve polinomlari,

Frobenius Euler sayilar1 ve polinomlar1 gibi sayilarin iirete¢c fonksiyonlar: elde edilebilir.

Ayn1 zamanda bu tip sayilarin Witt tipi formiilleri de elde edilir.

Bu tez dokuz boliimden olusmaktadir. Bu tezin sonunda tezde kullanilan temel
kaynaklar verilmistir. Ik olarak tezde kullanilacak temel tanim, teorem ve bagintilar

verilmistir. Bu tezde kisaca siralayacagimiz asagidaki sonuglar bulunmustur.

g -Euler tipli sayilarin ve polinomlarin yeni iirete¢ fonksiyonlar1 verilmistir. Bu

sayllarin rekiirans bagintilar1 elde edilmistir. Bu polinomlarin dagilim bagintilar

bulunmustur. Daha sonra twisted (4,q) -Euler tipli sayilarin ve polinomlarin ve yiiksek
mertebeden twisted (h,q)-Euler tipli sayilarin ve polinomlarin p -adik ¢-Volkenborn

integrali yardimiyla iiretec fonksiyonlar1 tanimlanmistir. Bu polinomlarin Witt tipi
formiilleri ispatlanmistir. Bu polinomlarin carpimsal ifadesi verilmistir. Ayrica twisted

(h,q) -Euler sayilarinin ve polinomlarinin interpolasyon fonksiyonlar1 tamimlanmistir. Bu
fonksiyonlarin bazi1 0©zellikleri incelenmistir. Bu tezde elde edilen ¢-Euler tipli
polinomlarin dagilim fonksiyonlar1 kullanilarak, p -adik ¢ -Euler tipli dagilim ve p -adik
g -Euler olctimii insa edilmistir. Bu olciim ile p -adik integral arasindaki bagintilar
bulunmustur. Bu bagintilar kullanilarak, p -adik analizdeki bazi uygulamalar verilmistir.
Daha sonra da p-adik ¢g-!/ fonksiyonu ve twisted Daehee sayilar1 ve polinomlari

tanimlanmistir. Tezin sonunda ise p -adik g -Olciimiin uygulamalar verilmistir.



2. ON BIiLGILER

Bu boliimde daha sonraki boliimlerde kullanilacak olan teorem, tamim, bazi temel
kavramlar ve ozellikler verilecektir. Bu temel kavramlar Apostol (1976), Bartle (1995),
Conway (1986), Andrews ve Shivamoggi (2005), Lebedev (1972), Srivastava ve Choi
(2001), Volkovysky ve ark. (1977) gibi temel kaynaklardan alinmistir. Detayli bilgi i¢in

ilgili kaynaklar incelenebilir.
2.1 Temel Kavramlar

2.1.1 Tamm. X gergel ya da karmasik bir dogrusal uzay olsun. Eger Vx,ye X ve

a@eR yada ae C icin ||: X > R fonksiyonu
N1:|x| >0
N2:|x=0ex=0
N3: o] =l
N4:|x+ y| <|d|+[y| (Ucgen Esitsizligi)

kosullarim1 gercekliyorsa |||| fonksiyonuna X iizerinde bir norm ve (X , ) ciftine ise

normlu uzay denir.

2.1.2 Tammm. Verilen bir X kiimesi icin 2., X in alt altkiimelerinden olusan kiime

olsun. Eger

i)g, XeX

ii) VAe > => A'e ),

iii) 2 icindeki her (A,) dizisi i¢in UA” € Y ise

n=1
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Y. ya o cebiri denir. (X,Y) ikilisine de 6l¢iim uzayi denir.

2.1.3 Tamm. X bir kiime ve 2., X iizerinde bir o cebiri cebiri ise 2. iizerinde

tanimli, genisletilmis degerler alan bir ¢ fonksiyonu

i) u(@)=0
ii) VE€ ¥ icin f(E)=0

o

iii) (E,), 2 da ayrik kiimelerin bir dizisi olmak iizere ,U(U Enj = z M(E)
n=l1

n=l1

kosullarini sagliyorsa & ye bir 6l¢iim denir.

2.1.4 Teorem (Rezidii Teoremi). f fonksiyonu bir B bolgesinde ve sinirinda,

sonlu tane z;,2,,...,Z, € B ayrik aykiriliklar1 hari¢ analitik ise

[ F(@)dz=27y Res(f.2)
B i=1

dir. Burada 0B, B nin siridir.

2.1.5 Teorem (Fourier integral Teoremi). f ve f fonksiyonlar1 her kapali

aralikta pargali siirekli ve “ f (x)|dx <oo ise f, x noktasinda siireklidir ve

—oo

f(x) =lj j F(t)cos[s(t — x)]dtds (2.1.1)
7 —o0

0

1 _
dir. x, f nin bir siireksizlik noktast ise, (2.1.1) integrali 5[ FOxXH+ )] degerine

yakinsar. Burada f(x"), f nin sag limiti ve f(x”) ise f nin sol limitidir.
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2.1.6 Tamm. f Fourier Integral Teoremindeki kosullar1 saglayan bir fonksiyon

olsun.
F(s)= j X7 f(x)dx (2.1.2)
0

integraline f(x) fonksiyonunun Mellin doniisiimii denir.

Genellestirilmis ¢ -Euler sayilarimi ve polinomlarim1 tanimlamak icin Dirichlet

karakterine ihtiyac vardir. Dirichlet karakteri asagidaki gibi tanimlanir:

2.1.7 Tanim. Belli bir ne N icin

Dy(a+n)=y(a),ac 7
i) y(a)=0 & (a,n) #1

kosullarini saglayan Z den C ye tanimli ) carpimsal fonksiyonuna bir n modiil Dirichlet

karakteri denir. (a,n)=1 olan her a icin ¢, Euler ¢-fonksiyonu olmak iizere

a?™ =1(modn) oldugundan y(a) birimin bir kokiidiir.

n, m nin bir kat1 ve W, bir m modil Dirichlet karakteri ise

(@)= Y(a), (a,n)=1
A= 0, (a,n)#1

ile bir n modiil Dirichlet karakteri elde edilebilir. m <n olmak iizere, ¥ in m modiil bir

baska karakterden elde edilemeyen minimum » modiiliine y in kondiiktorii denir.

Bu tezde ozellikle bazi 6zel sayilarin (Bernoulli sayilari, Euler sayilari, Daehee

sayilar1) ve polinomlarin iirete¢ fonksiyonlarini ayrintili bir sekilde inceleyecegiz. Bunun
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icin lrete¢ fonksiyonunun tanimina ihtiyacimiz vardir. Bu fonksiyon asagidaki gibi

tanimlanir:

oo

2.1.8 Tanim. K<€ R igin |t|< K bolgesinde F(t,z)= Z f, ()" seklinde ifade
n=0

edilebiliyorsa F(t,z) fonksiyonuna f,(z) fonksiyonunun iirete¢ fonksiyonu denir.

Simdi klasik Bernoulli sayilarinin iirete¢ fonksiyonlarim1 verecegiz. 1713 yilinda
Bernoulli “Ars Conjectandi” monografisinde klasik Bernoulli sayilarim1 vermistir. Bu

sayilar asagidaki iirete¢ fonksiyonu ile tanimlanir:

oo

t t"
~mhg4:;%E’M<M' (2.1.3)

Burada B, katsayilarina Bernoulli sayilar1 denir, (Calitz 1948, Kim ve ark. 1996, Kim

1994, Srivastava ve ark. 2005, Conway 1986, Radamacher 1973, Kim 2007a , Kim 1994,

Simsek 2006a). Buradan B, =1, B, = _71, B, = é, B, =0, B, = ;—;,...olarak bulunur ve

n21 olmak iizere B,,,; =0 oldugu goriiliir. Klasik Bernoulli polinomlar1 ise asagidaki

iretec fonksiyonu ile tanimlanir:

te

ft,x)= f(1)e" =

1x s n
1:an(x)%, t|<27 (2.1.4)
n=0 :

t
e —

dir. Burada B, (x) katsayilarina Bernoulli polinomlar1 denir. (2.1.4) denkleminde e"

fonksiyonu Taylor serisine agilarak Cauchy ¢arpimi yapildiktan sonra

B (x)= Zn: (Zjﬂkxn—k

bagintisi elde edilir. n > 2 olmak iizere

@mzm@zmziVFk
k=0 k
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dir. Yukaridaki bagmtilar yardimiyla Bernoulli polinomlari ve sayilari hesaplanabilir,

(Rademacher 1973, Apostol 1976, Srivastava ve ark. 2005, Kim ve ark. 1996).

Klasik Euler sayilar1 agagidaki tirete¢ fonksiyonu ile tanimlanir:

2 = t"
)= =NE —, |t|<nx, 2.1.5
g=—~ > W!| (2.1.5)

e+l =

burada E, katsayilarina klasik Euler sayilari denir, (Shiratani 1973, Kim 2006a, Kim

2006¢, Kim 2007 a-f, Kim 2008). Klasik Euler polinomlar1 ise asagidaki iirete¢ fonksiyonu

ile tanimlanir:

2e :Z En (X) t_’
+1 = n!

g(t,x)=g(t)e™ = tl<x (2.1.6)

et
dir. Burada E, (x) katsayilarina klasik Euler polinomlar: denir. (2.1.5) tirete¢ bagintisindan
E =E,0) olmak izere E,=1E =0,E, =-1E=0,E=5.. ve Vn20 icin
E, ., =0 elde edilir. Benzer sekilde (2.1.6) bagintisindan

E (x)= Zn:(ZjEkx"_k

k=0

elde edilir.

ue C, |u| >1 ozelligindeki bir cebirsel sayr olsun. Frobenius-Euler sayilari

asagidaki iirete¢ fonksiyonu ile tanimlanir:

1 _ o n
LS H W,

t
e

burada H,(u) katsayilarina Frobenius-Euler sayilari denir (Srivastava ve ark. 2005, Kim

ve Lee 2009).
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Matematikte ¢ok iyi bilinen ve bir¢cok uygulamaya sahip olan Hurwitz zeta

fonksiyonu ve Riemann zeta fonksiyonunun tanimlarini verecegiz:

(2.1.4) bagintisina Mellin doniisiimii uygulanirsa, asagida tanimlanan Hurwitz zeta

fonksiyonu elde edilir:

2.1.9 Tanmm. s€ C,Res >1 ve 0< x <1 olmak iizere

{(s.0)=) ! (2.1.7)

n=0 (n + x)s

fonksiyonuna Hurwitz zeta fonksiyonu denir (Koblitz 1948, Srivastava ve ark. 2005, Kim

ve ark. 2003, Simsek 2006a).

(2.1.7) esitliginde x =1 alinirsa
— 1
C(s)= ZT,Res >1
n=11

Riemann zeta fonksiyonu elde edilir (Conway 1986, Koblitz 1948, Srivastava ve Choi

2001, Srivastava ve ark. 2005, Kim ve ark. 2003, Simsek 2006a). (2.1.7) esitliginde

s=1—n, ne Z" olmak lizere

£(1—n,x) = DnlD)
n

veE
L-my=-"n
n

elde edilir, (Conway 1986, Rademacher 1973, Srivastava ve Choi 2001, Srivastava ve ark.
2005, Simsek 2006a). Bu fonksiyonlar kompleks analiz, uygulamali matematik ve diger
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bilim dallarinda bir¢cok uygulama alanina sahiptir. O halde Bernoulli polinomlarinin ve

sayilarinin interpolasyon fonksiyonlari sirasiyla (s, x) ve {(s) fonksiyonlaridir.

Simdi Euler polinomlarinin  ve sayilarinin  interpolasyon fonksiyonlarini
tanimlayacagiz. (2.1.6) bagintisina Mellin doniisiimii uygulanirsa, Hurwitz tipi Euler zeta

fonksiyonu elde edilir ve asagidaki sekilde tanimlanir:

2.1.10 Tanim. se€ C ve 0< x <1 olmak iizere

{p(s,x) = Z& (2.1.8)

=m+x)’ ’

fonksiyonuna Hurwitz tipi Euler zeta fonksiyonu denir (Kim 2007c, Kim ve Rim 2007f).

Ozel olarak x =1 alinirsa
_ D"
Cp(s)=8p(s) = ZT’ (2.1.9)
n=1

Euler zeta fonksiyonu elde edilir. Ozel olarak s =—n alinirsa
¢p(—n,x)=E, (x)
ve
{p(-n)=E,
elde edilir, (Rademacher 1973, Kim ve Rim 2007f).
(2.1.8) ve (2.1.9) denklemleri ile tamimlanan fonksiyonlar Hurwitz-Lerch zeta

fonksiyonu ve Lipschitz-Lerch zeta fonksiyonu ile iligkili fonksiyonlardir. Bu fonksiyonlar

asagidaki gibi tanimlanir:
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Hurwitz-Lerch zeta fonksiyonu asagidaki sekilde tanimlanir (Srivastava ve Choi

2001): ae C—Z,, se C|z|<L;Res>1,

z| =1 olmak iizere,

d(z,5,a)= i Z

on+a) ’

dir. Burada Z,=7" U{O}, 7" = {— 1,—2,—3,...} dir. Simdi P(z,5,a) nin baz1 Ozel
durumlarini inceleyelim:
§(s)=D(,s,1)
ve
{(s,a)=D(1,s,a)
dir.

Lerch zeta fonksiyonu

o 2mntT

1.(7) = 267 = 2P (27 g )
n=1

olarak tamimlanir (Srivastava ve Choi 2001). Bu fonksiyon analitik sayilar teorisinde

oldukca kullanigh bir fonksiyondur. Poly-logaritma fonksiyonu asagidaki sekilde

tanimlanir: |z| <1i¢in se C,

z|= 1 icin Res >1 olmak iizere,

Li(z)= Z% = z2®(z,s.,1)
n=1

dir.

Lipschitz-Lerch zeta fonksiyonu asagidaki sekilde tanimlanir: ae C-7Z;

7e R—-7Z ise Res>0; 7€ Z i1se Res >1 olmak iizere

#(7,a,5) = i e _ (>, 5,1)
n+a)
dir.
$p(s,x)=D(—1,5,a)
ve

{p(s)=P(=1,5,0)

olarak bulunur.
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2.2 I'(z) Fonksiyonunun Ozellikleri

Mellin doniisiimii ve Euler Gama fonksiyonu ¢ -Euler zeta fonksiyonunun insasinda

oldukca Onemli yer tutmaktadir. Bu sebepten dolayr bu kisimda Gama fonksiyonunun

ayrintili olarak ozellikleri verilecektir.

2.2.1 Tammm. Gama fonksiyonu ii¢ farkli sekilde tanimlanabilir. Bu tamimlar

asagidaki gibidir:

i. ze C, Rez >0 olmak iizere
I'(z) = jr“e"dt
0

dir. Bu bolgede integral mutlak yakinsaktir.

ii. ze C olmak iizere

e’ AN
['(z)=—o (1+—) e"
-
dir. Burada ¥ Euler sabitidir.
iii. z€ C—{O,—l,—Z,...} olmak iizere
Z
I(n+1)° 1 (Hj
[(z) = fim —=* D =14
e (2 +1)(z+2)..(z+0n)  Z0] (sz
n

dir.
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2.2.2 Onerme. Euler Gama fonksiyonu asagidaki 6zellikleri saglar:

(1) T(z+1)=zI'(z), Rez >0
(2) I'(n+1)=n!,n=0,1,23,...

3) F@ —Jz

@ I'(l'(l-z2)= , 2e C-Z.

V4
sin(/z)

2.2.3 Teorem (I'(z) Fonksiyonunun Rezidiisii). 0 ve tiim negatif tamsayilar I'(z)

nin kutup noktalaridir. Bu kutup noktalart z=-n, ne Z* bigiminde gosterilirse z=-n
noktalarindaki rezidiisii, I'(z) nin (1) 6zelliginden elde edilen

I'(z+n+1)
z2(z+D...(z+n-1

=n+2I(2)
esitligi yardimiyla

Res(I'(z),—n) = lim (z +n)[(z) = D"

zo-n n!

seklindedir, (Conway 1986).
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3. ULTRA METRIK ve p-ADIiK ANALIZ

Bu boliimde p -adik analizde kullanacagimiz bazi temel kavramlar, tamimlar ve

teoremleri verecegiz.

3.1 Temel Kavramlar

3.1.1 Tamm. pe {2,3,5,7,11,13,...} herhangi bir asal say1 ve ae€ Z —{0} olsun. p
nin a yi bdlen en bilyiik kuvveti ord,a ile gosterilir; yani m, a=0(modp™)

ozelligindeki en bilytik tamsay1 ise 0 zaman ord ,a =m dir denir.

ord ,a ile ilgili birka¢ drnek asagidaki gibi verilebilir:
ords35=1, ords250 =3, ord,96 =5, ord,93=0
dir. Ozel olarak ord ,0 = oo alinacaktir.
ord ,(aa,) = ord ,a, + ord ,a,
dir. Herhangi bir x =% rasyonel sayisi icin
ord ,x=ord ,a—ord b

dir.

Yukaridaki Tanmim 3.1.1 1 kullanarak @Q {izerinde asagidaki doniisiimii

tanimlayalim:



| |p doniisiimii Q iizerinde bir normdur.

Buna gore

1
|6|3 = |15|3 = g’

137, =1,

tir.

Bu norm, klasik normun iiggen esitsizliginden daha giiclii olan (ve giiclii iicgen

esitsizligi diye adlandirilan)

|x+ y|p < maks{|xp, y|p}
kosulunu saglar. Bu kosulu saglayan norma ise Arsimedyen olmayan norm denir. Bu

normun indirgedigi metrige de Arsimedyen olmayan metrik (ultrametrik) denilir. Boylece

yukarida tanimlanan | Q tizerinde Arsimedyen olmayan normdur, (Koblitz 1948,

p’

Robert 2000, Schikhof 1984).

p -adik tamsayilarin kiimesi Z , ile gosterilir ve asagidaki gibi tanimlanir:

3.1.2 Tamm. p bir asal say1 ve ;€ {0,1,...,p—1} olmak iizere » a,p' seklinde

i>0
ifade edilen sayilara p -adik tamsayr denir. Tiim p -adik tamsayilarin olusturdugu halka

Z, ile gosterilir, (Koblitz 1948).
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pL,={py:yeZ,} olsun. pZ,, Z, nin bir maksimal idealidir. Z,/pZ,

p

cisminin p tane elemani vardir. Bu elemanlar pZ,,1+ pZ,,...,p—1+ pZ, kosetleridir.

j€{0,1,2,..., p—1} olmak iizere
JpL,={xel,:|x=j| <ly={xeZ,:}x-j| <p™)
dir. p"Z,={p"y:yeZ,,ne N} seklinde tanimlanir. Buradan
j+p"Z,={x€Z, :|x—j|p <p™"}
dir.
Z,>pl,>..D kap D ﬂkap ={0}
k=0
dir, (Schikhof 1984). p -adik birimlerin kiimesi ise
Z,=1L,-pL,={xeL,:|x =1)
olarak tanimlanir. Denk olarak
Z; ={x=ay+tap+..:0<a,<p-1la,#0}
={xeZ,:x#0(modp)}

:{xe Zp :%e Zp}

dir, (Koblitz 1948, Robert 2000, Schikhof 1984).

p -adik rasyonel sayilarin kiimesi Q, ile gosterilir ve p -adik rasyonel sayilar

asagidaki gibi tanimlanir:

3.1.3 Tanm. Q, = {x = Zan p":0<aq <p- 1} seklinde tanimlanir.

n=—k
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Burada yeterince bitytik 7 lerigin a_, =0 dir. Yani xe Q, ise

_ _ 2 a,_ 4, a_g
X  eee + azalaoa_la_z...a_k — eee + azp + alp + ao + - + _2 + cee + _k
P 4
dir. Ozel olarak a_j=a_,=..=0 ise xeZ , dir. Q, bir cisimdir. Q, nin cebirsel
kapanist Q , olmak iizere C o Q , cisminin | |p normuna gore tamlamasidir, (Koblitz

1948, Robert 2000, Schikhof 1984).

Q,, iizerinde bir serinin yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter kosul genel teriminin

limitinin sifir olmasidir. Bu durum p -adik analizin reel analizden farklilastig1 noktalardan
biridir.
3.1.4 Uyarn. | |p normunu kullanarak Z , yi asagidaki sekilde tanimlayabiliriz:

Z,={xeQ, :|x|p <l1}.

3.1.5 Tamm. Q, metrik uzayimn tiim agik kiimeleri ae Q, ve NeZ olmak

tizere
N 1
a+p'Z,=1x€Q, :|x—a|p SF

seklindeki agik kiimelerin (araliklarin) birlesimidir. Q, nin agik bir alt kiimesinin kompakt

olabilmesi i¢in gerekli ve yeterli kosul acik alt kiimelerin (araliklarin) sonlu birlesimi olarak

yazilabilmesidir. Bu kiimelere kompakt-acik kiime denir, (Koblitz 1948).
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3.1.6 Tanm. ae X cC, ve f:X — C bir fonksiyon olsun. f(a) nin her bir U

komsulugu icin f~'(U) a nin bir komsulugu oluyorsa f fonksiyonuna a noktasinda

siireklidir denir.

3.1.7 Tanim. X ve Y iki topolojik uzay ve f, X den Y ye bir doniisiim olsun.
Her xe X in bir U komsulugu, f(U), Y nin bir tek eleman1 olacak sekilde bulunabilirse

f ye yerel olarak sabit fonksiyon (locally constant function) denir, (Koblitz 1948).

Yerel olarak sabit fonksiyonlar siirekli fonksiyonlardir. X, @Q, nin kompakt-agik

altkiimesi ise (Z, yada Z; gibi) X kiimesi lizerinde taniml bir¢cok asikar olmayan yerel
olarak sabit fonksiyon vardir. f:X —Q, yerel olarak sabit ise f kompakt-agik

kiimelerin karakteristik fonksiyonlarinin sonlu lineer kombinasyonlar1 olarak yazilabilir.
Riemann anlaminda integralde merdiven fonksiyonlarinin oynadigi rolii, p -adik analizde

yerel olarak sabit fonksiyonlar oynar, (Koblitz 1948).

3.1.8 Tamm. X, Q, nin bir kompakt-acik altkiimesi olsun. X {iizerinde yerel
olarak sabit fonksiyonlarin Q, -vektdr uzayindan Q, ye tammli bir Q,-lineer vektdr
uzay1 homomorfizmine bir p -adik dagilm denir. Eger f:X — Q, yerel olarak sabit ise
p-adik x4 dagilminin f deki degeri i¢in u(f) yazmak yerine genelde I fu yazacagiz,
(Koblitz 1948).

3.1.9 Uyar. 3.1.7 Tanimm soyle de verilebilir: X {izerinde p -adik bir # dagilimu,

X in kompakt-agik alt kiimelerinden Q, ye tanimli bir doniigiimdiir. Bunun anlami sudur:

U, U,,..,.U, kompakt-agik kiimeler ve i#j i¢cin U;NU;=¢ olsun. UcX ve

n
U= UUj ise 0 zaman
J=1
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HU) =3 1))
j=1

dir, (Koblitz 1948).

3.1.10 Teorem. X, Q, nin kompakt-acik altkiimesi olsun. X in agik alt

araliklarindan Q, ye tammli her 4 doniistimii a + V7 » © X olmak iizere

p—1

pa+p"Z,)=3 pa+bp" +p"TZ,)
b=0

sartin1 sagliyorsa X {izerinde tek bir sekilde p -adik dagilima genisletilir, (Koblitz 1948).
3.2 Baz1 p -adik Dagihm Ornekleri

Bu boliimde, p-adik Volkenborn integralinin insasinda kullanilacak olan bazi
dagilimlar verilecektir. Ozellikle Haar dagilimi p -adik integralde cok 6nemli bir yere

sahiptir ve asagidaki ornek ile verilmistir. Asagidaki ornekler (Koblitz 1948, Khrennikov

1994) kaynaklarinda ayrintili olarak verilmistir.

3.2.1 Ornek (Haar Dagihm). Haar dagilimi g, ile gosterilir ve

1
,uHaar(a+pNZp) =p—N, ae Zp

olarak tanimlanir. 3.1.10 Teoremi kullanilarak, g, . 1n bir dagilim oldugu kolaylikla

goriilebilir. Yani

p-1 . p-1 1 1
D My (@+bp" +p" L) =Y = p—y
h=0 b=0 P p
1
:FzﬂHaar(a-i_ pNZp)
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elde edilir. O halde u,,,, , Z, lizerinde bir p -adik dagilimdur.

p

3.22 Ornek (Dirac Dagihm). UcQ , kompakt-acik bir kiime ve

aeZ (@ sabit) olmak iizere

1, aeU

zua(U) = {0, ae U

seklinde tanimlanir. £, nin toplamsal oldugu agiktir.

3.2.3 Ornek (Mazur Dagihmi). ae Z ve 0<a < p" —1 olmak iizere

N _a 1
:uMazur(a-l_p Zp)_p_N_E

seklinde tanimlanur.

3.2.4 Uyar.. Yukaridaki orneklerde verilen g, dagihm ve g, .. dagilim

asagidaki ozellikleri saglar:

N = iken a+p"Z , araligmm p -adik ol¢iimii p -adik rasyonel say1 olarak

artar. Yani
N 1 N
zuHaar(a+p Zp)‘ =N TP
rop
)4
ve pla (p=2 durumunda N >1) ise, 0 zaman
+ Nz )‘ AN | R
luMazur(a p P p_p_N E =D

p

dir.
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3.3 Bernoulli Dagilimlar:

Bernoulli dagilimlarinin p -adik analizde ve olasilik dagiliminda oldukca 6nemli

uygulamalar vardir. Bu kisimda bu dagilim kisaca incelenecektir.

3.3.1 Tanmm. 0<a<p" —1 ve ke Z" olmak iizere a+ p"7Z , araliklar tizerinde

Bernoulli dagilimlan asagidaki gibi tanimlanir:
- a
ﬂB’k(a + pNZp) — pN(k I)Bk(p_Nj'

a
p_N

, Uzerinde bir dagilimdur. Ozel olarak

Burada Bk( J Bernoulli polinomlaridir. ., Z

k=0 icin
_ a _
ﬂB,o(a"‘pNZp):P NBo(p_Nj:P N

elde edilir. Yani up = ty,,, dir. k=1 igin

a
g (a+p"Z,)= Bl(p_Nj =5

elde edilir. Yani up, = ., dur. k =2 igin

2
N _ N a | _ nN| a a 1
Hgola+p Z,)=p Bz(pzvj—p (pzN_pN+6j

elde edilir (Koblitz 1948). Bernoulli polinomlart p -adik integral teorisinde ¢ok énemli rol

oynar.
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Simdi bu tezin temelini olusturacak olan p -adik 6l¢iim tanimlanacak ve bu dl¢iimiin

baz1 temel 6zellikleri verilecektir:
3.4 p-adik Olciim

p -adik dagilim, p -adik analizin integral teorisinde ve olasilik teorisinde 6nemli bir
yere sahiptir. p -adik dagilim yardimiyla p -adik 6l¢iim insa edilir. p -adik Ol¢iim bu tezin

geri kalan boliimlerinde ayrintili olarak ele alinacaktir.

3.4.1 Tanmm. x4, X iizerinde bir p -adik dagilim olsun. Her U < X kompakt-acik
alt kiimesi i¢in |,a(U )|p < B olacak sekilde Be R varsa x4 ye p-adik ol¢iim denir,

(Koblitz 1948).

Yukaridaki 3.2.1, 3.2.2 ve 3.2.3 Orneklerindeki p -adik dagilimlardan sadece Dirac
dagilhmi bir dl¢iimdiir. Ciinkii her U kompakt-acik alt kiimesi i¢cin 0< 4, (U)<1 dir.

Diger dagilimlar sinirli olmadiklarindan 6l¢iim degildir.

Verilen bir simirsiz p -adik dagilimi p -adik oOl¢iime c¢evirmek i¢in bu dagilim

iizerinde baz1 uygun degisiklikler yapmak gerekir. Ornegin, Bernoulli dagilimlar1 asagidaki

gibi tamimlanirsa 6l¢iim olur:
,Uk,a(U) = Mg o) - a_k;ug,k (aU).
Burada a€ Z,a#1,p I & ve U kompakt-acik, UC Z , dir. k=1 i¢in
o)) <1

dir, (Koblitz 1948).
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M smursiz bir p -adik dagilim olsun. f yerel olarak sabit bir fonksiyon ise .[ fu

tanimlanabilir. Fakat siirekli fonksiyonlarin integralinde Riemann toplaminin limiti sorun

teskil edebilir. Ornegin f:7Z p 2 4Z,, f(x)=x fonksiyonunun Riemann toplamin

olusturalim:

lu = luHaar olsun. xa,N >

pN -1

Zp = U(a+pNZp)
a=0

parcalanigindaki a. aralikta keyfi bir nokta olsun. {x, v par¢alamsina kargilik gelen N .

Riemann toplamu,

pN -1 pN 1 X, N
Syt (D= X fautatp"Z,)= 3 5
a=0 a=0

dir. Ozel olarak x, , =a ise

N
N a _p - pt-l

S = =
N,{a}(f) aZ:(:) pN sz 9
dir. Buradan
lim Sy ., (f) !
N o0 N.{a} - 2

elde edilir. Burada p -adik anlamda limit, 1\}1_{2 pY =0 dir. Fakat X,y =aca+ "7z »
p—adik

yerine her N i¢in g, € Z , olmak iizere

xa’N:a+a0pNea+pNZp

olarak secilirse Riemann toplami
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pN_1 pN_la+apN pN—l
Sniwan 1) = 20 Fropia+p L) =3 pg -2 i
a=0 a=0
dir. Buradan
. -1
th N}(f):_+a0

2

N—ow N.{a+agp

elde edilir. Bu limitin degeri aralikta secilen noktaya baglidir. Dolayisiyla nokta degistikce
toplamin limiti farkli sayilar olacagindan, Riemann toplaminin limiti yoktur, (Koblitz,

1948).

3.4.2 Tamm. g, Q nin kompakt-acik bir X alt kiimesi iizerinde tanimli bir

p

olgiim ve f:X —Q, siirekli bir fonksiyon olsun. Bu durumda f fonksiyonunun

Riemann toplami

Sniwan1 ()= D fxy)la+p L)

0Sa<pN

a+pNchX

seklinde tanimlanir. Burada her ae a+ p" Z,cX igin x,y, a+ p"7Z  araligindan

p

secilmigtir. Q, tizerinde N —>eo igin Sy, ,(f) bir limite yakinsar. Bu limit {X, v}

P

seciminden bagimsizdir, (Koblitz 1948).

3.4.3 Tamm. f:X — Q, siirekli bir fonksiyon ve 4, X lizerinde bir 6l¢tim ise, o
zaman f nin g Ol¢limiine gore integrali

lim Sy ) ()= [ u

olarak tanimlanir, (Koblitz 1948).
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3.4.4 Tamm. X, C, nin ayrik noktas: olmayan bir altkiimesi olsun. f:X —C,

fonksiyonu ve

q)lf(-x’ y) =

JOZFD) Lo xxzy
x=y

olarak tanimlanan iki degiskenli ®,f(x,y) fonksiyonuicin lim &, f(x,y) mevcut ise
(x,y)—>(a.a)

f fonksiyonuna ae€ X noktasinda siirekli (diizgiin) diferensiyellenebilirdir denir. X in
her noktasinda siirekli diferensiyellenebilen bir f  fonksiyonuna da siirekli

diferensiyellenebilir fonksiyon denir. Biitiin siirekli diferensiyellenebilir fonksiyonlarin

kiimesi
C'(X ->C )= {f I f:X —C,, f strekli diferensiyellenebilir }

ile gosterilir, (Schikhof 1984).

345 Tanm.fe C(Z,.C,)={f1f:Z, —C,, fsirekli | olsun. fnin belirsiz

toplam1 Sf ile gosterilir ve

Sf(ny=Y f(j).neN

Jj=0

olarak tammlanir. fe C'(Z, — C,) ise Sf€ C'(Z, — C,) dir, (Schikhof 1984).

3.5 Volkenborn integrali ve Ozellikleri

3.5.1 Tanm. fe C'(Z » = C,) olsun. f nin Volkenborn integrali

pt-1
[ feode=Timp™ 3" £ ()
Zp n—oco =0

seklinde tanimlanir, (Schikhof 1984, Robert 2000).

3.5.2 Teorem. diu(x) = f1,,y =—

n

olsun.

) | f@ducx)=lim =(8/) (0)
Z

p

Sf(p") - S (0)
pn



26

dir. Burada
() (0 =L 8f ()
dx
dir.
2 jﬂmﬂm@:mnﬂm+f®+:+ﬂp—®
Zp n—oo p
dir.
3) [ G+ Ddux) = [ fx)duo+ £(©0)
Zp Zp
dir.
n—1
4) [remduto=Y 0+ [ fodu
Zp x=0 Zp

dir, (Schikhof 1984).

Volkenborn integralleri kullanilarak bircok ©zel saymin iiretec fonksiyonu
bulunabilir. Simdi Bernoulli sayilarinin iirete¢ fonksiyonu igin asagidaki uygulamayi

verelim.

3.5.3 Ornek. 3.5.2 Teoreminin (3). sikkinda f(x)=e™ olarak alimirsa

¢ [e"dux)= [e"du(x)+1

Zp Zp

elde edilir. Gerekli islemler yapildiktan sonra

[e*dux) =

Z

t
e —_—
p

bulunur. Yukarnidaki esitligin sag tarafi Bernoulli sayilarinin iirete¢ fonksiyonunu verir.

Yani (2.1.3) bagintisindan

i e
[ duc =3B,
7 » n=0 :
elde edilir. ¢ in Taylor a¢ilimi yukaridaki esitlikte yerine konulup gerekli islemlerden

sonra

B, = J-x”d,u(x)

Zp
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elde edilir. Bu esitlikte n nin baz1 6zel degerleri i¢in

n=0 i¢in B, = J-d,u(x)zl,
ZJ

P

n=11i¢in B, = J.xd,u(x)z_—l,
’ 2
p
n=21i¢in B, = J'xd,u(x):l,
K 6

P

n=3icin B, = [X’du(x)=0

z,

bulunur, (Schikhof 1984).
Ters limit (inverse limit) asagidaki gibi tanimlanir:

[ yonlendirilmis bir kiime ve iizerinde kismi bir siralama olsun. Her i, je I i¢in
i<k ve j<k olacak sekilde bir k€ I var olsun. Her ie [ i¢in A, bir kiime (ya da grup,
halka) olsun. i < j <k olmak lizere ¢, 0zdeslik doniisiimii ve

8,0, = 0,
olacak sekilde bir ¢, : A; — A, doniisiimii vardir. Bu duruma ters sistem denilir. A= HAi
olsun. Ters limit
liinA,. ={(.a,.. )€ Ay (@) =a;,j<k}
olarak tanimlanir. Her bir i i¢in, A — A projeksiyonu tarafindan indirgenmis bir

¢ :lim A, — A, doniisimii vardir. Ayrica ¢,0; = ¢, oldugu agiktir, (Washington 1996).

Ornegin p asal say1 [=Z" olmak lizere A =Z/p'Z olsun.
¢, ramod p’ = amod p' olsun. O zaman
lilnAi =71 p'Z =Z,
dir. Burada ¢, doniisimleri Z, — Z/ p'Z dogal projeksiyon doniisiimlerdir, (Washington
1996).
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Volkenborn integrali ile ters limit arasinda Onemli iligkiler vardir. Yani

. . . N _ N ..
X:Xj:h{n(Z/]pNZ) ve a+ jp" Z,={xe Xlx=a(mod p")} olmak iizere

N

[ F@du, () = [ fodu, () (3.5.1)
Z X

P

dir, (Kim ve ark. 2007¢)
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4. g-ANALIZ

q -analiz (calculus) in tarihi Leonhard Euler ve Carl Gustav Jacobi’ye dayanmasina

ragmen son yillarda quantum mekanikteki kullanimi sayesinde bircok matematik¢inin ve

diger bilim adamlarinin calisma alanma girmistir. 19. yiizyilda g -analiz hipergeometrik
serilere uygulandi. ¢-analiz giinlimiizde matematigin bircok alaninda kullanilmaya
baslanmistir. Bunlar arasinda ozellikle kombinatorik, 6zel fonksiyonlar, ¢ -tiirev, ¢-
integral, ¢-teta fonksiyonlari, ¢ -eliptik Gama fonksiyonu, Bernoulli sayilari, Euler
sayilari, Stirling sayilari, Modiiler formlar, ¢-0l¢ciim, ¢-quantum gruplar gibi alanlar

sayilabilir.

4.1 Temel Kavramlar

1

Bu tez boyunca ge C ise |q|<1; qe C, ise |q—1|p<pE ya da |1—q|p <1

alinacaktir.

4.1.1 Tanmm. x herhangi bir degisken olsun. [x: g] asagidaki sekilde tanimlanir:

X

l-¢q
1-¢g '

[x:q]=

4.1.2 Uyar1i. lim[x:g]=x
g—1

dir.
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Simdi [x: g] nun baz1 6zelliklerini verelim:

[x+y:ql=[x:ql+q"[y:ql,
[x:q7'1=¢""[x:4].
[-x:ql=—¢"[x:4],
[-x:q ' 1=—qlx:q].

[1-x:q]=1-[x:q""],

dir, (Kuperschmidt 2005).

Simdi Jackson’in (Jackson 1908) calismasinda tanimlanan Euler-Jackson ¢ -fark
operatoriinii verecegiz. Bu tezde sadece bu kisim bilgi olarak verilecektir. Euler-Jackson ¢ -

fark operatorii asagidaki sekilde tanimlanir:

(D)) = 2O=2@) e i) 4.1.1)
(1=g)x

Eger ¢ fonksiyonu x noktasinda diferensiyellenebiliyorsa

) _do
lim(D,¢)(x) ==

dir. Giintimiizde (4.1.1) denklemi g -Jackson tiirev olarak literatiire gecmistir.

q -Jackson tiirevi i¢in asagidaki 6rnegi verelim.

n—1

Y =" _ (=4 _,

4.1.2 Ornek. D x" =
I-gx  (-g)x

n:qlx

Bu ¢ -tiirev ve ¢-analiz ile ilgili daha ayrintili bilgi icin (Kac ve Cheung 2001,
Majid 1995) kaynaklar1 incelenebilir.
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5. g-EULER SAYILARI ve POLINOMLARI

q -Euler tipli sayilar ve polinomlar bircok matematik¢i tarafindan ¢alisilmaktadir.

Bu sayilar ve polinomlar sayilar teorisinde, matematiksel analizde, istatistikte ve diger

alanlarda kullamlmaktadir. Ozden ve ark. (2008a,b,c) g¢-Euler sayilarinin ve

polinomlariin genislemelerini de tanimlamislardir.

Kim (2002b) p -adik ¢ -6l¢iimii

a

q

+pVz =1
SEARAER [p" :q]

olarak tanimlamustir.

Yukaridaki bagintidan, Kim (Kim 2007a, Kim ve ark. 2007e) Z » iizerinde

fermionik p -adik ¢ -Olctimii

(=)
w1 (a+dp"Z. )_ﬁ (5.1)

olarak tanimlamis ve ¢ -Euler sayilar ile ilgili birgcok bagint1 ve 6zellik elde etmistir. Kim
bu Ol¢timii kullanarak 7, tuzerinde siirekli diferensiyellenebilir bir f fonksiyonunun
fermionik p -adik ¢ - integralini asagidaki sekilde tammmlamastir:

P —1
1,(f)= j S0y = fim 1 Z f@E"  (5.2)

Zp

dir.

5.1 Uyar1. Yukaridaki integral yardimiyla hem Euler tipli sayilarin ve polinomlarin,

hem de Genocchi sayilarinin ve polinomlarinin iirete¢ fonksiyonlar: bulunabilir.

fi(x) = f(x+1) olsun. O zaman (5.2) bagintisindan

L (fi)+ 1, (f(x)=2f(0) (5.3)
elde edilir, (Kim 2007a-¢).
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f(x)=g"e" fonksiyonu (5.3) de yerine konulup gerekli islemlerden sonra

Z—r

F(1,q) = j f (0 =— t+logg|<z (5.4)

Zp

elde edilir, (Ozden ve ark. 2008c).

Kim (2007e), fermionik p -adik ¢ -integrali kullanarak E,: ,» q-Euler sayilarininin

tirete¢ fonksiyonunu

Z;‘t—,,
n=0 n.

olarak tanimladi. Kim (2007¢e), g -Euler polinomlari i¢in

qe +1 t+logg|<7 (5.5)

E, (0= [(+y)'du ()
z,

Witt formiiliini verdi.

(5.4) ve (5.5) den

2 2
F(t,q) = =——F (1)
7 ge' +1 q+1 °

elde edilir, (Ozden ve ark. 2008a).

q -Euler sayilarinin Frobenius Euler sayilart ile iliskisi vardir. Simdi bu iliskiyi

verelim:

qg+1 1+q 1
EH - —
ge' +1 e +q_1 4 )

dir. Boylece H,, (—=¢~") Frobenius Euler sayilari olmak iizere
H,(-q)=E,,
elde edilir. Belirtelim ki bu tip ¢-Euler sayilari, Apostol-Euler tipli sayilar olarak da

tanimlanabilir. Bu tip sayilar icin Y. H. Kim ve ark. (2008), Luo ve Srivastava (2006),
Srivastava ve ark. (2005) kaynaklarina bakilabilir.

Ayrica Kim (2007e), farkli tipli g -Euler polinomlarini asagidaki gibi tanimlamistir:
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g+l , <& - t"
F (t,x) = e"=>»E (x)—, |t+]lo <. 5.6
L (1,%) o Z () — 24| (5.6)
5.2 Uyan limF (t,x) = 2e” —iE (x)ﬁ t|<7r
) ) g1 47 e+l =l

elde edilir. Boylece (5.6), (2.1.6) ya indirgenmis olur.

5.3 Teorem (Ozden ve ark. 2008a). n =0,1,2,...olmak iizere
q(+E, ,(x))" +E, ,(x)=(g+1Dx" (5.7)

dir. Burada (E;(x))” yerine E: (%) almmustir.

Ispat. (5.6) bagintisindan
AFL o
ge' +1
ifadesini yazalim. Buradan gerekli islemler yapilirsa

I+E, E,
(q+1)ext :qe( + q(x))t +e q(x)t

elde edilir. €™ in Taylor seri agilimi yapilirsa

n

(g+0Y =3 (ga+ By + E), )
n=0 n -0 n.

bulunur. Bu seride 7" nin katsayilari karsilastirilirsa teoremin ispati tamamlanmus olur.

5.4 Teorem. (5.4) bagintistyla tammlanmug olan E, , sayilarinin rekiirans bagintist

E+iy+E =% 10 5.8
oE, + B = 58)

r(n
dir. Burada E; yerine E, , alimmstir ve (E, +1)" = Z( ]El , dir.

j=0

Ispat. (5.4) bagintisinda

t2 _
ge +1

F(t,q) =

olsun. Bu teoremin ispat1 5.3 Teoreminin ispatina benzer olarak kolaylikla yapilabilir.
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(5.8) bagintisinda n nin baz1 6zel degerleri i¢in ¢ -Euler sayilarimi bulabiliriz.

Ornegin n=0 igin 2= gk, , + E, , olacagindan

dir. n=1 icin
-2
T (g+D

dir.

Ozel olarak ¢ —1 i¢in Ey, =1=E, ve E = _71 = E, klasik Euler sayilar1 elde
edilir. (5.7) denkleminden
. SIRane n
E,, (x)+qkz(:) L E, ,(x)=(g+Dx

elde edilir.
(5.5) ve (5.6) bagintilarindan

A S = N "
Se ) Sel ]S

n=0 n=0 n=0

bulunur. Bu bagintida Cauchy carpimi yapilirsa

E =Y (:}E

5.5 Teorem (Ozden ve ark. 2008a). j tek tamsay1 olmak iizere

.n j—1
E ()_(q+1)] Z( 1)11 aE j(a-;xj

elde edilir.

dir.

Ispat: Bu teoremin ispati Kim (2007a) ve Simsek (2006a) makalelerindeki ispat
yontemine benzer sekilde yapilacaktir. (3.5.1) bagintisindan
N -1

j<x+y> du_,(y)= j<x+y> du_ (y)_hm[ﬂ?— Z<x+y>< q)’



35
elde edilir. E: ,(*) polinomunun Witt formiilii ve (5.2) bagintisindan

1 N -1
E (x)_]yg:o—[]p Z (x+"(-¢)”
izt '

T ( 12 )zo(x+a+jy)"(—q)“+]y

n

/— lim Z(—) Z(

TN " ( 9]

s Z( q)° . Z_(‘”.ij ((-9)")

—q] N*“'[p (—q) 1=\ J

ap * (Cl‘i‘Xj
J

Z( ~q)'E. (aij

:M’i(_q)aﬁ j(afx]
J

q] +1 a=0 nd

+ yj ((—=g)")’

-n

bulunur. Boylece ispat tamamlanir.

5.6 Teorem (Ozden ve ark. 2008a). ne Z* olsun.

E,,-q"(-D"E, (n)
qg+1

-1
=S
=0

dir.

Ispat. (5.6) bagintisinda x =n, ne Z* alinirsa

—Z M(n) s

F(t n)—

t+logg|< 7

elde edilir. Buradan

F,(t)—q"(-1)"F,(t,n) = (q_,_l)Z( D' gle" (q+1)i(_1)l+nql+net(l+n)

=0 =0

—(q+1)2( Dgle + (g + DY (1) g — (g Y (1) gl
=0

=0

olur ve
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n—1
F,()—q"(=D)"F,(t,n)=(g+ DY (-D'qg'e"
=0

elde edilir. (5.5) ve (5.6) bagintilarindan

> D s P el ot
mzzowm,q—q -1 Em,qm))%=2«q+1)2q1<—1>ll —

m=0 =0

elde edilir. Yukaridaki esitlikte ™ nin katsayilari esitlenirse ispat tamamlanmis olur.

5.7 Uyar1. 5.6 Teoreminin bazi 6zel sonuglar1 asagidaki sekildedir:

g — 1 iken

E,~D"E, (W) _§_iym
m n =N (-1t
2 &

elde edilir. Bu bagint1 yardimiyla

—_

n— n—

1 n—1
D' DD DD
=0

l =0

Il
o

seklindeki sonlu toplamlarin degerlerini Euler sayilar1 ve polinomlari cinsinden hesaplamig

oluruz, (Simsek ve ark. 2006b, Kim ve ark. 2006d, Kim 2005).
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6. TWISTED ¢-EULER SAYILARI ve POLINOMLARI
6.1. Twisted (h, g)-Euler Sayilar1 ve Polinomlari

Bu kisimda farkli tipli g -Euler sayilar1 ve polinomlar ¢alisilacaktir. Twisted (h,¢q) -

Euler sayilarimi ve polinomlarimi tanimlanacaktir ve bunlarin 6zellikleri verilecektir. Bu

sayllar ve polinomlar iizerine bazi teoremleri ispatlanacaktir. Ilk olarak bu boliimde

kullanacagimiz bazi kavramlari aciklayacagiz. N 20 olmak iizere C , ile (Cj7 =C, —{o}
p

da p" -ci birimin koklerine sahip carpimsal grubu gosterecegiz.

:{(;e c,:&" =1,N20} e

N0

olsun. 7, nin bir ¢ok cebirsel ve topolojik 6zellikleri vardir (Kim ve Son 2007, Kim ve ark.
2003, Kim 1994, Simsek 2005, Simsek 2006a). & e T, ise 0 zaman

@ (Z,4) = (C,,), ¢:(x)=&"
seklinde tanimlanan ¢, fonksiyonu yerel olarak sabit bir fonksiyondur. Dikkat edilirse bu

fonksiyonun tiirevi sifirdir.

Twisted Euler sayilar1 ve polinomlar1 son zamanlarda yogun bir sekilde

caligilmaktadir. Kim ve Rim (2007f) Z , iizerinde fermionik p -adik g -integrali kullanarak

&-q-Euler tipli sayilarin ve polinomlarin iirete¢ fonksiyonlarimi ve bu sayilarin ve

polinomlarin interpolasyon fonksiyonlarini tanimladilar.

6.1.1 Tamm. ¢ -(h,q) -Euler sayilar1 ve polinomlari

2 oo tn
(h) _ (h)
)=—=>»F — 6.1.1
g (D e+l n§=0 néa (6.1.1)
ve
F(t,x)=——— 5 o =Y E" (%) (6.1.2)
n=0

tirete¢ fonksiyonlari ile tanimlanir, (Cangiil ve ark. 2008).
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6.1.2 Uyar1. i) f(x)=¢&¢"e™, Ee T, heZ,qeC,

fonksiyonunu (5.3) denkleminde yerine koyup gerekli islemler yapilirsa

n

I,(&q"e™) ZE,Ehéq 6.1.3)
n=0

elde edilir, (Cangiil ve ark. 2008, Ozden ve ark. 2008c). Benzer sekilde
X X X - tn
1, qh o' +y)) = Z(:)E,(:g’q(y)z (6.1.4)

elde edilir.

ii) (6.1.1) denkleminde & =1 ise E'")

— W g
niq = E,, dir

(6.1.2) denkleminde &=1veq —1 ise E\"} (x) - E,(x) dir. Burada E, (x) klasik

Euler polinomudur.

iii) (6.1.2) denkleminin her iki tarafinin x e gore tiirevi alinirsa

tn
L ORr
z "5‘1( )I’l'

fqhe +1 n= 0

Yukaridaki bagintidan
n+1 tn
(h )

zEnfq n! Z_E’lfq( );
elde edilir. Gerekli diizenlemelerden sonra

LEn (0=nE" (0

de " .$.q X nk, $.q X
elde edilir.

iv) Eflf’g,q(O)zEflf’g)’q oldugundan dolayr bu sayilarin rekiirans (indirgeme)

bagintilar iirete¢ fonksiyonu yardimiyla asagidaki gibi verilebilir:

2

(h) _
Eoéq fqh‘i'l

olmak iizere

&"(EM  +D"+E, =0,n20



39
elde edilir.

Twisted (h,q)-Euler sayilarinin ve polinomlarinin Witt formiilii asagidaki teoremle

verilir:

-1

6.1.3 Teorem (Cangiil ve ark. 2008). e T, heZ, qeC, ve |1—q|p <pr!

olsun. O zaman

[ & ydu,(»n=E", 6.1.5)
Zl’

veE
[d"& e+ y)'du, ()= E2 ,(x) (6.1.6)
Zp

dir.

Ispat. (6.1.3) esitliginde ™ Taylor serisine agilirsa

- x _hx_n i_ - (h) i
;0_1«: q"x")— = D Ed, ”

n=0

elde edilir. " nin katsayilar1 karsilastirilirsa (6.1.5) in ispati tamamlanmisg olur. (6.1.6) nin

ispati da (6.1.5) in ispatina benzer sekilde yapilir. (6.1.4) esitliginden
X X X - tn
I(&q"e ™) = Z(‘,)Eff?,q(x)ﬁ

elde edilir. ¢ in Taylor acilimi yapilip, gerekli islemlerden sonra (6.1.6) ispatlanmus olur.

Teorem 6.1.3 iin bircok 6nemli uygulamasi vardir. Ornegin

- 2
th”?dﬂ_l(yh T
Z, &q" +

ve

28q

hy £y vd - _
qu & ydu(y) (fqh+1)2

p

seklinde integral degerleri hesaplanabilir.
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6.1.4 Teorem (Cangiil ve ark. 2008) (Dagihm Bagintis1). k£ pozitif tek tamsay1

olsun.

E,(0=k" Z( g E", k(“zxj

dir.

-1

ispat. E) (x)= j G E (x+y) du_(y) = lim Z g E (x+y)'(-1)"

Zp

N
kz Z a+ky h(a+k))(a+k_y+x) ( 1)a+ky

h . pN_l v _h a+x "
_knz§a a( l)a lim z (_1) yq yfky(y+ j
N —oco =0 k

—k"Zé“ e | fb’qkhy(w—“zxj dpi(y)

Zp

_ané:a ha( 1) E(é:k k[aZX}

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

6.1.5 Teorem. ne Z"* olsun.
(h) k k—m r-(h)
Eigq(X)= Z Eney
m=0 m

dir.

. t"
Ispat. (h) t,x =SE" (x)—
p D (t,x) = g,q Z nla (D)

irete¢ fonksiyonu tanimindan

22( 1) é:n nh t(n+x) Z y(lhf)q( )

n=0

k
elde edilir. Yukaridaki denkleme —- d - li—o tilrev operatoriinii uygularsak
dr*
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EM (x)= 22( D" E"g"™ (x+n)* 6.1.7)

k
_222( }k m m( 1) fn nh Z(;}k—mEgﬁ)&q

n=0m=0 m=0

elde edilir. Burada

Eihgq_zz( 1) én nh k

dir.
6.1.6 Sonuc (Cangiil ve ark. 2008). £ pozitif tek tamsay1 olsun. O halde
n k—ln—
E ,(x)= ( j( D*Eq" Kl a’ " TE"),
S ,ZZ(“);) Jyn—j=y 5ehdk
dir. Burada

n _n!
Ly, ) LML)

cok terimli Binom katsayilaridir.

Ispat. 6.1.4 ve 6.1.5 Teoremlerinden

a ha a+x
E2,(0=k" Zf a"CE k[ k j

k-1 n—j
8 egm oy Z( j( j EY,

a=0 j=0

S n a_hay, j _] y n=j=y ()
rEge ZTEN, 4
a=0 j= .] y=0 y A

n k-1n—j n )
z (_1)a§aqhak1a n—j— yE(lgk .
Jj= a=0y=0 .] y’n .] y

=

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.
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6.2. Yiiksek Mertebeden Twisted (&, g)-Euler Sayilar1 ve Polinomlar:

Bu kisimda yiiksek mertebeden twisted (h,q)-Euler sayilar1 ve polinomlari

tanimlayacagiz ve bunlarin 6zelliklerini inceleyecegiz. Bu sayilar ve polinomlar iizerine

baz1 teoremleri ispatlayacagiz.

6.2.1 Tamim (Ozden ve ark. 2008b). Yiiksek mertebeden twisted (h,q)-Euler

sayilari

2 J 6.2.1)

e +1

Z‘ixj zZ‘ixj "
[ [ e’ Hdm(x)—ZE,E{;m (fq

LZp Zp

olarak tanimlanir. Burada
H du ('xj ) =du (x)du (x,)...du (x,)
j=1

dir.

Yiiksek mertebeden twisted (h,q)-Euler sayilarinim Witt formiili asagidaki

teoremle verilir:

6.2.2 Teorem (Ozden ve ark. 2008b). n,re Z* ve he Z olsun.

r

PPN
B = [ & (lejj [Tdr(x))
J= j=1
p

Zp Z

dir.

Ispat. Bu teoremin ispat1 6.1.3 Teoreminin ispatina benzer sekilde yapilir. (6.2.1)

denkleminde Taylor seri ac¢ilim1 yapilirsa ispat tamamlanir.

6.2.3 Tamim (Ozden ve ark. 2008b). Yiiksek mertebeden twisted (h,q)-Euler

polinomlari
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ij‘ tz+2tx ,
[ J&gmim e Hdﬂ ((x;) = ZE,ihw”q( )
S (6.2.2)

olarak tanimlanir.

Yiiksek mertebeden twisted (h,q)-Euler polinomlarinin Witt formiilii asagidaki

teoremle verilir:

6.2.4 Teorem (Ozden ve ark. 2008b). ze C ps L TE Z* ve he Z olsun.

r

Xj
E' (= [ [(q"9) (Z+ S, J Hd,u_l(x ) (6.2.3)

LZp Zp

dir.

Ispat. Ispat 6.1.3 Teoreminin ispatina benzer sekilde yapilir. Yani (6.2.2)

denkleminde Taylor seri agilimi yapilirsa ispat tamamlanir.

6.2.5 Teorem (Ozden ve ark. 2008b). z e C ps LT E 7% ve he Z olsun.

r (1 n— r
eno-3 e
=0

dir.

Ispat. (6.2.3) denkleminde binom agilim1 yapilip gerekli islemler yapilirsa

r

ij . .
E,¢,(2)= 2( J j I(fqh)jzl (jaxjj [ Tdreix))
Zp Zp a j=1

c n—I ~(h,r
:Z( ] E(Z,)
=0

elde edilir. Bu da teoremin ispatin1 verir.
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Yiiksek mertebeden twisted (4,q) -Euler sayilarinin ¢arpimsal ifadesini verebilmek

icin asagidaki teoreme ihtiyag¢ vardir.

6.2.6 Teorem. [Zr:xjj = Z (Z ; jnx
19529+ r

i,0p,...,0,20 a=1
i+l +.+lp=n

dir, (Comtet 1974).

6.2.7 Teorem (Ozden ve ark. 2008b). n,re Z* olsun.

(hr) _ n T )
En,f,q - z (ll,lz,...,l jHElj,fs‘I

I,09,..,0-20 j=1
W+l +.+l.=n

dir.

Ispat. 6.2.6 Teoremindeki bagmti, 6.2.4 Teoreminde yerine konulup gerekli

islemler yapilirsa

EN) = [ [ >“( j du (x;)

j=
LZp Zp

n 4 X1
= X |, & s du )
Iy el 20 12520000t ) j=l 7,
L, 4.4 =n r

= 2 ) Eieq

Il e, 20 hily,l, j=1
Ll +. % =n

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

6.2.8 Teorem (Ozden ve ark. 2008b). n,r€ Z* olsun. O zaman

E%

n r
Eyn+ytety)= ) (MZJJH ED g (V)

1,0 ,...,0-20 j=1
i+l +.+l=n

dir.
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Ispat. Bu teoremin ispat1 6.2.7 Teoreminin ispatina benzer sekilde yapilir. Yani

(6.2.3) denkleminde z =y, + y, +...+y,, r 21 alip 6.2.6. Teoremi kullanilirsa

r n r X: I
Wi = TS

elde edilir. (6.1.6) bagintist kullanilarak ispat tamamlanmais olur.
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7. TWISTED HURWITZ TiPi (h, ¢)-EULER ZETA FONKSIYONU ve
TWISTED EULER (h, q)-l FONKSiYONU

Bu bolimde 6. Bolimde elde ettigimiz twisted (h,q)-Euler sayilarinin ve

polinomlarinin interpolasyon fonksiyonlarin1 tanimlayacagiz. Bu fonksiyonlarin negatif
tamsayilardaki degerlerinin twisted (h,q) -Euler sayilarina ve polinomlarina karsilik
gelecegini ispatlayacagiz. Ispat igin Cauchy-Rezidii Teoremini, Mellin doniisiimii
yardimiyla analitik devami ve Hankel yolunu kullanacagiz. Bu tip interpolasyon
fonksiyonlar1 Analitik Sayilar Teorisinde, Kompleks Analiz ve diger bilim dallarinda

bir¢cok uygulama alanina sahiptir.
7.1 Twisted Hurwitz Tipi (h, g)-Euler Zeta Fonksiyonu

Bu kisimda twisted (h,q)-Euler polinomlarinin iirete¢ fonksiyonlarina, Mellin
doniistimlerini uygulayarak, negatif tamsayilarda twisted (4, q) -Euler polinomlarini iireten

twisted Hurwitz tipi (h,q) -Euler zeta fonksiyonunu tanimlayacagiz. Bu kisim boyunca

qge C ve |q| <1 kabul edecegiz.

(6.1.2) bagintisina Mellin doniisiimiinii uygulayalim:

oo —

L s=1=(h) _
m)jt F (~t,x)dr = £ o +1t (7.1.1)

oo

:22(_1)11 nh gn J' s=lp=(n+2)t g
n=0

)%
n _nh
22( "g"¢"
n=0 (n + X)
Yukaridaki bagintiy1r kullanarak twisted Hurwitz tipi (h,q) -Euler zeta fonksiyonu

asagidaki sekilde tanimlanir:
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7.1.1 Tanmm. s € C , 0< x <1 olmak iizere,

IS n _nhgn
ik (5,2) = ZZM (7.1.2)

= (n+x)°
fonksiyonuna twisted Hurwitz tipi (h,q) -Euler zeta fonksiyonu denir, (Cangiil ve ark.

2008).

Dikkat edilirse
£k, (s,%) =2@(—¢"&, 5, x)
dir.

(7.1.2) denkleminde x=1 almirsa twisted (h,q)-Euler zeta fonksiyonu asagidaki

gibi tanimlanir:

7.1.2 Tanim. s € C olmak iizere

) n _nh gn
(=23 T

n=1

dir, (Cangiil ve ark. 2008).

Dikkat edilirse
{i) () =20(=¢"¢,5.0)
dir.

7.1.3 Uyar1. (7.1.2) denkleminde £ =1 ve ¢ — 1 i¢gin

o (DY
$o(s,x) = 220 o 2P(-1,5,x)

klasik Hurwitz tipi Euler zeta fonksiyonu elde edilir.

7.1.4 Teorem (Cangiil ve ark. 2008). he Z, ke Z* olmak iizere
51(5}2?,4 (=k,x) = Elglsz,q (x)

dir.
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Ispat 1. (7.1.2) esitliginde s =—k,k € Z* olarak alimirsa o zaman
i (k) =23 (1) E"g" (x +m)
n=0

elde edilir. (6.1.7) esitligini bu esitlikte yerine koyarsak teoremi ispatlamis oluruz.

Bu teoremin ikinci ispat1 (7.1.1) esitligine Cauchy Rezidii Teoremi ve Hankel yolu
uygulanarak yapilabilir. Bu ispat yontemi Srivastava ve ark. (2005) ve Washington (1996)

yontemine benzemektedir.

Ispat 2. y(s)= I t*'F 5(";) (—t,x)dt olarak tanimlayalim. Burada C Hankel yolu yani
c

reel eksen lizerinde x =oo noktasindan baslayan x =0 noktasini saat yOniiniin tersine bir
defa & yaricapl cember ile ¢evreleyen ve tekrar x = oo noktasina giden yoldur, (Whittaker

ve Watson 1952, Washington 1996).
£ oo
ys) = [T F (t0de+ [0 FL) (L xde+ [0 FD (<ende. (7.1.3)

t* ise €°¢" olarak ifade edilebilir. log fonksiyonunun tek degerli olabilmesi icin reel
eksenin iist kisminda logt, reel eksenin alt kisminda ise logt+ 2 olarak alacagiz. Bu

durumda (7.1.3) ifadesi tekrar diizenlenirse

Y(s)==[ VO L (—t, )t + [ TR D (<, )i + [ Y (<1, x)dt

£ £ Ce

= (14D [0V F ()t + [T FL) (00t (7.1.4)
& Cg

olur. Burada c,, 0 merkezli € yaricapl cemberdir.

Res >1 kabul edelim. £ = 0 i¢in j — 0 olacagindan
Ce

Y(s) =™ =D[ 7 F (—,x)dt
0

— (eZﬂiS _ l)jtx_l 22 (_1))‘[ qhnfl‘le—f(n+x)dt
0 n=0
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olur. (7.1.1) esitliginden

1 tx—lFé’};)(_t’x)dt: 22(_1)n hn n s—1 —(n+x)tdt
n=0

Iy F()jt

2( 1) n _hn
Z ¢'q

n=0 (n+-x)

(h)(s X)
elde edilir. Buradan
¥(5) = (™ =D)L (5,x)

bulunur. s #1 i¢in analitik devam ile

(h) _ y(s) 715
Crrqg(5,%) @ _TGs) (7.1.5)

elde edilir.
{it, (k. x) = th (7.1.6)

k(™™ =DI(s)

limitini hesaplayalim. I' fonksiyonunun (2) ve (4) nolu 6zelliklerinden dolay1

) 1 . T'd-y)
lim ——————=lim ———
so-k (e =DI'(s) s—-* ™2z
:M (7.1.7)
2iz(=1)*
k!
2im(=Df

dir. O halde

11mk y(s) = 11m It‘ 1F(h)( —t,x)dt

= [t vaﬁf’q) (—t,x)dt

. - :nh; q( ) m  m—k—1
=27iRes,_y4 ) —=(=1)"1
m!

m=0

(1)
k!

olur. Boylece (7.1.7) esitligi (7.1.6) da yerine konulursa

téq(X)
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() im— Y)
esd R0 = I G )
D
o e ( 1)
=E,®

elde edilir. Boylece teorem ispatlanmis olur.
7.2 Twisted Euler (%, g)-I Fonksiyonu

Bu kisimda genellestirilmis twisted (k,q) -Euler sayilarini interpole eden twisted
Euler (h,q)-1 fonksiyonunu tanimlayacagiz. Bu kisim boyunca ge C ve |q|<1 kabul

edecegiz.

7.2.1 Tanmm. Genellestirilmis twisted (h,q)-Euler sayilar1 asagidaki iireteg

fonksiyonu ile tanimlanir:

O (= 3 2D 2@ e e

zfq faalt 11
= elale (7.2.1)

Burada y, kondiiktorii f (f pozitif tek tamsay1) olan Dirichlet karakteridir, (Cangiil ve
ark. 2008).

(7.2.1) esitligine Mellin doniisiimii uygulanirsa

£ F (~t)dt = 22( D" g" y(n)E" j ey (7.2.2)

! o1

_22< D" ””z(n)é

elde edilir. (7.2.2) bagmtisim kullanarak E,(lh})téz , sayilarinin interpolasyon fonksiyonunu

asagidaki tanim ile verecegiz.

7.2.2 Tamm. ) kondiiktorii f (f pozitif tek tamsay1) olan Dirichlet karakteri ve

se C olmak tizere
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n _hn
1, s =3 2D qn Zme” (7.2.3)
n=1

olarak tanimlanir, (Cangiil ve ark. 2008). l,(;f‘)f,q(s, %) fonksiyonu twisted Euler (h,q)-1

fonksiyonu olarak adlandirilir.

Cenkci (2007), Kim ve Rim (2007f), Simsek ve ark. (2007) farkl tipten (h,q) -1

fonksiyonlarini tanimladilar.

Twisted Hurwitz tipi (h,q)-Euler zeta fonksiyonu ile twisted Euler (h,q)-!

fonksiyonu arasindaki bagintiy1 asagidaki teorem ile verecegiz.

7.2.3 Teorem (Cangiil ve ark. 2008). y kondiiktorii f (f pozitif tek tamsay1)

olan Dirichlet karakteri ve s e C olmak tizere

Z( g @& L (55 (7.2.4)

1) (5.2) = ;

dir.

Ispat. m=0,1,2,3,..ve a=1,..,f olmak iizere (7.2.3) esitliginde n=a+mf

olarak alinirsa

’ 2= g (a+ mf)E
l( )
qu(s/l’) ;r;) (a+mf)
a 21" g""&"
=3 (-D)q" y(a)é*
Z mzo (a+mf)

oo _1\mf  mfh gmf

_ aqha/,{(a)fa Z 2( 1) q Sé:

=1 m=0 a
m+—
[+

elde ederiz. 7.1.1 Tanimi yukaridaki bagintida kullanilirsa teoremin ispati tamamlanmis

olur.

Yukaridaki 7.2.3 Teoreminde j kondiiktorii f c¢ift olan Dirichlet karakteri olursa,

o zaman twisted Euler (h,q) - fonksiyonu ile twisted (h,q) Hurwitz tipi zeta fonksiyonu
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arasindaki baginti elde edilebilir. Bu tezde twisted (h,q)Hurwitz tipi zeta fonksiyonlari

calisilmamistir. Bu tip fonksiyonlar twisted (4,q) -Bernoulli sayilar ile elde edilir.

7.2.4 Teorem (Cangiil ve ark. 2008). 7 kondiiktorii f olan Dirichlet karakteri ve

ne Z" olsun.

h h
lé;q( nx)= Ei}fq

dir.

Ispat. (7.2.4) denkleminde s =—n alinirsa

1 1) = Y g @ & ( %)

a=1

elde edilir. 7.1.4. Teoremi yukaridaki bagintida yerine konursa

Ik 20)= 1" Z( D" p @ E) f@

elde edilir. Genellestirilmis twisted (4, q) -Euler sayilari i¢in dagilim bagintisi

EY e, =" 2( D" H@)EE?, (?j

yukaridaki esitlikte kullanilirsa teoremin ispati tamamlanmais olur.

Twisted (h,q) -Euler [ fonksiyonu ile Hurwitz-Lerch zeta fonksiyonu arasindaki

bagint1 asagidaki sonug ile verilir.

7.2.5 Sonug. se C olsun.

1 (.0 =2f" Z( ) h“;((a)ga@(_thgf’s,%j

a=1

dir.

7.2.6 Tamm. se€ C, a,F € Z (F pozitif tek tamsay1) ve 0<a< F olmak tizere
kismi zeta fonksiyonu
(_quhmézm

s
m=a(mod F) (x+m)
m>0

H{" (s,a,x|F)= (7.2.5)
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olarak tanimlanir, (Cangiil ve ark. 2008).

7.2.7 Teorem (Cangiil ve ark. 2008). s C, a,Fe Z (F pozitif tek tamsay1) ve
0<a< F olmak iizere

a _ha_ a
HE (saxi )= EECE o F[s “”j (7.2.6)

E.w" ,q

dir.

Ispat. (7.2.5) denkleminde m = a +nF olarak almirsa

a+nF h(a+nF)§(a+nF)

fgh)gq(s a, xIF)—Z( D

=0 (z+a+nF)*

o o a\ng F hn, gF\n
:(_l)aqhafaZ( 1) (q ) (f )

n=0 F‘Y[a;x+nj
( l)a hafaF Sé,(h) s, a+x
2 Ewl gF F

elde edilir.

Kismi zeta fonksiyonu ile Hurwitz-Lerch zeta fonksiyonu arasindaki baginti
asagidaki sonug ile verilir.

7.2.8 Sonug. s C olsun.

h a _ha s h a+x
H{": (s,a,xI F)=(-1)"q"&F~ cb( q"" & s, j

F
dir.
7.2.9 Teorem (Cangiil ve ark. 2008). ne Z" olsun.
" (=D*g"EF a+x
fgizq( n,a,x| F)= 5 Ey(l,g)F,qF =
dir.

Ispat. (7.2.6) denkleminde s =—n alinirsa
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) (=D g™ EF" a+x
Hg’é’q(—n,a,xIF)=+§;h;F B =

ve 7.1.4 Teoremi kullanilarak ispat tamamlanir.

7.2.10 Uyari. Kismi zeta fonksiyonunun Analitik Sayilar Teorisinde, p -adik
analizde birgok uygulamasi vardir. Ozellikle p -adik [ fonksiyonunu Washington (1996)

anlaminda insa etmek icin kismi zeta fonksiyonu kullanilmaktadir. Bu fonksiyon negatif

tamsayilarda twisted (h,q) -Euler tipli polinomlari iiretir.
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8. p-ADIK ¢- OLCUM

p -adik 6l¢iim, p -adik analiz ve p -adik Volkenborn integrali alaninda ¢ok onemli
bir yer tutmaktadir. p-adik Ol¢iim son yillarda bir¢ok matematkci tarafindan

calisilmaktadir. Bu Olctimler yardimiyla yeni interpolasyon fonksiyonlari, integral
doniistimleri, Fourier doniistimleri gibi alanlar ¢calisiilmaktadir (Kim ve ark. 1996, Rim ve

Kim 2006, Cenkci ve ark. 2004).
8.1 p-Adik g-Euler Olciimii

Bu kisimda g¢-Euler sayilarinin dagilim bagintisi yardimiyla p -adik ¢ -Euler
Olctimiinii inga edecegiz ve bu Ol¢iimiin integral uygulamalarim1 verecegiz. Bu bolim

boyunca g€ C, ve (p,d)=1 olmak iizere

X=X, =limZ/dp"7Z
—

N
ve
X'= |J@+apz,)
O<a<dp
(a,p)=1
alinacaktir.

8.1.1 Teorem. d tek tamsayi olsun. ¢ -Euler polinomlarinin dagilim bagintisi

d—1
k a a a+x
E ,(0)=d"Y (-1)q Ek,qd( y j

a=0

dir, (Ozden ve ark. 2008c, Cangiil ve ark. 2008).

8.1.2 Tammm (Ozden ve ark. 2007). k, N pozitif tamsayilar ve d tek pozitif

tamsay1 olmak iizere
* a k _a a
Ha+dp"2,) =" A"V g, (—d pNJ

olarak tanimlanir.
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8.1.3 Teorem (Ozden ve ark. 2007). ,u;: X kiimesi lizerinde bir dagilimdir.

Ispat. 3.1.10 Teoreminden

p-1 . p-1 N N a+jde
Zﬂk (a+ ]de +de+lZP) — Z(_l)lﬁ-]dp (de+l)kqa+]d17 Ek,qdeH [—j

j=0 j=0

N idp"
— (=)0 (dp™ ) ¥ g™ YE atjap
(=D'q"(dp™)' p' 2 (=D'(¢" VE_ , )p[

= de+1
] ny
p-l ) v N
=) P Y Y @ VE |
=0 kg™ " p

:_la adeE y a
D'q"dp™)'E_, (—deJ

=,uz(a+de)

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.
8.1.4 Teorem. ge C,, ve |1 - q|p <1 ise 4, , X kiimesi iizerinde bir dl¢iimdiir.

Ispat. (6.1.2) esitliginde & =1 alindiginda
- n_n _t(ntx - tm
2 (~1)'q"e'" = ZEm!q(x)—‘
n=0 m=0 m:
elde edilir. Yukaridaki bagintida €™ in Taylor agilimi yapilirsa
E,,(x)=23 (-1)'q"(n+x)"
n=0
bulunur. |1—q|p <1 ic¢in yukaridaki seri yakinsak oldugundan ,u,f sinirlidir. Boylece ispat

tamamlanmuis olur.

8.1.5 Tamim. ,u: X iizerindeki p -adik g -Euler 6lctimii olarak adlandirilir.

8.1.1 Teoreminden
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y a )
lims;, p(a+dp™) = (=" (dp")' E(?)

elde edilir, (Rim ve Kim 2006).
,UZ Olclimiiniin uygulamasi asagidaki teorem ile verilebilir:

8.1.6 Teorem. k bir pozitif tamsay1 olmak iizere

dir.
. de—l
Ispat. =i
spat Jdu o =lim 3w (e+dp2,)
Z, 0
. d-1p"-1 i N
= 1%1&; jzo,uk(a+ jd+dp~Z,)
d-1pN -1 ) ) .
— lim (_1)a+]d (de)k qa+]dE N a+ I.{Id
N=e20 =0 kg% dp
< k N kpN_l PN g-'_j
= (=D%g"d" lim (p™) (=D’ (¢")°E
;) TE NS JZ:(:) 1 b | pY
d-1
— _1 a adkE ﬂ
20 w"(dj
=E,,
dur.
6.1.3 Teoremindeki (6.1.5) esitliginde &=h=1 alimirsa, o zaman asagidaki sonug
elde edilir:

8.1.7 Sonug.

[a"y"du,(»=E,,
Zp
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dir.

Yukaridaki esitlik 8.1.6 Teoreminde yerine konursa

du (x) = q*x"dp_, (x)
elde edilir.
8.1.8 Uyar.. limdy, (x) =limg*x*du_,(x) = x"du_,(x)
q—1 g—1

elde edilir. Yani du p(x+ p"7Z,) = x"du_(x+ p"Z ) dir, (Rim ve Kim 2006).

8.1.9 Teorem. y kondiiktorii d (d tek tamsay1) olan bir Dirichlet karakteri olmak

uzere

[x0du; (0 =E,,,

dir.

dp" -1

ispat. [ x(dp () =lim 3 2()p (x+dp“2Z,)
X x=0

d-1p"-1
= lim > > xa+ jdyp(a+ jd+dp"7Z,)
Pu=0 j=0

d-1 pN -1 i
Y a+jd s 3 Nk a+jd a+ jd
= lim ;)Z(a) > (=) (dpNy g E Y (—j

N
N—eo =0 k.q dp

a .

d-1 N
=d" Y (-1)q" g(a) lim (p")* Y (1) (¢’)'E d
az::‘) N—eo ;0 k™| pY

kd_1 a _a a
=d' 2D AE, (Ej

=Ei gy

dir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

8.1.9 Teoreminin p -adik analizde pek cok uygulamasi yapilabilir. ,u;: Olclimii

yardimiyla E, . sayillarmin degerleri hesaplanabilir. Bu teoremin sonucu kullanilarak
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Kubota-Leopoldt tipi p -adik [ fonksiyonlari inga edilebilir. Dokuzuncu boliimde bu tip

fonksiyonlarin bir uygulamasi verilecektir.
8.2 Twisted Daehee Sayilar1 ve Polinomlari

Bu kisimda Kim (2002a) tarafindan tanimlanan yeni tip ol¢ciimii kullanarak twisted

Daehee sayilarinin ve polinomlarinin bazi 6zelliklerini verecegiz.

Kim (2002a)

u(a+p"Z, )—— Nel' zeC,
[p":z]

~1/p-1

Olgiimiinii kullanarak Daehee sayilarini, ge C, ve |1 - q|p <p olmak lizere asagidaki

gibi tanimlamustir:

D,(z:q)= [[x:ql"du,(x). (8.2.1)

Zp

8.2.1 Tammm. me N, £e T, z¢€ C » olmak iizere twisted Daehee sayilari

D,¢(z:q)= [£Tx:q1"du,(x)

Zp

olarak tanimlanir, (Ozden ve ark. 2009a).

8.2.2 Teorem ((")zden ve ark. 2009a). me N, e Tp, ze C » olmak tizere

D,:(z:q)= [§'lx:q)"du, (x)

__ 1=z 3(m)Din(gt)
=g Z[k] k

(]) ank:O 1_&]2
dir.

ispat. D, (z:q)= J-g“[x :q1"du (x)
z,

= lim
N—ee [p

Zf[
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_ pN—l X
N —oo 1_ZP - l_q

X

'

-z . 1 m iy
x=0

- (I-q@)" ¥=>=1-7" &

N
=172 i(mj(—l)" fim —L_1=¢” &
1-g)" =\ k Nowy PV 1-&tz

-z &(m ¢ (=1 In(zq")
= - _pyeiT) Mg )
(1—q)'”lnzkz_:§(kj( ) 1-&4'z

N

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

8.2.3 Uyari. (8.2.1) denkleminde & =1 alinirsa D, :(z:q) saylan D, (z:q)

sayilarina indirgenmis olur.

u bir cebirsel say1r olsun. H (u:q)=1 olmak iizere ¢q-Frobenius-Euler sayilar
Carlitz (1948) tarafindan asagidaki sekilde tanimlandi:
(gH +1)" —uH, (u:q)=0, k>1.

B, =1 olmak iizere ¢-Bernoulli sayilar1 Carlitz (1948) tarafindan asagidaki sekilde

tanimlandi:

I, k=1

q(gB+1) —ﬂk={0 s

(8.2.1) denkleminde z=u,uc Cp,

1—u|p >1 almirsa twisted Daehee sayilari twisted

Frobenius Euler sayilarina indirgenir:
Dm,g(” 1q)= Hm,g(”_l’CI)
= [&Tx: g1 du, (x)
Z p

);

(8.2.1) denkleminde z=g¢q almrsa twisted Daehee sayilar1 twisted ¢ -Carlitz
Bernoulli sayilarina indirgenir:
Dm,g(q Q)= ,Bm,g(Q)
= [&'lx:q1"du, (),
z,

);

1—u|p > 0.

M. Olglimii yardimiyla twisted Daehee sayilari asagidaki iirete¢ fonksiyonu ile

tanimlanir:
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[&re M du, (x) = 2[ [&x: qr]'"duz(x)}ﬁ

!
K =0\ 2, m!

P

olarak tanimlayalim. Buradan
X x:qlt - tm
[ du ()= 3D, (z:9)—
i = m!

elde edilir.

8.2.4 Tanim. e T, olsun. O zaman twisted Daehee polinomlar asagidaki iireteg

fonksiyonu ile tanimlanir

I & M du (x) = i( I Flx+y: q]’"dﬂz(x)]t—‘
Z m=0\ 7, m:

' (8.2.2)
w o
= D s : _
(8.2.2) denkleminden twisted Daehee polinomlari
D, :(z,y:q)= Ié”[H y:ql"du (x) (8.2.3)
ZP

seklinde tanimlanir.

8.2.5 Teorem (Ozden ve ark. 2009a). me N, e T, zeC, ve ) " )
k,j,m—k—j

cok terimli Binom katsayis1 olmak iizere

D, (z.y:q)=),

k=0 j=0

m—k( m ](_Dm—k—j qy(m—j)Dk’é(Z’q)
k’j’m_k_j (1_q)m_k

dir.

Ispat. (8.2.3) denkleminden

D,:(zy:@) = [£(yiql+q'[x:q)"du,(»)
Z

P

= i(quk"{y (g [ £ Tx: gl i, (x)
k=0 Z,,

= Z(’Zquy[y g™ " Dy :(z:9) (8.2.4)
k=0
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| M ky 1 Wl—k(m - k] m—k—j _y(m—k—j)
= q — % . |=D ‘q "D, :(2,9)
z(k] (I-q)" =\ J o

m—k

J<-1>m—k-j "D (21 q)
(I-9)

k=0 j=0(k’j’m_k —J

elde edilir.

8.2.6 Uyar1 1. (8.2.4) denkleminde z=g¢ almirsa twisted ¢ -Carlitz polinomlari
elde edilir:

B.:(y:9)=D, :(q,y:q)

= Z(’qu”[y :q"" D, s(q:q)
k=0

= Z(quk”[y :q" ™ B (@)

k=0

2.(8.2.4) de z=u alinirsa twisted g -Frobenius Euler polinomlar1 elde edilir.

B y:q)=H, (u",y:q)

= ,;(IZJ q°1y:ql"" D, s (u:q)

k=0

Asagida verecegimiz Teorem, p -adik analizde Daehee polinomlarinin integral

temsilini elde etmek icin kullanilabilir.

8.2.7 Teorem (Ozden ve ark. 2009a) (Dagilim Bagintisi).

meNkeZ",ze C,.§eT, olsun.

LS IPN ( Kk Yt J kj
D 1q)= D —_— 2.
me(2:Y1q) k2] jzzo(fz) S q (8.2.5)
dir.
ispat. D, :(z,y:q9)= .[fx[x+y:q]md,uz(x)

Zp
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kp™ -1

1
= lim Elx+y:ql"z
N—>oo[p : z
. m k-1p —1
=T lim 33 Rkt )

[k:Z] N—>°°[P ]]OxO

mkl ;
Z(f)’ ( , Z]:"j

elde edilir.

8.2.8. Sonu¢. me N, ke Z", ze C, e T, olsun.

m k-1 .
D, s(z,ky:q [k Q] Z(f )'D (Zk,y+é:qk) (8.2.6)

Ispat. (8.2.5) bagintisinda y = ky aliirsa sonug elde edilmis olur. (8.2.6) esitligine

Raabe tipi ¢arpim formiilii denir.
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9. p-ADIK ¢-OLCUM ve UYYGULAMALARI

Bu boliimde p -adik ¢-0l¢timiin degisik alanlara uygulamalarini verecegiz. Bu

uygulamalar ayrintili bir sekilde referanslarda vermis oldugumuz kaynaklarda bulunabilir.
9.1 p-adik (h, q)-I Fonksiyonu

p -adik analizde insa edilen Kubota-Leopoldt p-adik L fonksiyonu, Kompleks

analizde tanimlanan Dirichlet L fonksiyonuna karsilik gelmektedir. Bu iki fonksiyon
negatif tamsayilarda genellestirilmis Bernoulli sayilarimi iiretirler. Bu tip fonksiyonlar
tizerine Kubota, Leopoldt, Iwasawa, Coleman, Castillo, Washington, Kim, Jang, Simsek,

Kurt, Cenkeci ve ark. (2008) gibi pek ¢ok arastirmaci caligmastir.

Bu tip fonksiyonlarin Matematikte pek cok uygulamasi vardir. Ornegin Kummer

kongriianslari, eliptik egriler, Riemann zeta fonksiyonu, p -adik integral ve o6l¢iim, Galois

gruplari gibi alanlarda olduk¢a 6nemli yer tutmaktadirlar.

Ozden ve ark. (2009b) negatif tamsayilarda genellestirilmis twisted (k,q)-Euler
polinomlarin1 iireten iki degiskenli p-adik twisted Euler (h,q)-/ fonksiyonunu

tanimlamiglardir. Bu fonksiyonu insa etmek i¢in asagida verecegimiz bazi temel tanim ve

notasyonlara ihtiyag¢ vardir.
Teichmiiller karakteri asagidaki sekilde tanimlanir:

9.1.1 Tanim. G, C » nin birimin koklerinin grubu ve
G,={0eC, 0" =1L,neN,n] p}
olsun. Teichmiiller karakteri

w:{xeC, :|x|p =1} =G,

X n!
w(x) = lim x”
n—yo0
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olarak tanimlanir, (Schikhof 1984).

9.1.2 Uyar1. i) xe Q, ve |x|p =1 ise 0 zaman

. n
w(x) = lim x”
n—oo

dir.
i) {w(1),w(2),...w(p-D}={xeQ, :x"" =1} dir.
iii) w bir homomorfizmdir, (Schikhof 1984).

.z p>2
P=a, p=2

—n

w kondiiktorii f,, = p" olan bir Teichmiiller karakteri; y Dirichlet karakteri; X =W

ve

[a:q]

— ] —
<a>q =w (a)a= @)

olmak tizere

_r
D=<se (Cp:|s|pSp*p r-l

seklinde tanimlansin, (Washington 1996).

9.1.3 Teorem (Ozden ve ark. 2009b). ne Z*, & =1, E#1 ve y kondiiktorii

-1

f = p'k, ke Z olan Dirichlet karakteri olsun. ge C oo |l q|p < p; olmak iizere

l(h’l)éz(—n,t;}() _EMD, ()= A+gw™ ED

«
P9, n.q.8.Xn 1+ qp n,qpfp,l’n (p t)

dir.

Ispat. se D olmak iizere asagidaki p-adik twisted ¢-/-fonksiyonunu

tanimlayalim:
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1 (s.1:20) = j H(x+1Y " g E . ().

Yukaridaki tanimdan

10 (5,8, ) = J- 2C(x+1) " q" " E dp (x) - .[ 2@ (x+1) g S dp, ().

pX
Yukaridaki bagintidan
+1 —Dx gx
l;'hq-f( n,6, %) jz( ) Lx (q)] (=brg dpl_ g (x) =
(9.1.1)
+1: D px £px
— [ 2o LAY gomvee gy ()
X w(px)

elde edilir.

+t n— X X +t' " n— X X

j/’t’( px ql" (1 Dp &P d,u_ (px) = Z(P)I;L’( ) [ px q] q(l Dp. &P d,tl_q(px)
w" (px) w' (p)w" (x)

=2, | 2,()p: q]”[x+; 1q"1"q" PN du (px)
X

_Lp:ql"2,(p)1+9q)

n _(h=1)px gpx *
o jmx) ST, ()

bulunur. Yukaridaki denklem ve

B}, 0= [x0lx+y:ql'g"""Edu ()
X

bagintis1 (9.1.1) denkleminde yerine yazilirsa ispat tamamlanmis olur.
9.2 p-adik ¢-Olciim ve integralin Ozellikleri ve Uygulamalar

Bu kisimda p -adik (g)-0l¢iim ve integrali ile ilgili yapilmis olan uygulamalar ve

baz1 6zellikler verilecektir. Asagida verilecek olan 6zelliklerin bazilar1 temel kaynaklarda

ayrintili bir sekilde incelenmistir.

9.2.1 Ozellik. u bir p-adik 6l¢iim olsun.

) ula+U)=u)

i) U, NU, =¢ iken u(U, LU,) = u(U,)+ u(U,)
iii) U kompakt-acik ve sup{ |,a(U )|p UCZ,}<oo

ise o zaman & =0 dir, (Schikhof 1984).
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.o pn
9.2.2 Ozellik. u(Z,)=> w(p"%,)=p"u(p"Z,) (9.2.1)

i=1

elde edilir. sup,

u(p"Z p)‘p <oo oldugu gbz Oniinde bulundurulursa ’}1_{1010 MZ,)=0 dir,

(Schikhof 1984, Khrennikov 1994).

9.2.3 Ozellik. Eger u(Z =1 ise o zaman (9.2.1) esitliginden

M(Z,)=1=p"u(p"L,)

0 1
up'Z,)=—,
p

elde edilir, (Schikhof 1984, Khrennikov 1994).

p -adik ¢ -fermionik integralde cok Onemli uygulamasi olan asagidaki teoremi

verelim:

9.2.4 Teorem. y_, (5.1) esitliginde tanimlanan 6l¢tim olmak iizere

H_y(px) = u,(x)

1
[p:—q] —4
dir.

Ispat. (5.1) esitliginde x yerine px alalim. O zaman
g (px) =y (px+ p"*'Z,)

=™

CpV gl

_ (=¢")"
[p:—qllp" :=q"]

_ 1
[p:—q]

e

elde edilir.

9.2.4 Teoreminin farkli ispatlar1 Srivastava ve ark. (2005), Kim (2007a)

kaynaklarinda da verilmistir.
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9.2.5 Ozellik. B, Z , nin Borel kiimelerinin bir ailesi ve x:B—Q, bir 6l¢iim

olsun. O zaman B,,, B;... kiimeleri ayrik Borel kiimeleri olmak iizere p -adik y# olgiimii

u(U B,} = > u()

kosulunu saglar. Bu kosula o -toplamsallik 6zelligi denir.

Ornegin 4, Dirac 6lgiimii ve xe Z , Olsun:

1, xeB

B) =
#:(B) {0, xeZ,-B, VBe B

olarak tammlansin. x;,x,,...€ Z, ve A2y, €Q , olsun dyle ki ’11_r>n A, =0 ise, o zaman

her Be B icin

(i A, ](B) =S du, B)=Y 4,

x,€B

dir. ., Z » izerinde o -toplamsaldir, (Schikhof 1984).

9.2.6 Teorem. Z, iizerindeki her bir o -toplamsallik 6zelligini saglayan dl¢iim

Dirac ol¢iimlerinin bir lineer kombinasyonudur.

Yani x,x,,...€ Z, ve 4,4,,...€ Q, olsun 6yle ki lim 4, =0 ve ,uzz/in,uxn dir.

n—soo
n=1

Burada My Dirac ol¢timleridir, (Schikhof 1984).

9.2.7 Teorem. u her ae Z, icin pu({a})=0 ozelliginde bir dlgiim ise o zaman

M =0 dir, (Schikhof 1984).

p -1 p 1
928 Uyar. > f(DuG+p"Z,)=p™" > f(j)
j=0 Jj=0
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ifadesinin n — oo iken bir limite sahip olmas1 i¢in f nin diizgiin diferensiyellenebilir bir

fonksiyon olmas1 gerekir. Eger f diizgiin diferensiyellenebilir degil ise n — oo iken limit

degeri yakinsak olmayabilir.

9.2.9 Teorem. J-x”dx =B,
Zp
Bernoulli sayilari icin Witt tipi formiilii verir.

oo

t t"
=3B
e -1 nZ::‘) " n!

i¢in |B,| < p elde edilir, (Vladimirov ve ark. 1994).

9.2.10 Teorem. Volkenborn integrali f:Z, —>Q,

f(x)= z a,x"
n=0
seklindeki analitik fonksiyonlar i¢in 1yi tanimhidir. O zaman
I f(x)dx = Zaan
Zp n=0

dir, (Vladimirov ve ark. 1994).

Volkenborn integralleri genellestirilmis fonksiyonlar teorisinde onemli uygulama
alanina sahiptir. Volkenborn integrali p -adik Gaussian dagilimlarda, Arsimedyen olmayan

dalga fonksiyonlar1 i¢in Quantum mekanikte kullanim alanlarina sahiptir, (Vladimirov ve

ark. 1994).

Trigonometrik fonksiyonlar, iistel fonksiyonlar gibi 6zel fonksiyonlarin Volkenborn
integrali uygulamalar1 verilmistir. Ornegin

log ,a

Iaxd,u(x)z ,a#l
z, a—1
[ e dun=—"—

e’ —1

Z

P
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.[ cosaxdu(x) = ﬂ,
Z, 2(1—-cosa)

I sin aaxdp(x) = —% ,

Zp

(Kim 2007a, Schikhof 1984).
9.3 Sonuclar ve Uygulamalar

i) p-adik g-Olciim ve p-adik ¢-integrali yardimiyla bazi 6zel sayilarin iireteg
fonksiyonlar1 tanimlanir. Ornegin bu tezde ¢-Euler sayilar1 ve polinomlari, twisted g-
Euler sayilar1 ve polinomlari, twisted Daehee sayilar1 ve polinomlari, g -Euler ol¢iimii ve p-

adic ¢ -/ fonksiyonu gibi kavramlar tanimlanmistir ve bunlarin temel 6zellikleri verilmistir.

ii) ¢ -Euler polinomlarinin Raabe formiilleri yardimiyla dagilim fonksiyonlar1 elde

edilmistir.

iii) ¢ -Euler polinomlarinin iirete¢ fonksiyonlarina Mellin doniisiimii uygulanarak

Euler tipli fonksiyonlar ya da Lerch-zeta tipli fonksiyonlar tanimlanmastir.

iv) Bu tip dagilim fonksiyonlar1 kullanilarak p -adik g -Euler 6l¢iim tanimlanmistir.
v) p-adik ¢ -0l¢iimii yardimiyla twisted g -Daehee sayilar1 tanimlanmustir.

vi) p-adik ¢-Olgiim ve p-adik g-Volkenborn integrali yardimiyla Radon-

Nikodym teoremi Kim tarafindan ispatlanmistir. Bu tipli ol¢iimler kullanilarak Radon-

Nikodym teoremi ve uygulamalar ¢aligilabilir.

vii) p-adik ¢-Ol¢iim tipta ciger kanserlerinde habis hiicrelerin belirlenmesinde
kullanilir, (Su ve Qiu 2008). p-adik ¢-Olciim yardimiyla diger bilim dallarindaki

uygulamalar arastirilabilir.
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viii) p -adik dagilim; olasilik teorisi, genellestirilmis fonksiyonlar, p -adik siiper

analiz gibi daha bir¢ok alanla da yakindan iligkilidir. Bu iligkilerin uygulamalari

arastirilabilir.

ix) p-adik (h,q)-l fonksiyonu yardimiyla genellestirilmis Euler sayilarinin

Kummer kongriianslar1 incelenebilir.

x) Interpolasyon fonksiyonlarinin sifirlari incelenebilir.

xi) g-Euler polinomlarinin iirete¢ fonksiyonlar1 yardimiyla Dedekind ve Hardy tipi

toplamlar, diger sonlu ya da sonsuz toplamlar tanimlanabilir.

xii) p -adik ¢ -Olctimii yardimiyla ¢-Changhee sayilan ile (h,q)-Euler sayilari

arasindaki iliskiler incelenebilir.

xiii) p -adik fermionik integral Euler say1 ve polinomlarinin iirete¢ fonksiyonunu
verirken, p -adik bosonik integral Bernoulli say1 ve polinomlarinin iiretec fonksiyonunu

verir. Bunlarin integral doniisiimleri ve diger uygulamalari incelenebilir.
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